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近世 代数 是 现代 数学 的 基础 ,也 是 现代 科学 的 基础 . 它 研究 代数 系统 的 代数 结构 ,而 代 
数 结构 是 数学 各 种 研究 对 象 的 一 个 重要 的 侧面 . 它 介 绍 了 现代 代数 学 的 基础 知识 和 基本 方 
法 . 数学 的 各 个 分 支 都 或 多 或 少 地 用 到 它 的 概念 、 理 论 和 方法 ,即使 应 用 很 广 的 数值 计算 和 
计算 机 软件 也 要 用 到 它 ,而 且 在 理论 物理 和 物理 化 学 的 部 分 分 支 中 也 有 应 用 . 它 还 是 自然 
科学 、 工 程 科学 、 管 理科 学 相关 专业 的 重要 基础 之 一 . 近世 代数 是 高 级 科技 人 才 进 行 深造 的 
一 个 不 可 缺少 的 台阶 . 

近世 代数 在 培养 抽象 思维 能 力 和 逻辑 推理 能 力 方面 起 着 特殊 的 重要 作用 ,不 愧 被 称 为 
抽象 概念 的 宝塔、 逻辑 推理 的 楷模 . 正 是 由 于 其 中 概念 的 抽象 性 ,推理 的 严谨 性 ,方法 的 技 
巧 性 ,从 而 给 教 者 与 学 者 带 来 了 相当 的 困难 . 因此 ,依据 近世 代数 基本 内 容 , 为 了 理论 的 系 
统 与 严谨 ,又 不 增加 本 书 的 篇 幅 , 我 们 以 张 禾 瑞 著 《 近 世代 数 基础 》1978 年 修订 本 ) 一 书 为 
主 , 围 绕 近 世代 数 的 一 些 基本 概念 和 基本 定理 ,针对 学 习 者 学 习 过 程 中 容易 出 现 的 问题 ,有 
的 放 矢 地 精心 探索 与 分 析 , 编 写 了 本 书 . 

本 书 内 容 包括 :基本 概念 , 群 、 环 与 域 , 整 环 里 的 因子 分 解 和 扩 域 . 共 十 七 章 . 每 章 都 有 
以 下 四 个 部 分 . 

、 基 本 问题 问答 . 对 基本 概念 和 基本 理论 中 的 疑点 和 难点 进行 了 详尽 的 阔 述 . 

、 典 型 问题 分 析 . 根据 近世 代数 基础 中 的 一 些 代表 性 问题 ,进行 了 详细 的 剖析 与 注解 ， 

、 讲 与 练 . 这 部 分 包括 围绕 基础 知识 的 问题 的 练习 与 比较 重要 的 一 些 结论 的 讲解 . 
、 思 考 问题 . 这 部 分 提供 了 一 些 紧密 联系 基本 内 容 的 问题 ,请 读者 独立 思考 . 书后 
解答 作为 思考 后 的 参考 . 

本 书 主要 特点 如 下 . 

1. 杰 妖 . 注重 分 析 基 本 概念 和 理论 的 内 在 联系 与 本 质 区 分 ,释疑 解 感 . 同时 注意 对 基 
础 知识 的 内 涵 与 外 延 做 出 必要 的 .适当 的 分 析 . 这 样 ,便于 读者 对 于 基本 内 容 能 够 融会 贯 

2. 严谨. 概念 准确 ,分 析 论证 严密 详尽 ,有 根 有 据 . 这 一 特点 有 助 于 培养 读者 深刻 思 
考 和 续 密 推理 的 能 力 . 

3. 新 颖 . 配 有 相当 数量 的 命题 的 多 种 分 析 与 论证 ,从 各 种 不 同 的 渠道 ,给 出 问题 的 解 
决 方案 .同时 针对 容易 混淆 的 问题 ,给 出 了 正 、 反 例子 和 判断 方法 . 这 样 ,有 利于 读者 开拓 
思维 ,发 挥 独立 性 和 创造 性 ,主动 积极 地 进行 思考 . 

本 书 适用 于 大 专 院 校 数 学 专业 的 相关 教师 与 学 生 , 以 及 有 关 的 科学 技术 人 员 , 而 且 十 分 
有 助 于 电大 师 生 、 函 授 生 与 自学 成 才 者 . 

本 书 为 海南 大 学 学 术 著作 出 版 基金 资助 出 版 ,我 们 深 表 感谢 

对 于 错误 和 不 妥 之 处 , 蕉 请 读者 指正 . 
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一 、 基 本 问题 问答 


1.B 不 是 A 的 子 集 的 定义 是 什么 ? 
答 BA 后 3aEB, 使 得 cEA. 
2. 忆 不 是 A 的 真子 集 的 定义 是 什么 ? 
答 B 不 是 A 的 真子 集 
SBTEA 
或 BCA 而 YaEAhA 有 aE€B 
BEA 
或 B=A. 
3. 空 集 名 是 任 一 集 A 的 真子 集 吗 ? 
答 不 是 . 因为 多 不 是 必 的 真子 集 . 应 说 名 是 任 一 非 空 集 A 的 真子 集 . 
4. 我 们 已 经 知道 


AiXA;X:…XA,=‘ aa dn) [a EA 是 A ,As ,… ,A 的 卡 氏 积 . 


1) ”车 某 A;== 名 , 则 A; XA,Xx-…XxA, 二 ? 
2) 若 Ai 含 5; 个 元 ,i 一 1,2,…,n; 则 AiXAsX… XA 会 多 少 个 元 ? 
答 1) 某 A;=CB 时 ,A XAsX*…XA,=2. 
2) ”A; 含 si 个 元 时 ,AiXAsX…XA, 会 siXssX… Xs 个 元 . 
5. A1 X AsX…XA, 到 DD 的 映射 的 定义 是 什么 ? 
答 中 是 Ai XA:X…XA， 到 DD 的 一 个 映射 
1) VYV(ayas nya EAXA,X… XA,,IjdED, 使 得 
中 (ai as ,sa )=d; 
2) VCalyaya) Osbe sn bE A X As XXA,, 
若 (al ,as ，……ay) 一 (pi ,bs ,b,), 
则 中 (al ,az ，… a) = PD ,0b2 ,Db,). 
注 ” 这 里 要 突出 强调 VY (ai;as;… ;aj)E AiXA;X…XA,, 象 4 的 存在 性 、 唯 一 性 以 及 
d ED ,尤其 要 注意 唯一 性 的 验证 方法 . 
6.。 是 A 的 代数 运算 的 定义 是 什么 ? 
答 。 是 A 的 代数 运算 
今 : 是 一 个 AxA 到 A 的 映射 
今 " 是 一 个 AXA 到 A 的 代数 运算 . 


近世 代数 基础 问题 探析 


注 :是 A 的 代数 运算 
今 A 对 于 .封闭 
会 * 是 A 的 二 元 运算 . 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 4A 一 (1 2,3，…，100}. 找 一 个 AxA 到 A 的 映射 . 
解 Va,pEA4A， 
(ua,b) — a; 
(a,b) 一 局 
(ap) 一 1]1; 
(ap) 一 max{la,b}; 
(ap) 一 4 十 1,a 天 100 时 ， 
人 a 一 100 时 ; 
(a,b) 一 0 一 1,0 天 1 时 ， 
(Cp i. 一] 时 ; 
(ap) 一 (一 1 十 2; 
(cp) 一 | 一 5 十 1; 
(a,b) 一 max{a,b}— min(a,b}+1; 


1 2 3 … 99 100 

1 1 2 3 … 99 100 
212 3 4 :1 100 1 
3|13 4 5 1 2 

1001100 1 2 … 98 100 


都 是 AXA 到 A 的 映射 . 
注 1) 读者 应 尽量 多 找 出 一 些 映 射 . 
2) ”下面 命 题 “AxA 到 A 的 映射 是 (a,5) 一 a. ”不 对 ,应 说 : 
(a,b)—>a 
是 AxA 到 A 的 映射 ,因为 AxA 到 A 的 映射 不 仅仅 有 
(a,b)— a. 
2. A 二 {所 有 不 等 于 零 的 偶数 }. 找 一 个 集合 DD, 使 得 普通 除法 是 AXA 到 DD 的 代数 运算 . 
是 不 是 找 得 到 一 个 以 上 的 这 样 的 D? 
解 ” 因 为 一 个 不 等 于 零 的 偶数 除 以 一 个 不 等 于 零 的 偶数 ,所 得 的 商 永 远 是 一 个 不 等 于 
零 的 有 理 数 ,所 以 D 可 取 { 所 有 不 等 于 零 的 有 理 数 }. 
包含 集 { 所 有 不 等 于 零 的 有 理 数 } 的 一 切 数 集 都 可 作为 这 样 的 D. 
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3. 4 一 (所 有 不 等 于 零 的 实数 }.。 是 普通 除法 :ap 一 分 . 这 个 代数 运算 适合 不 适合 结 


解 一 Va,b,cEA, 


(ab)。c 一 六 ， ao (bec) 一 全 
当 c 关 土 1 时 ， 
(aob) ecFao (bec), 
从 而 :不 适合 结合 律 . 


解 二 取 1,2,3E€Ah， 


(2)o3= 语 ， 1*(2。3) 一 了 字 ， 
从 而 
C102)o3#1.(2.3). 
所 以 不 适合 结合 律 . 


注 1) 在 指出 (ab)。c 天 a。(p。c) 时 ,必须 明确 是 在 c 隆 土 1 的 条 件 下 . 

2) 不 能 说 “A 不 适合 结合 律 ”, 因 为 运算 律 的 主语 是 代数 运算 而 不 是 集合 . 要 说 “不 
适合 结合 律 ”. 

3) 在 肯定 * 适 合 结合 律 时 要 按 定义 做 出 一 般 证 明 ; 和 否定 时 , 举 出 一 个 反例 即 可 . 

4) 下 面 的 说 法 是 错误 的 :“ 当 c= 二 土 1 时 , (ao5)。c 一 ao。(b5。c), 此 时 :适合 结合 律 ; 当 
c 天 士 1j 时 ,(a*p)。c 天 ao(sc) ,此 时 。 不 适合 结合 律 . 因此。 不 一 定 适合 结合 律 . ”只 有 适合 
结合 律 与 不 适合 这 两 种 情况 . 适合 时 ,要 求 Va,p,cEA, 都 有 (a。b)。c 一 a*(pec); 不 适合 时 ， 
只 要 有 某 一 特殊 情况 ,如 c= 王 2 时 , (ao。6)。2 关 a。(b。2). 

4. 4 一 {a,p,c}. 由 表 


所 给 的 代数 运算 适合 不 适合 结合 律 ? 
解 ” 所 给 代数 运算 .适合 结合 律 , 即 Vx,y,zEA, 都 有 
(zey)。z 一 Zeo(yez). 
为 了 证 明 这 个 结论 ,需要 验证 3X3X3=27 个 ( 即 三 个 不 同 元 素 允许 重复 的 三 元 排列 的 个 
数 ) 等 式 . 我 们 要 尽量 简化 计算 ,仔细 观察 一 下 这 个 代数 运算 有 什么 特点 ,我 们 发 现 表 中 第 
一 行 .第 一 列 分 别 与 表 头 的 行 、 列 相同 , 即 Y xE€A， 
aoX—=X, Xoa—=x, 


也 就 是 说 a 左 乘 . 右 乘 任何 元 不 变 , 从 而 Yz,yEA4， 
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(asZz)oy 一 Zeoy 一 Geo(CZoy); 
(Zroa)。y 一 Zooy 一 Zeo(Cdoy) 
(zey)。a 一 Zooy 一 Ze(yea). 

这 样 ,三 个 元 中 只 要 出 现 e, 我 们 就 已 验证 完了 . 下 面 我 们 只 需 验证 三 个 元 中 不 出 现 a 的 情况 ， 
从 而 只 剩 下 2X2X2=8 个 ( 即 两 个 相 异 元 素 允 许 重复 的 三 元 排列 的 个 数 ) 等 式 了 . 验证 如 下 . 
(bob) b=a=b.(b.0); 

(bob) oc—=6=bo (boc); 

(boc) ob=b=—bo (cb); 

(boc) oc—=c=bo (coc); 

(cop)op 一 5 一 co(pop); 

(cp)oc 一 C 一 ce(boc); 

(cec)o0 一 cC 一 co(Ccop); 

(ceoc)oc 一 4 一 cokcoc). 

从 而 "适合 结合 律 . 

注 1) 验证 结合 律 是 一 项 基本 训练 . 验证 时 ,要 对 集中 任意 三 个 元 素 的 一 切 可 能 的 
结合 ,一 一 加 以 检验 ,不 要 遗漏 . 对 于 有 限 集合 ,更 要 特别 注意 . 当然 应 该 尽量 找 出 规律 , 几 
种 情况 可 以 集中 一 次 验证 . 

2) 本题 中 的 a,b,c 是 A 中 的 确定 的 元 ,而 不 是 任意 元 . 因此 取 A 中 任意 三 个 元 时 ， 
不 能 用 a,b,c 表 之 ,而 要 用 其 他 符号 ,如 z,y,z 表 之 . 不 能 由 (ao5)。 二 ao。(bo。) 就 得 出 和 运 
合 结合 律 的 结论 . 


三 、 讲 与 练 


1. 下 列 所 述 是 否 能 组 成 集合 ? 

1) ”和 他 相貌 相像 的 人 . 

2) ” 某 城 市 里 较 大 的 商店 . 

3) 一 些 多 项 式 . 

4) 平面 几何 中 的 所 有 难题 . 

5) 分 子 是 偶数 的 一 切 分 数 . 

解 1) 一 5) 都 不 能 组 成 集合 . 因为 所 述 事物 是 不 清晰 .不 确定、 含糊 的 . 
2. 判断 下 列 各 命题 是 否 正确 . 

1) 一 架 飞 机 是 飞机 场 集合 的 一 个 元 素 . 

2) ”1{(0,1)} 是 方程 + 十 y= 二 1 的 解 的 集合 . 


3) {zx|z—2=0}=2. 

4) ” 当 A 是 空 集 时 ,A 的 子 集 组 成 的 集合 也 是 空 集 . 
5) 好 CC 好 . 

6) ZE{{G)]. 
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7 (2 人 人 2 

8) {YE (2)). 

9) {x|2<n<3,nEN)=. 
10) 2€{ {2}). 


1) (3)C{(3}). 


12) 车 iEB,BEC, 则 zxEC. 

解 1) 一 4) 都 错 ,5) 一 9) 都 对 ,10) 一 12) 都 错 . 

3. 证 明 : 若 集 A 含有 ?2 个 不 同 元 素 , 则 A 共有 2” 个 不 同 的 子 集 . 

证 一 空 集 是 A 的 子 集 , 有 1==C; 个 . 由 一 个 元 素 组 成 的 子 集 有 C; 个 ;由 两 个 元 素 组 
成 的 子 集 有 GC; 个 ;由 i 个 元 素 组 成 的 子 集 有 C 个 ,i 二 1,2,…,n. 因此 A 的 所 有 子 集 的 个 
数 是 

CC 二 十 GG 十 … 十 C3 一 (1 十 1)" 一 2". 

证 二 ”对 A 的 元 的 个 数 作 数学 归纳 法 . 

1) n= 二 0 时 , 即 A= 名 ,A 共有 2° = 二 1 个子 集 . 

2) ”假设 n= 上 k 时 ,命题 成 立 . 今 看 "一 & 十 1 时 . 

设 Al 恰 有 & 十 1 个 元 , 取 aEAi, 但 a EA 有 年 A, 二 AU {a). 对 于 A 的 每 一 子 集 昌 都 有 
Ai 的 两 个 子 集 五 或 互 U{ta} ,由 这 一 过 程 可 以 获得 Ai: 的 所 有 子 集 . 因此 Ai 的 子 集 的 个 数 
恰 为 A 的 子 集 的 个 数 的 2 倍 . 由 归纳 假设 ,A 的 子 集 的 个 数 为 2 ,从 而 A, 的 子 集 的 个 数 为 
2 。 2 二 24+1, 

由 归纳 原理 ,命题 得 证 . 

证 三 当 n= 二 0 时 ,命题 显然 成 立 。 当 nn 头 0 时 , 设 A= {ai,as,"…,a,), 即 a; EE 子 集 或 
a; 巨子 集 (i= 二 1,2,…,n) ,共有 两 种 状态 . 因此 A 有 2X2X…X2==2" 个 子 集 . 

~ 


7 个 
4. 若 集 A 与 B 分 别 含有 n 与 mm 个 不 同 的 元 , 问 共 有 多 少 个 不 同 的 A 到 B 的 映射 ? 
解 ” 因 为 对 于 每 一 个 a; EA,i 一 1,2,…,n, 在 B 中 取 象 的 方法 都 有 m 个 ,所 以 A 到 B 
的 全 部 映射 的 个 数 是 


5. 普通 除法 是 不 是 复数 集 C 的 一 个 代数 运算 ? 

解 不 是 . 因为 1,0EC ,但 二 无 意义 . 

6. 设 A=B=Z. 

图, 普通 加 法 是 A 的 代数 运算 . 

G@: 5b@)a=5 十 1 是 BXA 到 A 的 代数 运算 . 
问 ,四 是 否 适合 第 一 分 配 律 ? 

解 一 Vai,a;s EA,bEB,， 
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5b (a 4) =6+1. 
IOPBIOCNAOPRE TEE 
当 6b 尖 一 1 时 ， 
b+12(6+1). 
所 以 () , 申 不 适合 第 一 分 配 律 . 
解 二 取 2,3EA,1EB， 
1C) (2 3)=1+1=2, 
(GO2) 中 01GO3)=(CTDHD 二 (CI 十 1) 一 4， 
从 而 
NOIAICEE AGIOWIOI0IOF 
所 以 ,外 不 适合 第 一 分 配 律 . 
7. 若 集 A 的 代数 运算 , 申 适合 第 一 分 配 律 , 则 @9 ,四 一 定 适合 第 二 分 配 律 吗 ? 
解 未必 . 例 , 取 A 为 正 实数 集 R+. 
© :a6=2， PD:aPBb=atb 
是 R* 的 两 个 代数 运算 . 因 


aa (Ca 中 a) =bO (a tas) = 一 局 二 学 (LO a DELE) as). 
故人 ,中 适合 第 一 分 配 律 . 取 aa 一 1 az 一 1,0 一 2， 
(四 四 0 加 CH+DG 2=F=1, (a ODD(as OW=2+2=4, 


从 而 人 ,四 不 适合 第 二 分 配 律 . 


四 、 思 考 问题 


1. 下 列 所 述 是 否 能 组 成 集合 . 

1) 和 他 是 好 朋友 的 人 . 

2) 好 玩 的 玩具 . 

3) 平面 上 与 某 点 靠近 的 点 . 

4) 很 小 的 整数 . 

5) 某 次 数学 考试 所 有 高 分 数 的 人 . 

6) 老年 人 . 

2. 判断 下 列 各 命题 是 否 正确 . 

1) 一 枝 铅笔 是 铅笔 盒 集合 的 一 个 元 素 . 
2) 赵 杰 是 北京 市 中 学 集合 的 一 个 元 素 . 
3) YEL. 

4) 他 CO). 
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5) CE{( 人 好 ). 
6) CD 


7 el 22 


8 ZC{ CO 


9) {ZG}EL. 
10) {ZG}C{G). 
11) {2}E{Y). 


12) 《2OjE{ 2 
13) (2 有 CC 


14) (zlz=z+1,x€EZ)=8. 


15) {3}C{3,1}. 

16) 若 AEB,BCC, 则 AEC. 
17) 若 zEAUB, 则 acEA. 
18) 若 zEA, 则 a EANB. 
19) YEA. 

20) (GNA)CA. 

21) AE(GUA). 


22) {asb} E(tab) ic 
23) {a,b}Ela,b,c). 
24) ZC{a,@). 


25) Yel{a,2). 


26) {a,b}NN {b,c}C{a,b} UU {b,c). 

27) 任何 一 个 集合 都 存在 真子 集 . 

3. 从 以 下 五 个 命题 中 选 出 正确 的 命题 .AXB 
1) 总 含有 比 A 多 的 元 素 . 

2) 与 BxA 的 交 总 是 空 的 . 

3) 含有 有 4A 与 B 的 全 部 元 素 . 

4) ”有 与 BXA 和 A 一样 多 的 元 素 . 

5) 与 BxA 相等 . 


to +% 
4. 设 4,= ,十 co) 一 {zER |><z<+co} ,0 二 0,1, 2 , 求 UA DA: 


1 Fm + 
5. 设 A,=(zEQ||z|< 二 ),n 一 1,2,…, 求 UAi, 则 A 
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6. 求证 :A=B 6 AUBCANMB. 
7. 设 A=(z|z* 一 16<0) ,Bz|zx* 一 4z 二 3 之 0] , 求 ANB. 


8. 设 f(x),g(z) 是 实 多 项 式 , 其 实 根 集 合 分 别 记 为 A 和 B ,求证 : 
1) 多项式 f(x)g(zx) 实 根 的 集合 为 AUB. 
2) 多 项 式 f*(x) 十 g* (zx) 实 根 的 集合 为 A 站 mB. 
9. 设 集 A 恰 含 个 元 , 试 将 A 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 4A; 与 A: ,使 A,XA: 含 的 元 的 
个 数 最 多 . 
10. 斌 判断 下 列 各 法 则 $$ 是否 为 A 到 B 的 上 映射 . 
1) A=B=Z,$:n—>ntl. 
2) A=B=N, $b:r >zx’:—1. 
3) A=N, B={zEZ|z>0), $:n>lnl. 
4) A=B=N, 
n 一 1， 当 2|n 时 ; 
$:(" 当 2 人 +n 时 . 


& 十 1 


5) A=B=R, 和:a 一 $7 


6) A=Z2, B=Q, 由 :xz >y 一 二 


TT 
7) A=B=R,$:a 一 Va 十 1. 
8) A=B=R, $x 一 Vz， 
9) A={4,6,8},B={1,2,3}, 
中 :a 一 6b,b 是 a 的 约 数 . 
10) A=B=R, $:a—>lg(at1). 
11) A= 数 域 FE 上 一 元 多 项 式 集合 FLz]， 
B= 二 非 负 整 数 集 {0,1,2,…}， 
由: f(Cz) 一 deg f(r). 
12) ”A= 数 域 玉 上 的 n 阶 方 阵 的 集合 M,(F)， 
B= {0,1,2,.…,n}, 
中 :(ai ) 习 秩 (a; ). 
11. 问 下 列 由 与 由 有 何 关系 ? 
1) A={0,2},B= {0,4}, 
bi:r >7x, Pi:r 一 27， 
2) A=R,B={zxER |z>0), 
$i:a >|al, Pb2:a 一 Vaz. 
12. 下 列 各 法 则 。 是 不 是 集 A 的 代数 运算 ? 
1) A={a,b}, 


°;(a,b)—>ab=a, 
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(b,a)—>boa=b. 
2) A=Q@, 
(a,0)—>aob—=a, 当 a>0 时; 
(a,b)—>aob=b, 当 a 二 0 时 . 
3) ”A= 数 域 下 上 的 一 元 多 项 式 集合 FLxj]， 
of(r), gz)) 一 Fz)ogCz) 一 dz) ,其 中 CCz) 是 f(x),g(xz) 的 最 大 公 因 式 . 
4) A=Z， 
°;(a,0) >ab—=a’. 
5) 4=Q@Q， 
°°,(a,b) >ab=10?. 
6) A=@,， 
:a,b0) >aob=b yat+20. 
7) ”A= 正 有 理 数 集 @ ， 
°:(a,6) >aeb= Vab. 


8) 4 一 @， 
。 (也 d, > 五。 b+d 
“ae a 5c ac “ 


9) ”A= 和 集 B 的 一 切 子 集 的 集 P(B)， 
°:(H,K)—>H.K=H 人 NK. 

10) A=P(B), 
°°,(H,K)—>H.K=HUK. 

1 0 0 1y /1 0 /0 一 1 
Ee 
12) ”A= 数 域 矿 上 nn 维 向 量 空 间 ,e ,ez,…,e, 是 A 的 一 个 基 , VY (a,b)E AXA， 

4 一 alel 十 azey 十 … 十 asev， 
6 一 Bel 十 Be 十 … 十 Re,. 
Cap) 一 ao 一 0 有 十 oz 应 十 … 十 op，. 
13. 设 集 A 恰 含 ”个 元 , 问 A 中 最 多 有 多 少 种 代数 运算 ? 
14. 设 A={a,b,c,d},。 是 A 的 代数 运算 ， 问 在 不 交换 元 素 次 序 的 情况 下 ,ap,cyd 共 
有 和 多少 种 不 同 的 加 括号 步骤 ? 
15. 以 下 各 代数 运算 .是否 适合 结合 律 和 交换 律 ? 
1) 也 的 代数 运算 .aoeb 二 a 十 外 
2) ”NN 的 代数 运算 :ao6b 二 a*. 
3) 和 @@ 的 代数 运算 :ap 一 2 
4) 恨 的 代数 运算 :a.p 一 < 全 . 
16. 设 A 二 {a,b,c,d) ,其 运算 表 如 下 : 
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证 明 :。 适 合 结合 律 . 

17. 设 集 A 对 于 封闭 , 且 。 适 合 结合 律 , Ya,pEA4A, 若 天 9, 有 ap 天 boa. 证 明 : 

1) VaEA, 有 aa 一 4. 

2) Va',pEA, 有 wpsa 一 4. 

3) VapcEA, 有 aopoc 一 aoc. 

18. 设 集 A 对 于 。 封 闭 , 且 "适合 结合 律 ,交换 律 , 若 ae4 一 a,b 上 5 二 5, 证 明 、 
(asp)。(aop) 一 aop. 

19. 修改 以 下 各 命题 中 错误 的 表示 方法 . 

1) 从 4 中 任意 取出 三 个 元 素 可 表 为 

Ya.b.cEA. 

2) 卡 氏 积 A, X As 的 元 素 可 表 为 (al as),a; EA;,i 二 12. 

3) A 中 含 n 个 元 素 al as…a,, 即 
A= {a; 

4) ”a,b 都 不 等 于 零 , 即 < 天 2 天 0， 


i=1,2.…), 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. A 到 A 的 满 射 的 定义 是 什么 ? 
答 是 A 到 A 的 一 个 满 射 
合 1) og 是 A 到 A 的 一 个 映射 ; 
2) YaEA,ja€Ah, 使 得 g(a) 一 a 
( 即 A 的 每 一 个 元 在 下 都 在 A 中 有 逆 象 ). 
2. A 到 A 的 单 射 的 定义 是 什么 ? 
答 中 是 A 到 A 的 一 个 单 射 
入 1) 中 是 A 到 A 的 一 个 映射 
2) Ya:pEA, 若 由 aa) 一 由 (0) , 则 < 一 2 
( 即 A 的 每 一 个 元 在 下 若 有 北 象 , 则 逆 象 唯一 ). 
注 “映射 要 求 象 叭 一 ,而 单 射 还 要 求 逆 象 唯一 


二 、 典 型 问题 分 析 


1.A={ 所 有 大 于 零 的 实数 } ,及 = { 所 有 实数 }, 找 一 个 A 与 A 间 的 一 一 映射 . 
解 Va€Ah， 

a— lna; 

a — loga, 


其 中 zz 是 一 个 固定 的 不 等 于 1 的 正 实数 ， 


QQ 一 一 


| 0<<a 委 1 时 ， 
2 一 2 一 a，a>l 时 

都 是 A 与 4 间 的 一 一 映射 . 

为 了 训练 分 析 能 力 , 可 进一步 思考 以 下 问题 ;A= {所 有 大 于 零 的 实数 } ,A= {所 有 


泣 


1) 找 一 个 A 与 A 间 的 一 一 映射 ,也 就 是 找 一 个 A 与 A 间 的 一 一 映射 的 逆 映 射 ， 
2) 找 一 个 A 到 A 的 单 射 ,但 不 是 满 射 . 
3) 找 一 个 A 到 A 的 满 射 , 但 不 是 单 射 . 
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4) 找 一 个 人 到 A 的 映射 ,但 不 是 单 射 也 不 是 满 射 . 

5) 设 普通 乘法 是 A 的 代数 运算 ,普通 加 法 是 A 的 代数 运算 . 找 一 个 A 与 4 间 对 于 
乘法 和 加 法 来 说 的 同 构 映 射 . 

事实 上 ,1) VaE€A， 


dae, 
其 中 
e=2.718; 
Tz; 
其 中 是 一 个 固定 的 不 等 于 1 的 正 实数 ; 
了 -> 2 十 十 4 
2 ; 


都 是 A 与 A 间 的 一 一 映射 . 
2) VaEA， 
pb:a— el 
是 和 到 A 的 单 射 . 但 由 不 是 满 射 . 因为 取 1€ 有 A, 假定 3a€4 ,使 得 g(a) 二 1, 即 @ 十 1 二 1， 
从 而 = 二 0, 此 为 不 可 能 . 故 1 在 下 无 逆 象 . 所 以 由 不 是 满 射 . 
3) Ya€Ah, 
$b:a5—> a ， a0 时， 
一 1， 5 一 0 时 
是 A 到 A 的 满 射 但 不 是 单 射 . 


4) VaEA， 
中 :5 一 1 
是 A 到 A 的 映射 ,但 不 是 单 射 也 不 是 满 射 . 
5) VaEA4， 
由 :aa > loga 


(其 中 工 是 一 个 固定 的 不 等 于 1 的 正 实数 ) 是 A 与 A 间 对 于 乘法 和 加 法 来 说 的 同 构 映射 . 
A 与 A 的 代数 性 质 完全 一 样 . 例如 ,在 A 中 ,等 比 数列 前 项 的 积 p, 一 a1az…a。 可 用 
下 列 公 式 来 表示 : 
pr = Varan)™. 
今 
Pa A=logzai, 


ds a 一 log.a， 9 


a ,= 10ga,. 
则 在 A 中 ,a ,az，… ,a 是 等 差 数 列 前 项 ,其 和 ,一 Zi 十 如 十 … 十 就 可 用 下 列 公式 来 
表示 : 
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机 一 下 到， 


2.A={ 所 有 大 于 或 等 于 零 的 实数 }, == {所 有 实数 a,0<a<1}. 找 一 个 A 到 A 
的 满 射 . | 
解 VaEA， 
a |sinal; 
a~—> |cosal; 
a -> sin”"a ,n 是 一 个 固定 正 整数 ; 
a 一 cos*”"a ,n 是 一 个 固定 正 整数 ; 
.8)， 
_，|a 一 1 
a 十 1 
| 一 0 过 a 二 1 时 ， 


a 一 工 ， a 二 1 时 ; 


一， 0 委 c 委 1 时 ， 
1 


Q 一 一 
a 


9 a>1 时 ; 


aa 一 4， 0 委 a 委 1 时 ， 
a 1,， a 之 1 时 ; 
4a a， 0 委 a 委 1 时 ， 
a— 0,， a 之 1 时 ; 


1—1,， 
| 4 天 1 时 
都 是 A 到 A 的 满 射 . 
3. 假定 $ 是 A 与 A 间 的 一 个 一 一 映射 ,a 是 A 的 一 个 元 . 求 b [和 Ca) ] ,中 [ 中 (a)] 
解 设 由 :[(a)] 王 z, 则 由 xz) 一 小 (a). 因 中 是 单 射 , 故 z= 二 a, 从 而 
$i[$ (a) =a. 
当 aEA 时 ,和 [和 :Ca)] 无 意义 . 
当 aEA 时 , 设 由 Le)]=》 则 $-: Ca) 一 由 (7). 因由 :是 单 射 , 故 > 一 a, 从 而 
$b[$ (a)]=a. 
4. A 二 {所 有 实数 x}. A 的 代数 运算 是 普通 乘法 . 以 下 映射 是 不 是 A 到 A 的 一 个 子 集 
A 的 同 态 满 射 ? 
解 取 轧 ={ 所 有 大 于 或 等 于 零 的 实数 )}, 则 ACA, 且 普通 乘法 也 是 A 的 一 个 代数 
算 . 


[et 


xz? 


是 A 到 A 的 一 个 同 态 满 射 . 事实 上 ， 
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1) YzxEA,x’ 是 一 个 唯一 确定 的 大 于 或 等 于 零 的 实数 ,所 以 z 一 是 A 到 瑟 的 一 


个 映射 . 
2) YZzEA, 有 Zz 之 0. 假定 3xEAh ,使 得 zx: 二 ,那么 x 二 土 Vz. 因此 3V2zEA ,使 得 
VT > (YZ) =7. 
所 以 xz 一 zx 是 A 到 A 的 一 个 满 射 . 
3) VzryEA， 
Xx, yyy, 


Zy > (TY) = y. 
所 以 z+ 一 zx? 是 A 到 A 的 一 个 同 态 满 射 . 
注 1) 在 证 明 满 射 时 ,要 特别 注意 按照 满 射 的 定义 ,首先 从 第 二 个 集合 A 中 任意 取 
出 一 个 元 忒 ,再 去 寻求 式 在 这 个 映射 下 的 逆 象 . 而 绝 不 能 把 z 的 象 x* EA 取 来 ,就 说 因为 


zx? 有 逆 象 xz, 从 而 该 映射 是 满 射 . 
2) 在 肯定 + 一 x? 是 A 到 A 的 一 个 同 态 满 射 时 ,首先 要 明确 指出 A 是 A 的 什么 样 的 


具体 的 子 集 . 
3) ”这 里 A 的 代数 运算 与 A 的 代数 运算 相同 ,都 是 普通 乘法 . 一 般 情况 , 集 A 的 代数 


运算 未 必 是 其 子 集 的 代数 运算 . 
4) VzyEA, 若 陀 = 昂 , 则 zz 一 士 所 以 zx 一 x? 不 是 A 到 A 的 单 射 . 


5. 假定 A 和 国 对 于 代数 运算 * 和 =: 来 说 同 态 , 有 和 到 对 于 代数 运算 * 和 ?来 说 同 态 . 证 
明 :A 和 下 对 于 代数 运算 。 和 5 来 说 同 态 . 

证 因 A~A, 故 由 定义 知 存在 一 个 A 到 A 对 于 代数 运算 * 和 来 说 的 同 态 满 射 由 ,. 因 
A 一 下 , 故 由 定义 知 存在 一 个 A 到 生 对 于 代数 运算 ;和 5 来 说 的 同 态 满 射 :. 规定 法 
则 :VaEA4， 


由 :a 一 中 (a) 一 由 (CCa))， 
则 由 是 A 到 五 对 于 代数 运算 + 和 ;来 说 的 同 态 满 射 . 事实 上 ， 
1) YaEA4A, 因 小 是 映射 , 故 3|d (a)E€ A. 对 于 gi1(a)€ A 来 说 , 因 中 , 是 映射 , 故 
3ld(:(a))E 专 ,使 得 ba) = 二; ($1(a)). 所 以 由 是 A 到 及 的 映射 . 
2) YazEAKA, 因 由: 是 满 射 , 故 3aE€EA ,使 得 $,(a) 一 a. 对 于 EA 来 说 ,因由 是 满 射 ， 
故 3a€EAh, 使 得 $1(a)= 二 a&, 从 而 3a€A ,使 得 
由 (a) 一 由 (由 (Ca) ) 一 由 (5) 一 豆 
所 以 由 是 A 到 肥 的 满 射 . 
3) Va,b EA, 
$b: a $CP (a)), 
b— 由: (由 (8) ) ， 
ab — 9b, (91(ab)). 
因由 是 同 态 上 映射 , 故 $1(ae5) 二 (a) 四,(5), 又 因 中 ; 是 同 态 映射 ,从 而 
$b ab)=p (pi (ab)) 
一 中 (Ca) $1 (6)) 
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一 小 (Ca))s ,CP 0)) 
一 中 (<c)5 中 (2)， 
综 上 所 述 , 知 由 是 A 到 五 对 于 代数 运算 -和 来 说 的 同 态 满 射 ,于 是 A 习 艺 
注 1) 对 于 此 命题 的 证 明 , 有 的 初学 者 叙述 不 好 . 注意 首先 给 出 中 与 由 ,再 规定 中 ， 
然后 证 明 由 是 A 到 去 的 同 态 满 射 . 
2) ”此 命题 说 明 同 态 具 有 传递 性 . 
3) 中 是 A 到 A 的 映射 ,p; 是 A 到 A 的 映射 , 则 
中 :aa 一 由 (Ca) 一 由 (由 (Ca)) 
是 A 到 亏 的 映射 . 我 们 把 由 叫做 由 与 由 的 合成 , 记 为 由 一 由 中. 
4) 将 此 命题 中 的 同 态 改 为 同 构 ,命题 仍 成 立 . 
6. 4 一 {a,p,c}. 代数 运算 。 由 下 表 给 定 


找 出 所 有 A 的 一 一 变换 . 对 于 代数 运算 .来 说 ,这 些 一 一 变换 是 否 都 是 A 的 自 同 构 ? 
解 所 有 A 的 一 一 变换 共有 C3。Ci， Ci 一 6 个 , 即 


tT:a—>a,b> b,c 人 ce; 


Tw:a > a, b>c,cb; 
tT:a—> bb,b>a,c—>c; 


Tt:a—b, 0 一 5C， ca; 


tia>c ,b>a,c—b; 
twa—>c, b> b,c— a. 
设 t 是 A 的 一 个 一 一 变换 , 则 
tc 是 A 的 自 同 构 售 Vr,y EA,r(x°y)=T(X) eT(y) 
© Tc)=c. 
由 此 得 出 :有 且 只 有 亏 ,t 是 A 的 自 同 构 . 
注 ”要 说 明 有 且 只 有 ,rts 是 A 的 自 同 构 的 理由 . 
7. A 二 {所 有 有 理 数 }. 找 一 个 A 的 对 于 普通 加 法 来 说 的 自 同 构 (映射 z=>z 除外 ). 
解 VzEA, 令 
中 : 工 一 RZ， 
这 里 是 不 等 于 零 且 不 等 于 1 的 一 个 有 理 数 , 则 中 是 一 个 A 的 对 于 普通 加 法 来 说 的 自 同 构 . 
事实 上 ， 
1) VzEA,3jArEA，, 使 得 


中 :TT kx. 


近世 代数 基础 问题 探析 


2) YyE4, 若 > 一 Az, 则 因 尖 0, 故 xz 一世, 从 而 3 之 EA, 使 得 
$i: >h()=y. 
3) Vz,y Eh, 车 四 (xz) 二 kr 二 ky 二 中 Cy), 则 因 有 有 关 0, 故 z=y. 
4) VzyEA， 
$i: kr, vy ky. 
则 
由: 工 十 了 > kr y)—=krthy. 
综 上 知 , 由 是 A 的 对 于 普通 加 法 来 说 的 一 个 自 同 构 . 因 & 关 1, 故 中 ; 不 是 映射 <*> 工 
注 1) 这 里 & 是 不 等 于 零 且 不 等 于 1 的 任意 一 个 有 理 数 ,因此 ,A 的 对 于 普通 加 法 来 
说 的 自 同 构 有 无 穷 多 个 ， 
2) ”还 可 以 进一步 证 明 :A 只 有 以 下 的 对 于 加 法 来 说 的 自 同 构 : 
pi:r— kz, 
这 里 是 任意 一 个 不 等 于 零 的 有 理 数 . 
证 明 如 下 : 设 * 是 4 的 任意 一 个 对 于 普通 加 法 来 说 的 自 同 构 . 设 


tr:0— 0. 
我 们 先 来 看 看 0 是 A 中 的 哪 一 个 有 理 数 . YaEA, 因 rt 是 A 到 A 的 满 射 , 放 jaE€A ,使 得 
Tr:Q 一 0， 
由 7 保持 运算 ,有 
Tt:at0—a++0. 
而 a 十 0==a, 又 tr 是 A 到 A 的 映射 ,从 而 az 十 0==a. 所 以 0=0. 由 此 知 
Tt:0 — 0. (1) 
设 
r:l —k,， (2) 


其 中 上 是 一 个 有 理 数 . 因 上 是 单 射 , 故 k 天 0 
对 于 十 EA, 其 中 是 正 整数 . 由 = 保持 运算 ,有 


-二 


n 


又 由 (2), 有 


对 于 六 EA, 其 中 m,n 是 正 整数 ,由 = 保持 运算 及 (3) ,有 
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i 


3 | 一 


)=A( 至 让 (4) 


m 个 m 个 


对 于 一 过 EA, 其 中 m,n 是 正 整数 ,由 保持 运算 及 (4), 有 


(一 人 (到 


又 由 (1), 有 


) (5) 
由 (1),(4),(5)， VzxEA, 都 有 


tr:T kr, 
这 里 是 一 个 不 等 于 零 的 有 理 数 . 又 + 是 A 的 任意 一 个 对 于 普通 加 法 来 说 的 自 同 构 , 从 而 
命题 得 证 . 

8. A 一 {所 有 有 理 数 } ;A 的 代数 运算 是 普通 加 法 .A={ 所 有 不 等 于 零 的 有 理 数 };A 的 
代数 运算 是 普通 乘法 . 证 明 : 对 于 所 给 的 代数 运算 来 说 ,A 与 A 间 没 有 同 构 映 射 存在 (先决 
定 0 在 一 个 同 构 映 射 之 下 的 象 ). 

证 一 ( 反 证 法 ) 设 A 与 A 间 存 在 同 构 上 映射 : 


pb:a> 人 a. 
设 
$b:0— 0. 
因由 保持 运算 , 故 
中 :ac 十 0 一 区 0. 
又 因 a 十 0=a, 且 由 是 A 到 去 的 映射 , 故 a& 0=a. 因 aEA, 故 a& 关 0, 从 而 0 二 1, 即 
$b:0— 1. (1) 
对 于 一 1€A, 因 中 是 A 到 A 的 满 射 , 故 导 xEA ,使 得 
中 : 工 一 一 1. 
因由 保持 运算 , 故 


中 :2z 一 Z 十 工 一 《一 1) 一 1) 一 1 

因 $ 是 A 到 A 的 单 射 , 故 由 (1) 有 2x 二 0, 从 而 zx 一 0, 即 

中 :0 -> 一 1 (2) 
因由 是 A 到 亏 的 映射 , 故 由 (1),(2) ,1 一 一 1, 此 为 不 可 能 . 所 以 A 与 A 间 没 有 同 构 映射 . 

证 二 ( 反 证 法 ) 车 A 与 4 闻 有 同 构 映 射 由 , 设 由 0) 一 0. 由 中 保持 运算 ,有 
由 (0) 一 由 (0 二 0) 一 由 (0) 由 (0) 一 0 0 一 0 . 
又 由 由 是 单 射 ,有 0 一 下 ,从 而 平一 5=0(00 一 1)=0. 但 DEA, 因 此 0 天 0. 于 是 有 0 一 1, 即 
中 (0) 一 1. 
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对 于 一 1EA, 因 和 是 满 射 , 故 3zEA, 使 得 由 (Cz) 王 一 1. 因由 保持 运算 , 故 
中 (xz 十 (一 zZ)) 一 小 (z) 由 (一 z). 由 中 (0) 王 1,(z) 一 一 1, 得 1 一 一 由 (一 z), 即 由 (一 z) 一 一 1. 
又 由 是 单 射 ,从 而 z= 王 一 rz, 即 2x 二 0,x 一 0, 于 是 $(0)= 一 1. 因由 是 映射 ,又 由 (0)=1, 故 一 1 
二 1 ,此 为 不 可 能 . 所 以 A 与 4 间 没 有 同 构 映 射 . 

证 三 ( 反 证 法 ) 设 A 与 4 间 有 同 构 映射 


Pb:a— a. 


因由 保持 运算 , 故 
中 :2a 一 a 十 2 一 5z =a’. 
因 aEAh, 故 一 a€EA. 又 由 是 满 射 , 因 此 了 2EA, 使 得 
中 :0 一 一 五 . 
因由 保持 运算 , 故 
$b:2b=6+b— (—a)(—a)=a!’. 
因由 是 单 射 , 故 2e 一 20, 从 而 < 一 0, 即 
ba —a. 
因 4 是 映射 , 故 & 二 一 a ,于 是 2a =0,a 一 0, 此 与 GEA 了 矛盾 . 所 以 A 与 A 间 没 有 同 构 
映射 . 
证 四 ( 反 证 法 ) 设 A 与 4 间 有 同 构 映 射 p. 对 于 2€ A, 因 是 满 射 , 故 3aE€A4 ,使 得 
pb:a- 2. 
因由 保持 运算 , 故 
中 :2a 一 < 十 a -一 2。2 一 4. 
对 于 一 2EA, 因 由 是 满 射 , 故 32EA, 使 得 
中 :0 一 一 2. 
因由 保持 运算 , 故 
中 ;20 一 5 十 一 《一 2)( 一 2) 一 4. 
因由 是 单 射 , 故 24==25, 从 而 < 一 2，, 即 


中 :a 一 一 2， 
由 中 是 映射 及 :a 一 2, 得 2 一 一 2, 此 为 不 可 能 . 所 以 A 与 4 间 没 有 同 构 映射 . 
证 五 〈 反 证 法 ) 设 4 与 A 间 有 同 构 映射 $. 对 于 2EA, 因 少 是 满 射 , 故 3aEA, 使 得 
和 中:a 一 2. 
因由 保持 运算 , 故 


4 和 (全 6( 全 -全 (全 ) 
因由 是 映射 , 故 和 (全 ) 一 2, 从 而 由 (全 ) 一 十 5. 但 士 V3 是 无 理 数 ,因此 和 (号 ) 志 而 名 E 


A, 此 与 $9 是 A 到 A 的 映射 矛盾 . 所 以 A 与 4 间 没有 同 构 映 射 . 
证 六 ( 反 证 法 ) 设 A 与 A 间 有 同 构 映射 四 , 则 Ya€A， 


A 


因而 A 中 任意 元 在 由 下 的 象 都 是 正 有 理 数 ,A 中 的 负 有 理 数 在 下 没有 逆 象 ,此 与 $9 是 
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A 到 A 的 满 射 矛盾 . 所 以 A 与 4 间 没 有 同 构 映 射 . 

注 1) 在 该 命题 的 已 知 条 件 下 ,A 到 A 也 没有 同 态 满 射 存在 . 

2) 把 A 改 为 有 理 数 集 ,该 命题 仍然 成 立 . 

3) ”要 证 明 A 与 A 间 不 存在 同 构 映 射 ,这 就 需要 证 明 A 到 A 的 任 一 映射 都 不 是 同 构 
映射 ,要 想 逐 一 验证 显然 是 很 困难 的 . 因此 证 明 两 个 代数 系统 不 同 构 , 一 般 都 用 反 证 法 ,而 
且 推 导 时 要 特别 注意 特殊 元 素 的 象 与 逆 象 . 有 时 还 可 分 析 这 两 个 代数 系统 的 代数 性 质 是 否 
有 明显 的 差异 ,根据 同 构 的 性 质 来 证 明 . 比如 A 的 代数 运算 “。” 适 合 交 换 律 , 而 A 的 代数 运 


算 “; ”不 适合 交换 律 , 则 显然 A 与 不 同 构 . 
三 、 讲 与 练 


1. 证 明 :g$ 是 A 与 4 间 的 一 个 一 一 映射 

人 外:VaEAz 一 由 CI 一 0a, 若 ba 一 5, 是 和 与 A 间 的 一 个 一 一 映射 . 

证 (过) 

1) 4 ! 是 A 到 A 的 一 个 映射 . 事实 上 ,YaEA, 因 是 满 射 , 故 3 aE€A ,使 得 中 (a) = 
a. 同时 中 又 是 单 射 ,从 而 引 a € A ,使 得 (a) = 一 a. 所 以 引 a E€ A, 使得-'(a) 二 a. 

2) -1! 是 A 到 A 的 一 个 满 射 . 事实 上 ,YaEA, 因 由 是 映射 , 故 3zEA4 ,使 得 pCa) 一 
a, 妈 $b ! (a)=a. 


3) 由 -! 是 五 到 A 的 一 个 单 射 . 事实 上 ,Ya,bEA, 若 和 -1(4) 二 $1(B) 一 xz, 则 由 (x) 
一 元 ,中 (Z) 一 六 因由 是 映射 , 故 zx 在 由 下 的 象 唯 一 ,从 而 去 一 2. 

因此 ,4$-! 是 A 与 A 间 的 一 个 一 一 上 映射 . 

(<) 

1) ” g 是 A 到 A 的 一 个 映射 . 事实 上 ,YaEA, 因 由 :是 满 射 和 单 射 , 故 耻 zcEA, 使 得 
小 -Ca) 一 a, 从 而 3zEA，, 使 得 由 Ca) 一 亏 

2) 中 是 A 到 A 的 一 个 满 射 . 事实 上 ,VaEA, 因 由 :是 映射 , 故 3cEA, 使 得 由 Ca) 
一 0, 从 而 3aEA, 使 得 由 Ca) 一 艺 

3) 中 是 A 到 的 一 个 单 射 . 事实 上 ,Ya,pEA, 若 由 (a) 一 由 (6) 一 元 , 则 由 -1 (元 ) 一 a， 
由 (二 ) 一 六 因由 是 映射 , 故 < 一 六 

所 以 ,4$ 是 A 与 A 间 的 一 个 一 一 映射 . 

注 1) 上 面 命题 很 重要 . 不 仅 结论 很 有 用 ,而 且 其 证 明 是 一 个 很 好 的 基本 训练 . 请 
读者 先 不 看 本 书 , 严 格 按 定义 独立 给 出 详细 证 明 . 

2) 这 里 要 特别 强调 :xz(E A) 在 由 :下 的 象 是 5EA) 在 由 下 的 道 象 , 即 

由 -1 一 4 全 由 Ca) 一 元 


3) 中 叫做 由 的 逆 喘 射 . 
4) ”由 此 命题 知 :判断 一 个 映射 由 是否 存在 逆 映 射 ,可 以 通过 判断 中 是 否 一 一 映射 来 
确定 . 
2. 证 明 ; 若 是 对 于 。 与 来 说 ,A 与 A 间 的 一 个 同 构 映 射 , 则 中 的 逆 映 射 ! 是 对 于 5 与 。 
来 说 ,A 与 A 间 的 一 个 同 构 映射 . 反之 也 成 立 . 即 
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证 (=>) 由 前 一 命题 知 
中 :5 一 中) 一 aa， 若 由 (a) 一 世 

是 A 与 A 间 的 一 个 一 一 上 映射 . Ya,bEA， 

$1:a > a, 车 由 (a) 二 a， 

中 -1 :2 6, 若 中 (CD 一 已 
因 g 是 A 与 4 间 的 同 构 映射 , 故 

bab)=p(a)s 由 (6) 一 556， 

从 而 


所 以 由 保持 运算 ,于 是 
去 要 A. 
(二) ”由 前 一 命题 知 $ 是 A 与 A 间 的 一 个 一 一 映射 . Ya,bEA， 
pb:a>a, b—b, 
从 而 
bi(a)=a, Pb (Lb)=Lb. 
因 g-' 是 A 与 A 间 的 同 构 映 射 , 故 
bia 6)=9 1 (a) $6)=ab, 
从 而 
中 (ap) 一 550. 
所 以 


ls 


A 宇 A. 

3. 证 明 : 

A 是 有 限 集 书 A 与 其 任 一 真子 集 间 不 存在 一 一 映射 . 

证 〈 一 ) ( 反 证 法 ) 设 A 是 A 的 任 一 真子 集 , 且 A 与 4 分 别 合 有 nn 与 m 个 元 . 车 A 
与 A 间 有 一 一 映射 由 , 则 因 中 是 单 射 , 故 A 中 的 不 同 元 在 由 下 必 有 象 , 且 象 也 不 同 , 从 而 
<m ,此 与 入 是 A 的 真子 集 矛 盾 . 

(二) 《〈 反 证 法 ) 若 A 是 无 限 集 . 取 a € A, 因 A 是 无 限 集 , 故 A 一 {ai) 关 多 ,可 取 
az € A 一 {a1). 同 理 A 一 {ai,as) 关 户 , 可 取 a; EE A 一 {al,az} ,这 样 继续 取出 
因 A 是 无 限 集 ,于 是 得 一 无 限 集 合 

B= {a ayas ya ye) 
B 是 A 的 子 集 , 但 未 必 是 真子 集 . 令 C=A 一 B. 再 作 集 合 D={asyas,as，,"…*), 则 DD 是 B 的 
真子 集 , 从 而 了 也 是 4 的 真子 集 ,进而 DD 的 元 与 C 的 元 作成 的 集合 A 一 DUC 也 是 A 的 真 
子 集 . 作 
bai az， 
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Gd2> ad4, 


Uda” aes 


dn” dzn. 
n=1,2,3,.",Va€C, 
中 :a a. 
则 和 是 A 与 其 真子 集 A 间 的 一 个 一 一 映射 . 此 与 题 设 矛盾 . 

注 1) 必要 性 (=>) 的 另 一 证 法 . 设 A 是 A 的 任 一 真子 集 . 

@ 车 A= 名 , 因 A 取 A, 故 A 承 扣 ,于 是 3aE€A, 但 在 A 中 没有 元 素 作为 a 的 象 ,所 以 
不 存在 A 到 A 的 映射 . 

四 着 A 闫 名, 设 A={al,az，…,a,} ,我 们 对 n 用 数学 归纳 法 证 明 A 与 A 间 不 存在 一 
一 映射 . 

(i) n= 二 1 时 ,A={al}. 如 果 A 与 4 间 存 在 一 一 映射 . 因 ACA, 故 al €A. 又 A 六 
A, 故 还 ja EA4A, 而 cz 天 al. 因 中 是 A 到 A 的 映射 , 故 对 于 Q1 42 EA, 有 

中 (al ) 一 al ， 中 (az ) 一 ai. 
此 与 9 是 A 到 A 的 单 射 矛 盾 . 所 以 "一 1 时 命题 成 立 . 

(ii) ”假定 n 一 1 时 ,A 与 其 任意 一 个 含 n 一 1 个 元 素 的 真子 集 间 不 存在 一 一 映射 . 今 
证 nn 时 ,A 与 其 任意 一 个 含 个 元 素 的 真子 集 A 二 {a ,as,…,a,} 间 也 不 存在 一 一 映射 . 

不 然 , 如 果 A 与 A= {al yaz，… ,an) 间 存在 一 一 上 映射 由 . 因 ACA, 故 ayaz ma EA. 
又 A 夭 A, 故 还 3aHcEA, 而 aol 天 ai 一 1 2，…，7， 因由 是 A 到 A 的 映射 故 对 于 anHiG 
A, ja, EA ,使 得 (ast1) 二 a ,1 志 t 和 nn. 于 是 中 是 A 一 {ant1) 与 A 一 {a,} 间 的 一 一 映射 .而 
且 我 们 可 以 断言 ,A 一 {a,} 是 A 一 {anti) 的 真子 集 。 事实 上 , 因 ACA, 故 CI1，Q2， 941 
Qitl ”9Cn €A. 又 因 dnt1 Qi 1 一 1， 2，… ,7 故 Q19Q29 "91 391+t1 Cn EAC— {ant1 } 9 即 
A—{a}CA— {antl }. 因 a， EA 一 {as+1} ,但 Qs EA— {a} ; 故 A 一 {a,} 是 A 一 {ast1) 的 真子 
集 . 此 与 归纳 假定 矛盾 . 于 是 n 时 ,A 与 其 任 一 含 个 元 素 的 真子 集 A 间 也 不 存在 一 一 
映射 . 

由 归纳 原理 ,命题 得 证 . 

2) 无 限 集 必 与 其 某 一 个 真子 集 间 可 以 建立 一 一 映射 ,这 是 有 限 集 与 无 限 集 的 本 质 区 
别 ,是 有 限 集 与 无 限 集 相互 区 别 的 一 个 特征 性 质 . 因此 有 的 教科 书 上 这 样 给 出 定义 : 若 集合 
A 有 真子 集 和 A 使 A 与 A 间 存 在 一 一 映射 , 则 称 A 为 无 限 集 . 否则 ,车 集合 A 没有 真子 集 信 
使 A 与 4 间 存 在 一 一 映射 , 则 称 A 为 有 限 集 . 

4.〈 铀 笼 定理 ) 设 A 与 4 都 是 有 限 集 , 且 含有 相同 个 数 的 元 素 , 又 由 是 人 到 A 的 一 个 映 
射 . 证 明 : 

1)” 若 中 为 单 射 , 则 中 必 为 满 射 ， 

2) ” 若 中 为 满 射 , 则 中 必 为 单 射 . 

证 〈 反 证 法 ) 

1) ”假定 $ 不 是 满 射 , 则 3 yE€ A,y 在 四 下 无 逆 象 在 A 中 ,于 是 在 A 中 作为 象 的 元 的 个 
数 小 于 A 中 的 元 的 个 数 . 又 中 是 映射 ,A 与 含有 相同 个 数 的 元 素 ， 因 此 ,在 A 中 必 至 少 
有 两 个 不 同 的 元 映 到 A 中 的 同一 个 元 . 此 与 由 是 单 射 矛 盾 ,从 而 由 是 满 射 . 
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2) 假定 由 不 是 单 射 , 则 在 A 中 有 两 个 不 同 的 元 在 A 中 有 同一 个 象 . 又 是 映射 ,A 与 
A 含有 相同 个 数 的 元 素 ,从 而 在 A 中 作为 象 的 元 的 个 数 小 于 A 中 的 元 的 个 数 . 因此 ,在 A 
中 存在 无 逆 象 的 元 ,于 是 中 不 是 满 射 . 此 与 已 知 矛 盾 . 所 以 中 是 单 射 . 

注 “由 铝 笼 定理 ,可 以 解决 下 面 问 题 . 

设 4A={1,2,3)}, 中 是 4 到 A 的 满 射 , 且 由 (1) 一 3 求 由 的 个 数 . 

解 ”由 钥 笼 定理 ,由 必 为 4 到 A 的 单 射 、 因 此 ,4 是 A 与 4 间 的 一 个 一 一 映射 . 

今 $(1)= 二 3, 从 而 有 和 且 只 有 (3 一 1)! =21 一 2 种 可 能 , 即 

1 一 3,2 一 1,3->2， 


1 一 3,，2 一 2， 3 一 1. 

一 般 来 说 ， 

设 A={1,2,…,n), 中 是 A 到 A 的 满 射 , 且 中 (让 二 ji ,i 一 1,2,…,k,k<<n, 这 里 ji(i 二 1， 
2,…,k) 是 A 中 固定 的 & 个 元 . 则 这 样 的 中 的 个 数 是 (n 一 &)1!. 

证 由 鲍 笼 定理 ,$ 是 A 与 A 间 的 一 个 一 一 映射 . 今 限 定 和 (2 让 ==ji ,i 一 1,2,*…,k,k< 
n， 因此 ,只 需 确 定 A 中 一 k 个 元 :& 十 1,…,n 在 一 一 映射 由 下 的 象 . 即 

A={]1,2,.…,k,k 二 1,.…,n} 
= {jj2 9 fer ft fn }. 
而 
bk 二 TD)=j,. lil,rn—k. 

所 以 ,中 的 个 数 应 为 n 一 k& 个 元 素 的 全 排列 数 (n 一 &)1. 

5. 设 R 是 实数 集 ,a,6,c 是 任意 给 定 的 三 个 实数 ,F={y|y==ax’ 十 bx 十 c,x ER)， 

中 :z -一 由 (zz) 一 y 一 az2 十 pz 十 c. 

证 明 :q 是 RR 到 下 的 一 个 满 射 . 是否 为 R 到 下 的 单 射 呢 ? 

证 1) VzxER,3|y==azx’: 十 bz 十 cEF, 从 而 是 RR 到 下 的 映射 . 

2) Vy 二 ax’ 十 bx 十 cEF ,xER ,使 得 

$b (rz)=. 

所 以 gp 是 RR 到 下 的 满 射 . 

下 面 讨论 中 是 否 为 RR 到 下 的 单 射 . 

1)” 当 a 关 0 时 ， 


OD 车 6 尖 0, 取 一 0,z4 一 一 了 R ,显然 zi 闫 xz, 但 由 (zi1) 一 (zz) 一 c, 从 而 不 是 


R 到 下 的 单 射 . 
@ 若 50,; 取 z= 二 1,zz 二 一 1, 显 然 zi 关 x2. 但 由 zi) 一 由 (zs) 一 a 十 c, 从 而 由 不 是 恨 
到 下 的 单 射 . 
2)” 当 a=0 时， 
@@ 车 5b 关 0,y=bx 十 c; 显 然 当 zz 关 xz 时 ,有 bzi 十 c 关 bzz 十 c, 从 而 中 是 RR 到 下 的 单 射 . 
@ 车 5b 二 0,y=c, 不 论 z 为 何 实 数 ,> 都 是 c, 从 而 由 不 是 R 到 下 的 单 射 . 
6. 设 n 是 固定 的 自然 数 ,中 是 自然 数 集 NN 的 变换 ， 
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7 一 RCR<7)， 
$A =| kn). 
问 g 是 否 为 NN 的 单 射 变换 ? 满 射 变换 ? 

解 Vk,lEN. 

1) 若 k<n, 目 /<n,$9(k)==n 一 k 二 n 一 /二 四 (1) 时 ,有 k=L. 

2) 若 k 宇 n, 征 l 宇 n,; 中 (8)= 二 n 十 k= 二 nn 十 1 一 (DD) 时 ,有 ==L. 

3) 若 &A<a 2, 则 由 (0) 一 2 十 1 由 (ED) 一 7 一 有 因 lk, 故 nn 十 ! 汪 n 十 k. 又 有 >>0, 从 而 
> 一 k, 所 以 2 十 Am 一 & 于 是 nn 十 1>n 一 k, 妈 和 (人 ) 关 四 (&). 

综 上 知 由 是 及 的 单 射 变换 ， 

不 是 NN 的 满 射 变换 . 事实 上 , 取 ”EN ,车 nn 在 下 在 NN 中 有 逆 象 , 则 n 二 n 一 或 n 一 
n 十 k&. 此 时 必 有 & 一 0, 此 与 上 EN 矛盾 . 故 在 中 下 在 NN 中 无 逆 象 . 

注 1) 特别 注意 ,不 能 因 VYn 一 kEN , 3kEN ,使 得 p(k) 二 nn 一 k&, 且 Vn+k EN,3 
kEN ,使 得 四 (8) = 二 n 十 ,就 下 结论 说 $9 是 NN 的 满 射 变换 . 必须 对 于 时 中 的 任意 一 个 元 儿 ,在 中 
下 在 N 中 都 有 道 象 ,才能 说 4 是 NN 的 满 射 变换 . 

2) ”该 题 中 ,NN 的 所 有 的 元 在 $ 下 的 象 的 全 体 是 NN 一 {n,n 十 1,… ,nn 十 (n 一 1)). 

7. 设 A,B,C 是 集合 KK 的 三 个 子 集 , 且 A=BUC,BmnC= 弛 . 将 A 的 全 部 子 集 作 成 的 

合 记 为 P(A),B 的 全 部 子 集 作 成 的 集合 记 为 P(B),C 的 全 部 子 集 作 成 的 集合 记 为 PCC). 
试 找 出 P(A) 与 卡 氏 积 P(B) XxX P(OC) 间 的 一 个 一 一 映射. 
解 一 YSEP(A), 作 法 则 
$:S— (SNB,SNO). 
则 4 是 PCA) 与 PC(B) XP(C) 间 的 一 个 一 一 映射 . 事实 上 ， 

1) 中 显然 是 映射 . 

2) 中 是 单 射 . 因为 :YS,TEP(A), 若 $C(S)=(SNMB,SNMC)=(TNMB,TNMC)= 
$CT), 则 SNMB=TNB,SNMC=TNMNC. 又 

(SNB)U SNO=SN BUO=SNA=S, 
‘TNB)U TNO=TNGBUO=TNA=T, 
从 而 S= 工 . 

3) 中 是 满 射 . 因为 :VY (B;,C)E P(B)XxP(OC), 其 中 B; EP(B),C; EP(O). 记 BUC= 
A. 因 BUCCBUC=A, 故 A; EP(A). 又 $9(4;)==(A4.NB,AN 门 CO), 已 知 CN 站 B= 名 ,因此 
ANMB=(B,UC)NMNB= (BNB)U(CNBS)=BUG=B,. 同 理 ,A;NMC=CG, 从 而 3A,E€ 
P(A), 使 得 (A;)== (B,C,). 

所 以 ,$9 是 P(A) 与 P(B) XP(O) 间 的 一 个 一 一 上 映 射 . 

解 二 YSEP(A), 有 SCA=BUC. 因此 ,3 B;CB,C;CC, 使 得 S=B;UC.. 令 

$b:S— (B,,C), 
则 中 是 P(A) 与 P(B) XP(C) 间 的 一 个 一 一 映射 . 事实 上 ， 

1) ”是 映射 . YSEP(A), 3 (B,C)E P(B)XP(C),S=B;UC;, 使 得 $(S)= 
(B,,C,), 且 S=B,UC, 的 表 法 唯一 (车 还 有 S=B;UC,B; EP(B),C, EP(C), 则 B;UC;= 
B,UC; > BUC:—B,—C=B,UC;—B;—C> B—B,=C,—C. 人 B—B;EP(B),C;— 
C, EP (CO), 又 BMC= 名 ,从 而 由 Bi 一 B; EBNMC,C; 一 Ci EBNMC, 得 B; 一 B;==C 一 C= 名 

23 


近世 代数 基础 问题 探析 


> B; 二 Bj,C; 二 C)). 因此 ,3 相 (B,CDE P(B)XP(C) ,使 得 $9(S)== (B,C;). 
2) ”是 单 射 . 因为 :Y S,TEP(A), 车 和 $9(S)==(Bi,C;)==(Bj,C;)==$(T), 其 中 S= 
B;UC,T=B;UC;, 则 B;==B;,C;= 二 C; ,从 而 S= 工 . 
3) ”中 是 满 射 . 因为 ;Y (B;,CY)E P(B)xXP(C), 3A;==B;UC. 因 B;UCCBUC= 
A, 故 A; EP(A), 有 9(A;)=(B,;,C;). 
所 以 ,由 是 P(A) 与 P(B) x P(C) 间 的 一 个 一 一 映射 . 
8. 设 Z 是 整数 集 ,Z 的 代数 运算 是 普通 乘法 . 又 是 偶数 集 , 五 的 代数 运算 是 普通 乘法 . 
证 明 : 对 于 所 给 的 代数 运算 来 说 , 忆 与 亏 不 同 构 . 
证 ( 反 证 法 ) 若 Z 衬 乙 , 则 存在 Z 与 乙 间 的 一 个 同 构 上 映射 , 设 为 $ . 又 设 
中 :1 一 a. 
由 中 保持 运算 ,有 
中 :1。1 一 G。a. 
由 1==1，1,4$ 是 映射 ,有 4=a，4a==a: 访 a 一 4 二 0 二 aa 一 1) 一 0. 因 aEz, 故 ca 天 1 ,从 
而 a 二 0, 即 
中 :1 -> 0. 
设 
中 :2 一 已 
由 中 保持 运算 ,有 
小 :1。2=2 一 0。5 一 0. 
但 中 是 单 射 ,0 在 由 下 的 逆 象 唯一 , 即 1 二 2, 此 为 不 可 能 , 故 Z 关 十. 


四 、 思 考 问题 


1. 设 A={n|n<5,nEN}),B={n|n<5,nEN). 


1) ” 写 出 一 个 A 到 B 的 映射 ,但 不 是 单 射 . 
2) ” 写 出 一 个 A 到 B 的 单 射 . 
3) ”是 否 存 在 A 到 B 的 满 射 ? 
4) ” 写 出 一 个 B 到 A 的 映射 ,但 不 是 满 射 . 
5) ” 写 出 一 个 B 到 A 的 满 射 . 
6) ”是 否 存 在 B 到 A 的 单 射 ? 
2, 以 下 各 法 则 中 是 否 为 A 到 B 的 满 射 ? 单 射 ? 
1) ”A 表示 某 四 年 制 大 学 数学 系 全体 学 生 所 作成 的 集合 ,B= {1,2,3,4}. 
:a 一 a 所 在 的 年 级 . 
2) ”A= { 某 班 学 生 } ,B= 实数 集 . 
中 : 工 一 工 的 年 龄 
3) ”A= 二 B= 实数 集 . 
pr. 
4) A=B= 自然 数 集 . 
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中 : 工 一 2 十 1. 
5) ”A 一 整数 集 ,B 一 (4z? 十 1|z€A). 
$b:rT— 44x 二 1. 
6) A= 有 理 数 集 ,B= 非 负 有 理 数 集 . 
qz 一 二 
7) A=B= 整 数 集 .nn 是 取 定 的 正 整 数 ， 
中 :a 一 7， 
其 中 > 是 a 被 n 除 所 得 的 余数 , 即 < 一 2d 十 r,0 委 < 
8) 4= 整 数 集 ,B= 正 整数 集 . 
中 :7m 一 lnl. 
9) ”A=B= 整 数 集 . 
2n—n, 
“ 122 十 1 -> 2n+1. 
10) A= 实数 集 ,B 是 实数 域 上 的 一 元 多 项 式 环 . 
中 :FFCz) ~ £00). 
11) A 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 的 集合 ,B 是 实数 域 上 的 n 维 向 量 空间 . 取 定 B 的 一 个 基 
silver 和 eVyYXEA, 设 天 的 主 对 角 线 上 的 元 为 alyaz，…av， 
中 :X 一 aiel 十 azgz 十 … 十 Qnen。 
3. 集 A 有 上 个 元 , 集 已 有 ?7 个 元 ,ES2, 求 4 到 已 的 单 射 的 个 数 . 
4. 证 明 下 面 A 到 B 的 映射 是 A 与 B 间 的 一 一 映射 
1) ”A 与 B 都 是 闭 区 间 [L0,1] 上 全 体 实 函 数 f(x) 作 成 的 集合 . 
中 : F(z) > (r+1) fx). 
2) ”A 是 整数 集 ,B 是 非 负 整 数 集 . 
n— 2n, 当 n 宇 0 时 ， 
$: 一 2n 一 1， 当 n<0 时 . 
5. 试 建立 下 面 A 与 A 间 的 一 一 映射 . 


1) A=(z|z 是 小 于 100 的 正 奇数 | ,一 {|z 是 不 大 于 100 的 正 侦 数 ). 


2) A 是 自然 数 集 ,A 是非 负 整数 集 . 

3) A={ 所 有 大 于 或 等 于 零 的 整数 } ,A 二 {所 有 大 于 零 的 整数 }. 

4) ”A= {所 有 大 于 或 等 于 零 的 实数 },A 二 {所 有 大 于 零 的 实数 }. 

5) X={zyra Ta Y= yyy 有 XNY=G,A=XUY,A= 自 
然 数 集 . 

6) A 是 整数 集 ,A 是 自然 数 集 . 

7) ”A 是 正 实数 集 ,A 是 开 区 间 (0,1). 

8) ”A 是 正 实数 集 ,A 是 开 区 间 ( 一 1,0). 

6. 试 求 下 面 A 与 4 间 的 一 一 映射 的 逆 映 射 -!: 

1) ”A 二 A== 实 数 集 . 
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中 : 工 一 2z 十 1. 
2) A={ 所 有 7 行 m 列 和 矩阵 },A=( 所 有 天 行 2 列 矩 阵 }. 
中 :X 一 X“ ， 


其 中 XX 是 行 m 列 矩 阵 X 的 转 置 矩阵 ， 
3) A= (一 co,0],4A=f0o, 十 co). 
中 : 工 一 工 . 


4) A=[a,b],A=[c,dj,a<b,c<d. 


中 : 工 一 ro) te. 


7. 证 明 : 对 于 下 列 各 代数 运算 +: 和 ;来 说 ,A 与 A 同 态 . 
1) A= 整 数 集 ,. 是 普通 乘法 ,A 二 {一 1,0,1) ,是 普通 乘法 . 
2) A= 复数 集 ,* 是 普通 加 法 ,A 一 实数 集 ,* 是 普通 加 法 . 


3) A 二 {1,i, 一 1, 一 i) ,是 普通 乘法 ,A 二 {1, 一 1} ,是 普通 乘法 . 
4) A= 有 理 数 集 ," 是 普通 乘法 ,A 二 整数 集 ,* 是 普通 加 法 . 
8. 证 明 : 


中 :mm 十 mV2 一 了 2 十 2V3 

不 是 A 一 {mm nzV5|mnEz} 与 有 = (mm 十 avV3|mnEzZ) 间 的 对 于 一 对 普通 乘法 来 说 的 同 
构 映 射 . 

9. 证 明 : 对 于 下 面 所 给 的 各 代数 运算 "与 ;来 说 ,A 与 A 不 同 构 . 

1) A 是 有 理 数 集 ,* 是 普通 加 法 . A 是 整数 集 ,: 是 普通 加 法 . 

2) A 是 非 零 实数 集 ,* 是 普通 乘法 . A 是 实数 集 ,: 是 普通 加 法 . 

10. 下 面 各 命题 对 吗 ? 设 对 于 代数 运算 和 5 来 说 ,A 全. 

1) 车 :适合 结合 律 , 则 。 也 适合 结合 律 . 

2) 车 ;适合 交换 律 , 则 。 也 适合 交换 律 . 

11. 下 面 命题 对 吗 ? 设 Q ,四 是 集 A 的 代数 运算 , @) , 国 是 集 A 的 代数 运算 , 且 对 于 
OO ,来 说 ,A 各, 对 于 田 , 四 来 说 ,也 有 A 之 A. 

1) 车 加 , 国 适合 第 一 分 配 律 , 则 人 ,四 也 适合 第 一 分 配 律 . 

2) 车 名 ,加 适合 第 二 分 配 律 , 则 @ ,四 也 适合 第 二 分 配 律 . 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. 集合 A 的 元 间 的 关系 的 定义 是 什么 ? 
答 R 是 A 的 元 间 的 一 个 关系 
信 R 是 AXA 到 D={ 对 , 错 } 的 一 个 映射 . 
R;:(a,5) 一 对 ( 即 RC(a,5)= 二 对 ) 人 千 a,b 符合 关系 R 全 aRD. 
R;(a,b) 一 错 ( 即 R(a,b)== 错 ) 多 ap 不 符合 关系 及 全 a 砍 . 
注 这 里 DD 是 一 个 有 且 只 有 两 个 元 素 的 集合 ,可 令 D= (是 , 非 } 或 { 黑 , 白 } 或 (上 ,下 ) 
或 {有 ,无 } 等 都 可 以 . 只 是 为 了 说 明 Ya,bEA,a 与 5 或 者 符合 关系 尺 ,或 者 不 符合 关系 R， 
两 者 必 居 且 只 居 其 一 ,没有 第 三 种 可 能 . 
2. 为 什么 要 分 类 ?什么 叫做 集 A 的 一 个 分 类 ? 
答 上 万 的 字 , 按 拼音 或 偏旁 分 类 ,才能 在 字典 上 查找 . 分门别类 编 成 电话 号 码 本 , 才 便 
于 查找 电话 号 码 . 利用 人 映 到 人 的 属相 这 一 映射 ,可 以 按 属相 把 人 分 成 十 二 类 . 研究 动 植物 
要 分 类 ;医院 看 病 要 分 科 ; 商 店 的 商品 要 分 柜 …… 因此 ,我 们 研究 问题 .处 理事 情 常常 也 要 分 
类 . 同样 ,分 类 也 是 研究 集合 的 一 种 重要 方法 . 
设 A1,A:,… 是 集 A 的 非 空子 集 , 则 
Ai,A:,… 是 A 的 一 个 分 类 
今 ]) YaEA,aE 某 A,;( 无 遗漏 )， 
2) YaE€A,a 只 E 某 A,( 无 重复 ) 
Sl1) A=UA,; 
2) iZj 时 ,A,; 门 A;==2. 
把 每 个 A; 叫做 类 . 
3. 集 A 的 一 个 分 类 与 A 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 一 是 如 何 相互 决定 的 ? 
答 1) 已 知 A 有 一 个 分 类 , 则 此 分 类 决定 一 个 等 价 关 系 一 : Ya',pEA， 
a~p 全 4a 同 属 一 类 
(a~b 表示 a 与 2 符合 等 价 关 系 ,也 称 a 与 b 等 价 ). 
2) 已 知 A 有 一 个 等 价 关 系 ~, 取 定 cEA, 则 此 等 价 关 系 一 决定 包含 元 素 a 的 类 
[oa]={zEA 
[aj 也 称 含 a 的 等 价 类 . 所 有 这 样 的 类 [a],[ 妇 ,… 就 是 A 的 一 个 分 类 0 


zx~a). 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 28. 定理 1 .定理 2 的 证 明 ， 
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4. 为 何等 价 类 中 任 一 元 都 可 作 代 表 ? 


等 


VYpELa] 之 2 一 a， 
由 等 价 关系 .[qaj] 及 [的 的 定义 知 [ 拉 一 [a], 从 而 等 价 类 [co] 也 可 由 其 中 元 素 2 作 代表 . 
5. 设 a,b,n 都 是 整数 ,证 明 ; 
n|a 一 6 今 a,b 分 别 被 4 除 同 余 . 
证 设 
a= qn 二 ri0n<n; 
b= qnir,0RRr nn. 
则 a 一 5== (gi 一 ge)n 十 (rrs) ,0 |rirs |<n. 
(之 ) 
对 ja 一 一 2 天 一天 一 本 一 = 。 
央 0 志 |ri 一 rz; | 过 ny 故 |ri 一 rs | 二 0 地区 二 7. 
(<=) 
7 一 7 之 ni—rz=0 > n|a—b. 
6. 什么 叫做 a 同 余 5 模 n? 
答 
a 同 余 5 模 n 司 n|a 一 5 
今 a,b 分 别 被 4 除 同 余 
SO ab(n). 
7. 什么 叫做 模 n 的 剩余 类 ? 模 ”的 全 部 剩余 类 是 什么 ? 
答 设 忆 是 整数 集 ,” 是 一 个 固定 的 正 整数 . 容易 证 明 
a~b 对 na 一 5 包 a,b 分 别 被 n 除 同 余 局 a=b(n) 
是 有 Z 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 . 由 此 等 价 关 系 决定 Z 的 一 个 分 类 ,其 中 的 类 就 称 为 模 的 剩余 
类 . 因此 含 a(EZ ) 的 模 的 剩余 类 是 
laj= 1XE€Z zx~a) 
= {xz€Z |n|zx—al 
= (zx|zx 一 a = gn,g 是 整数 ) 
= {qn 十 cj|9 是 整数 } 


一 1…， 一 2 十 a， 一 4 十 ayayn 十 a,2n 十 a,"…). 
当然 ,类 [aj 中 的 任 一 元 都 可 和 作 代表 , 即 


[a]=[n+al]=[~—n+aj=[2n+aj=[—2n+aj=*…=[gn+aj， 
这 里 9 为 任意 整数 . 
模 ”的 全 部 剩余 类 是 
[0]={gn|g EZ})={,—2n,—n,0,n,2n,..}, 
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[1j= {gn+1l|g€EZ } 一 (…… ,一 27 十 1 ,一 ?十 1,1,2 十 1,272 十 1，…}， 
[2]= {gni+2|g EZ}={,—2n+2, n+2,2,n 十 2,2n 十 2,}， 


[x 一 1j= (ant oD la€Z) 


二 {一 2n 十 Cn 一 1) ,一 n 十 Gn 一 1),n 一 ln 十 Cn 一 1),2n 十 (x 一 1),…}). 
事实 上 ,50j,[1],[2j,…,[n 一 1] 都 是 Z 的 非 空 子 集 . Ya EZ ,a 被 n 除 所 得 的 余 必 为 
0,1,2,…,n 一 1 中 的 一 个 . 因此 a 被 x 除 必 与 0,1,2,…,n 一 1 中 的 一 个 被 n 除 同 余 , 从 而 a 
必 与 0,1,2,.…,n—1 中 的 一 个 等 价 . 所 以 a 必 属 于 [0j,[1],[2j],…,[n 一 1j 中 的 一 个 又 0,1， 
2,…,n 一 1 中 任意 两 个 不 同 的 整数 被 n 除 都 不 同 余 , 因 此 0,1,2,…,n 一 1 中 任意 两 个 不 同 的 
整数 都 不 等 价 , 从 而 LOj,[1],[L2j,…,[x 一 1 中 任意 两 个 类 的 交 都 是 空 集 . 所 以 ,Va EZ ,a 
只 属于 [0j],[1],[2j,…,[n 一 1] 中 的 唯一 的 一 个 .于 是 [0],[1],L2],…,[n 一 1j 是 Z 的 一 个 
分 类 ,也 就 是 模 n 的 全 部 剩余 类 . 
当 n= 二 1 时 ,整个 整数 集 Z 成 为 一 类 ,这 是 最 “ 粗 ” 的 分 类 . 当 n= 二 2 时 ,了 Z 就 分 成 两 类 ,一 
类 是 所 有 偶数 作成 的 集合 ,一 类 是 所 有 奇数 作成 的 集合 . 
8. 1) 设 [2] 是 模 3 的 剩余 类 ,[24 中 有 哪些 元 ? 
2) 设 [2] 是 模 4 的 剩余 类 ,[2] 中 有 哪些 元 ? 
答 1) [2]={z|z~2)={z|3|z-2}={z|z—2=3g,4EZ)={2+3gla€E Z}= 
(一 7, 一 4 一 1,2， 8，…}. 
2) [2j= {z|x~2}) = {z|4|z— 2} ={z|z 一 2 一 4g,g€ Z)=1{ {2+4g|g EZ})= 
(人 ,一 10, 一 6, 一 2,2,6,10，…). 
注 “ 若 模 不 同 , 则 代表 元 相同 的 剩余 类 也 不 同 . 


二 、 典 型 问题 分 析 


有 人 说 :假如 一 个 关系 及 适合 对 称 律 和 推移 律 ,那么 它 也 适合 反射 律 . 他 的 推论 方法 

是 :因为 尺 适 合 对称 律 ， 
aRb 一 bRa. 
因为 R 适 合 推 移 律 ， 
aRb, bRa > aRa. 

这 个 推论 方法 有 什么 错误 ? 

解 ” 推 论 方法 错误 的 实质 在 于 对 反射 律 和 对 称 律 的 理解 不 全 面 . 反射 律 是 没有 任何 条 
件 的 ,要 求 对 集合 A 中 任 一 元 4a, 都 有 aRa, 而 对 称 律 是 有 因果 关系 的 ,只 有 在 eR 的 条 件 
下 , 才 有 bRa. 在 该 证 明 中 是 对 这 样 的 a€ 4A, 在 具有 条 件 : 32EA, 使 得 aRb 时 ,才能 推出 
aRa, 于 是 此 a 就 未 必 是 A 中 任 一 元 了 .在 A 中 可 能 有 使 4aRb 的 5 不 存在 的 a, 于 是 就 推 不 
出 aRa 了 . 例如 ， 


设 4= {r, 卫 |， 
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aRb 全 ap 互补. 
显然 尺 是 A 的 元 间 的 一 个 关系 , 且 尺 适合 对 称 律 和 推移 律 .但 与 天 不 互补 ,从 而 尺 不 适 
合 反 射 律 . 这 就 是 因为 对 于 xE€ A 来 说 ,在 A 中 不 存在 元 素 5, 使 xRb, 因 此 ,即使 对 称 律 和 
推移 律 都 成 立 ,也 推 不 出 反射 律 . 

注 1) 做 此 题 前 ,可 先 给 出 一 个 具体 的 关系 尺 , 它 适合 对 称 律 和 推移 律 , 但 破坏 反射 
律 . 这 种 例子 很 多 ,我 们 再 给 出 一 些 : 

@ A= 整数 集 ， 

aRb Oab> 0. 
© A={1l1,2,4}, 

aRb 4|a+t+b. 
® A={1,2,3}, 

aRb Oat+b = 2. 

@ A={a,b,c}),R(a,a)=R(5,6)= 二 对 ,RC(c,c)= 二 错 ,R(a,6)= 一 R(b,4a) 二 对 ,R(a,c) = 
R(c,a)==R(b,c) 一 R(c,b) 二 错 . 

© A={a,b,c}, 

XRy OIAKAafH > 天 aa 

@ A= 实 数 集 ， 

aRb Oa:+b = 0. 

2) 例子 说 明了 由 对 称 律 和 推移 律 不 能 推出 反射 律 , 因 此 ,反射 律 独立 于 对 称 律 和 推移 
律 . 同样 ,对 称 律 独立 于 反射 律 和 推移 律 ,推移 律 独 立 于 反射 律 和 对 称 律 ( 见 本 书 第 31 页 第 
4 题 ). 所 以 ,三 律 是 彼此 独立 的 . 

3) 当 集 A 含 且 仅 含 两 个 元 时 ,适合 反射 律 和 对 称 律 的 A 的 元 间 的 一 个 关系 R 必 适 
合 推 移 律 . 事实 上 , 设 A={a,b} ,R 适合 反射 律 , 必 有 RC(a,a) 一 R(5,5) 二 对 . 尺 适 合 对 称 律 ， 
必 有 R(a,5)= 二 RC(5,a)= 二 对 或 R(a,b) 一 R(b,a) 二 错 , 从 而 尺 适 合 推 移 律 . 

4) ”对 于 该 问题 的 解 中 的 例子 ,以 下 说 法 是 错误 的 : 当 一 到 时 , 因 aRa, 故 此 时 尺 适 合 


反射 律 ; 当 < 天 地 时 , 因 aRKa ,故此 时 民 不 适合 反射 律 .所 以 RR 不 一 定 适合 反射 律 . 这 种 说 法 


错误 的 原因 ,在 于 没有 真正 理解 反射 律 . 反射 律 要 求 对 于 任意 a EA, 都 有 aRa. 
5) 设 尺 是 集 A4 的 元 间 的 一 个 关系 , 则 R 是 A 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 
命中 VaEA,32EA, 使 得 aRb; 
@ Va,b€EA,aRb = bRa; 
@ Va,b,cEA,aRb,bRe => aRc. 


三 、 讲 与 练 


1.1) 下 面 的 法 则 R 是 否 为 集 A 的 元 间 的 一 个 关系 ? 
@ ”A= 整数 集 ,D== {对 , 错 ). 
R(a,5) 二 对 , 当 4a 与 同 号 时 . 
Ra;b) 一 错 , 当 a 与 5 异 号 时 . 
@ A={1,2,3},D 二 {对 , 错 }. 
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R(a,b) 二 对 , 当 a 十 b 二 2 时 . 
R(a,b)= 二 错 , 当 a 十 b 二 3 时 . 
2) nn 元 集 A 的 关系 共有 几 个 ? 
解 1) 四 取 0,0€A,(0,0) 在 R 下 在 D 中 无 象 ,从 而 RR 不 是 A 的 元 间 的 一 个 关系 . 
@ 取 2,3EA,(2,3) 在 R 下 在 D 中 无 象 ,这 是 因为 2 十 3 一 5, 从 而 R 不 是 A 的 元 间 的 
一 个 关系 . 
2) 元 集 A 的 关系 共有 2”" 个 . 
2. 试 判 断 下 面 的 集 A 的 子 集 是 否 为 A 的 一 个 分 类 . 
1) A 是 实数 集 ,…,A_ ;,A-_i,Ao,Ai,A;,… 是 A 的 子 集 ,其 中 A, = 二 (nn 一 1,n),n 
一 0, 土 ] ,十 2,…. 
2) ”A 是 实数 集 ,…,A_;,A_i1;A,,Al,As,… 是 A 的 子 集 ,其 中 A,=[n 一 1,n 十 1],n== 
0, 士 1 ,车 2,…. 
解 1) 不 是 . 因为 每 个 整数 € A 都 不 在 任何 一 个 A, 中 . 
2) 不 是 . 因为 整数 nEA 释 在 A 二 [n 一 1,n 十 1 中 ,又 在 A 二 [rn 十 1 一 1,n 十 1 十 1 中 . 
3. 设 A=={a,b,c,d}, 试 给 出 A 的 一 个 等 价 关 系 . 
解 ”首先 给 出 A 的 一 个 分 类 ， 
Ai = {a,b,c},A, = {d}. 
于 是 由 此 分 类 决定 的 等 价 关系 一 是 : 
zz 一 y 兮 Z,yE 同 一 类 
人 zyEAI 或 zyEA:. 
即 
a~aa~b,a~c,b~a,b~b, 
b~c,c~a,c~b,c~a,d~d, 
axdbxXd,cd,drXadrb dce. 
4. 证 明 等 价 关 系 定义 中 的 三 条 规律 的 独立 性 . 
证 反射 律 的 独立 性 在 前 面 的 “二 、 典 型 问题 分 析 ” 中 已 证 . 
设 Z 是 整数 集 , 则 
aRb © alb. 
是 ZZ 的 元 间 的 一 个 关系 . 显然 尺 适合 反射 律 和 推移 律 ,但 R 不 适合 对 称 律 ,从 而 对 称 律 独 
立 于 反射 律 和 推移 律 . 
设 Z 是 整数 集 , 则 
aRb 全 之 0 
是 Z 的 元 间 的 一 个 关系 . 显然 RR 适合 反射 律 和 对 称 律 . 
若 aRb,bRe, 即 ab 之 0,bc 宇 0, 从 而 aB?c 之 0. 当 5 关 0 时 ,有 ac 之 0, 即 aRc. 当 5 二 0 时 ， 
取 a 二 2,c 二 一 3, 则 ab 实 0,bc 实 0. 但 ac== 一 6 过 0, 即 aKe. 故 尺 不 适合 推移 律 . 所 以 推移 律 
独立 于 反射 律 和 对 称 律 . 
5. 证 明 :[a]==[ 轨 过 a~b, 其 中 [a]=={z|z~a) ,[ 轩 一 (zz 一 纯 . 
证 ”由 反射 律 ,a~a, 于 是 a E[aj. 因 [a]=[ 们 , 故 eELo ,所 以 a~b. 
6. 以 1 为 代表 的 模 5 的 剩余 类 ,以 1 为 代表 的 模 一 5 的 剩余 类 及 以 一 1 为 代表 的 模 5 
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的 剩余 类 分 别 是 什么 ? 它们 之 间 有 何 关系 ? 

解 以 1 为 代表 的 模 5 的 剩余 类 与 以 1 为 代表 的 模 一 5 的 剩余 类 都 是 

[1]={g* 5 十 1|g 是 整数 ) ={g( 一 5) 十 1|g 是 整数 } = 人 …, 一 9, 一 4,1,6,11,…}， 
它们 相等 . 而 以 一 1 为 代表 的 模 5 的 剩余 类 是 

[一 1]={g* 5 十 (一 1) |g 是 整数 ) = 二 {…, 一 1]1, 一 6, 一 1,4,9,…)， 
它 与 前 两 者 不 相等 . 

7. 当 整 数 "<0 时 , 模 的 剩余 类 的 全 体 是 下 面 的 哪些 情况 ? 

1) [£0j,[Llj,*… ,Ln—1]. 

2) [0j,[L1j,* ,Lin|—1]. 

3) [90],[—1],.…,[n+1j. 

4) [1],[—2],*…,En+1],[n+2]. 

5) [1],[—2j],.…,[n+1]j,[Ln]. 

解 2),3) ,5). 

8. 证 明 下 列 所 给 的 各 关系 一 是 集 A 的 元 间 的 一 个 等 价 关系 . 求 出 由 一 决定 的 A 的 分 
类 及 一 个 全 体 代 表 团 . 

1) A 是 所 有 正 整 数 作成 的 集 . 

2 一 7 全 2 与 7 的 最 后 一 位 数字 相同 . 
2) 天 =(1,2,3,4}) ,人 是 天 的 全 体 子 集 作 成 的 集 . 
S~T 六 5S 与 含有 相同 个 数 的 元 素 . 
证 1) 关系 ~ 所 满足 的 条 件 可 改写 为 
n~ m10|n—m. 
反射 律 与 对 称 律 显然 成 立 . 下 面 证 明 推 移 律 . 设 mm EA, 且 2 一 mm 一 交 则 
n—~m= lO0gn,m—{l= 10g, gg EZ, 
nl= (nm)++(m—) = 10(g+g), 

从 而 1012 一 , 即 ”一 上 所 以 推移 律 成 立 . 于 是 ~ 是 A 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 . 

由 一 决定 的 含 元 素 ”的 类 是 

[一 {mEA |m ~ n) 一 {mEA|1l0|m—n}. 


设 
m= 109: 十 rm， 0 委 六 <]10， 
n= 10g 二 rz，0 达 72 过 10. 
则 
m—n= 10(g ~—gq)++rn—r, 0<|rn—r |<10. 
其 中 六 与 72 分 别 是 mm 与 n 的 最 后 一 位 数字 . 则 
[四 = {mEA|i0l10(g —g2) +n—r) 
= {mEA|l0In—r) 
一 {mEA lr = r2). 
即 含 n 的 类 [nj] 是 由 与 n 的 最 后 一 位 数字 相同 的 正 整 数 所 组 成 的 . 最 后 一 位 数字 不 同 的 正 
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整数 在 不 同 的 类 . 而 最 后 一 位 数字 共有 10 种 选 法 :1,2,… ,9,0. 故 得 A 的 分 类 : 
[1]={10g+1|g 是 非 负 整数 } 二 {1,11,21,…}. 
[2]= 1 092?|9 是 非 负 整数 | 人 2， 12,22，…) 
[9]= (10494 是 非 负 六 数 ) {9,19,29,.…). 
[10]=(10g|g 是 正 整 数 } 一 {10,20,30,…}). 

{1,2,…,9,10} 是 一 个 全 体 代表 团 . 

2) 中 VSE4,S 与 S 含有 相同 个 数 的 元 素 , 故 S 一 S. 

@ VS,TE4, 若 S~T, 则 SS 与 工 含有 相同 个 数 的 元 素 , 故 了 一 S. 

@ YS,T,VEA, 闭 S~T,T~V, 则 S 与 含有 相同 个 数 的 元 素 , 丁 与 V 含有 相同 
个 数 的 元 素 , 故 S 与 V 含有 相同 个 数 的 元 素 , 即 S~V. 

所 以 一 是 A 的 元 间 的 一 个 等 价 关系 . 

由 一 决定 的 A 的 分 类 是 : 

[2Z]={SEA|S 与 名 含有 相同 个 数 的 元 素 } 二 (0). 


[{1)j]={SEA|S 与 {1} 含 有 相同 个 数 的 元 素 } 
={{1}),{2},{3}),{4)}. 
[{1,2}]={SEA 
={{1,2),{1,3},(1,4),{2,3}),{2,4},{3,4)}). 
[{1,2,3}] 二 {SEA|S 与 (1,2,3} 含 有 相同 个 数 的 元 素 } 
={{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4), {2,3,4}}. 
[{1,2,3,4}]={SEA 
={{1,2,3,4}} ={K}. 


{多 ,{1),{1,2),{1,2,3},K} 是 一 个 全 体 代表 团 . 
9. 设 尺 是 集 A 的 元 间 的 一 个 关系 ,证 明 ， 
1) R 是 A 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 
OD VaE€A,aRa; 
© Va,b,c€EA,aRb,aRc = bRec. 
2) R 是 A 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 
名 个 反射 律 :VaEA,aRa; 
中 循环 律 : Ya,b,c EA ,aRb,bRc  cRa. 
证 1) (二 >) 四 显然 成 立 . Ya,b,cEA,aRb,aRc, 由 对 称 律 ,bRa,aRc、 由 推移 律 ， 
bRc. 所 以 四 成 立 . 
(二 ) 反射 律 已 成 立 . Ya,bEA,aRb, 由 外 ,aRa, 由 四,bRa, 所 以 对 称 律 成 立 . V 
ab,cEA,aRb,bRc, 由 对 称 律 ,bRa， 由 @,aRc, 所 以 推移 律 成 立 . 于 是 RR 是 A 的 元 间 的 一 
个 等 价 关系 . 


} 


33 


近世 代数 基础 问题 探析 


2) (二) 四 已 成 立 . Va,b,cE€A,aRb,bRc, 由 推移 律 ,aRc， 由 对 称 律 ,cRa， 所 以 
四 成 立 . 

(<-) 反射 律 已 成 立 . Ya,5EA,aRb, 由 中 ,bRDb, 由 加 ,5bRa, 所 以 对 称 律 成 立 . Ya,b,cE 
A,aRb,bRe, 由 名,cRa, 由 对 称 律 aRc, 所 以 推移 律 成 立 . 于 是 尺 是 A 的 元 间 的 一 个 等 
价 关系 . 


站、 思考 问题 


1. 下 面 的 法 则 R 是 否 为 集 A 的 元 间 的 一 个 关系 ? 
1) A 是 自然 数 集 ,D=={ 对 , 错 }. 
R:(n,m) 一 对 , 若 n 十 m 二 0. 
(n,m) 一 错 , 若 nn 十 m 庆 0. 
2) A 是 自然 数 集 ,D=={ 对 , 错 }. 
R:(n,m) 习 对 ,车 nn 十 m0. 
(n,m) 一 错 , 若 1n 十 m 关 0. 
3) A 是 有 理 数 集 ,D=={ 对 , 错 }. 


R:( 二 ,一 ) 一 对 , 若 p>4 
(过 二 ) 一 错 , 若 bd. 
2. 试 判 断 下 面 的 集 A 的 子 集 是 否 为 A 的 一 个 分 类 . 
1) A 是 实数 域 上 的 多 项 式 环 ,Ao ,Al ， A, ,是 A 的 子 集 ,其 中 Ai={f(W EA |f Cx) 


的 次 数 是 直 ,i==0,1,2,… 


2) ”A 是 整数 集 Z 的 全 体 变 换 的 集合 , Ai , A; ,A; 是 A 的 子 集 ,其 中 A, 是 己 的 全 体 单 
射 变换 的 集合 ,A: 是 艺 的 全 体 满 射 变换 的 集合 , A 是 ZZ 的 既 不 是 单 射 又 不 是 满 射 的 变换 
的 集合 . 

3. 试 判断 下 面 的 集 A 的 元 间 的 关系 尺 是 否 为 等 价 关 系 . 


1) A= 实数 集 . 
XRy Oy = 27. 
2) A= 实数 集 . 
rRy 人 Or + 1l. 
3) 4 一 实数 集 . 
RySO|r—yl<1l. 
4) ” A= 复数 集 . 
ziRz, 全 2 一 zz 十 1 
5) A= 复数 集 . 


zi Rzs 后 二 一 z) 是 实数 ,其 中 zo( 尖 0) 是 固定 复数 . 


6) A 二 {a,b} ,了 一 (对 , 错 }. 
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7) 


RCaya) 一 RD) 一 对 ， 
Re,b) 一 对 ,RC,w) 一 错 . 

A 二 (a,b,c} ,D 二 {对 , 错 }. 
R(a,a)=R(b,6b)=R(c,c)= 对 ， 
R(a,b)=R(b,a)= 对 ， 
Rayc) 一 RCcya) 一 错 ， 
RCc,p) 一 RDc) 一 对 . 


4. 设 4 大 b(n) ,Cc 三 d(n) ,证明 : 


1) &a 土 c 寺 6b 士 d (nm). 
2) ma 硅 mb(n) ,其 中 m 是 任 一 整数 . 
3) ac=bd(n). 
5. 求 出 由 下 列 各 等 价 关 系 一 决定 的 集 A 的 分 类 . 
1) ”A 是 复数 集 . 
a+bi~ct+di 人 Oa 二 =c 二 di’. 

2) ”A 是 实数 集 . 

XT~YyOr = y. 
3) ”A 是 实数 域 上 一 切 ” 阶 矩阵 所 作成 的 集合 . 

X~Y 驴 导 可 道 矩 阵 PEA ,使 得 PX=Y. 
4) A 是 实数 域 恨 上 一 切 n 阶 矩 阵 所 作成 的 集合 . 

X~YSO|IlX|=|IY|. 
5) A 是 实数 域 上 一 切 ” 阶 和 矩阵 所 作成 的 集合 . 

X~Y 全 3 可 道 和 矩阵 PEA ,使 得 X=P YP. 
6) ”A 是 实数 域 上 一 切 n 阶 和 矩阵 所 作成 的 集合 . 

X~Y 忆 秩 X= 秩 Y. 
7) A={ (zx,y)1x,y 都 是 实数 ,z 天 0 且 y 隆 0). 

(zyy) 一 (zyy) rz >0H yy:>0. 

8) A 是 实数 集 ,[z] 表 示 小 于 或 等 于 实数 z 的 最 大 整数 . 


rz~y 人 SLzrz]= Ly]. 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. 群 的 定义 比较 常见 的 有 两 种 . 
群 的 第 一 定义 ”我 们 说 ,一 个 不 空 集合 G 对 于 一 个 叫做 乘法 的 代数 运算 来 说 作成 一 个 
群 ,假如 
1 .G 对 于 这 个 乘法 来 说 是 封闭 的 ; 
1 . 结合 律 成 立 : 
al(bc)= (ab)e 
对 于 G 的 任意 三 个 元 a ,b,c 都 对 ; 
焉 . 对 于 G 的 任意 两 个 元 a,65 来 说 ,方程 
az 一 和 ya 一 b 
都 在 G 里 有 解 . 
群 的 第 二 定义 ”我 们 说 ,一 个 不 空 集合 G 对 于 一 个 叫做 乘法 的 代数 运算 来 说 作成 一 个 
群 ,假如 
I.G 对 于 乘法 来 说 是 封闭 的 ; 
1. 结合 律 成 立 : 
a(bc)= (ab)e 
对 于 G 的 任意 三 个 元 a ,b,c 都 对 ; 
K.G 里 至 少 存在 一 个 左 单位 元 e, 能 让 


ea=a 
对 于 G 的 任何 元 a 都 成 立 ; 
V. 对 于 G 的 每 一 个 元 a ,在 G 里 至 少 存在 一 个 左 逆 元 a ' ,能 让 
a la 一 e. 


把 群 的 第 二 定义 中 的 改 为 “YaEG, jeEG, 使 得 ea 二 a”, 是 否 可 以 ? 

答 ” 不 可 . 因为 这 里 e 随 a 的 变化 而 变化 ,而 NN“3eEG, 使 得 YaE€G,ea= 二 a” 中 的 e 
不 因 a 的 变化 而 变化 . 

注 ”同样 应 注意 V 不 可 改 为 “35EG, 使 得 Va EG 有 ba 二 e”, 因 为 这 里 5 不 因 a 的 变 
化 而 变化 ,而 V 中 的 a ! 随 a 的 变化 而 变化 . 

2. 对 二 作 如 下 证 明 :“YVa€G, 由 于 , 方 程 ya=a 在 G 里 有 解 ,从 而 3eEG，, 使 得 ea 二 
a”, 是 否 可 以 ? 

答 不可. 因为 这 里 e 随 a 的 变化 而 变化 ,不 符合 的 要 求 . 

3. 设 a,5E 群 G ,如何 判 断 元 6 是 元 a 的 逆 元 ? 证 明 : (a 7) 一 (oa 一 ,其 中 由 是 整数 . 
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答 0 一 a 人 00 一 ce 是 G 的 单位 元 
< pa 一 ce,e 是 G 的 单位 元 . 
因 ar(a 11) 一 arae "一 a"T( ?一 qa" 一 ey 故 (a”) 一 (ae 1!)". 
4. 群 G 的 元 a 的 阶 的 定义 是 什么 ? 
答 a 的 阶 是 正 整数 nn, 即 |a|=n 
今 1) nn 是 正 整 数 ,使 得 a"=e; 
2) YV 正 整数 ,< 都 使 得 a* 尖 e. 
今 1) 7 是 正 整数 ,使 得 a"==e; 
2) 若 必 =e, 上 是 正 整 数 , 则 4 之 7 
a 的 阶 无 限 , 即 |a| 王 ce 
售 VY 正 整数 mm, 都 使 wm 天 e. 
仿 若 a 二 e,; 则 n= 二 0. 
a 的 阶 有 限 
今 & 的 阶 是 一 个 正 整 数 
今 3 正 整数 ”使 得 o“ 一 e. 
注 a 是 群 G 的 单位 元 铺 lal=1. 
5. 证 明 : 设 <E 群 CG, 若 有 正 整数 ,使 得 a” 二 e, 则 |a| 志 xn. 
证 作 集 A 二 {k|k 是 正 整数 ,过 一 e} ,由 已 知 ,n€A, 从 而 A 产 多 . 由 最 小 数 原理 ,A 有 
最 小 数 m ,使 得 a” 二 e. 所 以 la|= 二 mn. 
例 。 是 群 G 的 单位 元 ,有 e =e, 但 |e| 隆 3, 而 |e|=1. 
6. 证 明 : 设 <E 群 G, 且 |c| 一 ” 则 


a”=eOn|m. 
证 (过) 设 汉 二 gn 十 r,0 委 rr 过 n, 则 
r=m—qn, 
从 而 
0 一 QT 一 00 一 ev(c) =e*e'’=—e. 


因 |a|==n, 又 0 志 r 过 n, 故 r=0, 所 以 n|m. 
(<=) nlm 
> m= gn 
之 性 一 ao 一 (aq ) 一 6 一 6. 
例 车 aE€ 群 G,p 是 素数 ,使 得 wo 一 e, 则 |a| 可 能 是 p, 也 可 能 不 是 p 而 是 1. 
注 命题 “ 设 a€ 群 G, 且 a"=e, 关 nn|m, 则 |a|=n” 不 成 立 . 
例 ” 非 零 有 理 数 集 Q@* 对 于 普通 乘法 来 说 作成 一 个 群 ,1 是 @ 的 单位 元 , 取 一 1 EQ ， 
(一 1)s 二 1. 又 418, 但 | 一 1| 关 4, 而 是 | 一 1| 一 2. 
7. 设 aE 群 G, 且 |a|==m,m 是 正 整数 ,证 明 : 


ao 一 eyQyQ2 ,a 


7 一 


是 G 中 m 个 不 同 的 元 . 
证 〈 反 证 法 ) 
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若 和 一 必 ,0 委 i<j 委 和 一 1 
之 00 一 0 
字 ou 一 0 一 ,但 0 二 /一 i 委 m 一 1， 
从 而 |a| 志 一 i 迄 m 一 1. 此 与 la|= 二 m 矛盾 . 所 以 
a = erasa ,sa™! 
是 G 中 个 不 同 的 元 . 
8. 设 a E 群 G ,证 明 : 
lal==o0 司 下面 无 穷 多 个 元 


2 
“ea sa 1 0 一 eyQya2 ，… 


互 不 相同 . 
证 (之) ( 反 证 法 ) 车 a'=ai,i<j, 则 a 5'==e, 其 中 j 一 i>0, 从 而 a 的 阶 有 限 ,此 与 
假设 矛盾 . 
(< ) ”( 反 证 法 ) 车 a 的 阶 有 限 , 则 必 有 正 整 数 m, 使 得 a” 二 e==a' ,此 与 已 知 
ad sa la 一 一 eaQaya2 ，… 
互 不 相同 矛盾 . 


注 若 群 G 中 有 一 个 元 a 的 阶 无 限 , 则 G 必 为 无 限 群 . 
9. 设 有 限 集 G= {ai,a2 san} ,其 代数 运算 是 如 下 乘法 表 


ai as oo. tn 
上 

al Ul CGI12 al 

Q2 | G12 G22 a2 

Qn | am Un 0 QQm 


证 明 : 

G 的 乘法 适合 消去 律 筷 在 G 的 乘法 表 中 ,每 一 行 ( 列 ) 中 的 个 元 素 互 不 相同 . 

证 (二 >) 不 然 , 若 在 第 ; 行 元 素 中 有 ax =azx ,hk&, 即 aias = 二 aias. 因 G 的 乘法 适合 
消去 律 , 故 由 一 ws ,产生 矛盾 . 所 以 每 一 行 中 的 元 素 互 不 相同 . 

同 理 , 每 一 列 中 的 元 素 也 互 不 相同 . 

(<=) 不 然 , 若 消去 律 不 成 立 , 必 有 aja; 二 aiai, 但 ww 天 ca 由 aia; 二 aiai, 得 a 一 az. 由 
wa 天 ww, 得 s 关 t， 即 wx 与 ar 在 不 同 列 , 于 是 G 的 乘法 表 中 第 ; 行 出 现 相同 元 素 . 此 与 已 知 予 
盾 . 所 以 G 的 乘法 适合 消去 律 . 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 全 体 整 数 的 集合 对 于 普通 减法 来 说 是 不 是 一 个 群 ? 
解 一 因为 
(4 一 2) 一 1 关 4 一 (2 一 1). 
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即 减法 结合 律 不 成 立 . 所 以 整数 集 对 于 普通 减法 来 说 不 是 一 个 群 . 


解 二 因为 当 c 关 0 时 ， 


(a—b) 


ca (Vb— ec). 


即 减法 结合 律 不 成 立 . 所 以 整数 集 对 于 普通 减法 来 说 不 是 一 个 群 . 


注 (a 一 p) 


ca— (6b 


2. 举 一 个 有 两 个 元 的 群 的 例子 . 
G= (1, 一 1} 对 普通 乘法 来 说 是 一 个 群 . 事实 上 ,G 天 也. 


解 一 


工 . 因 1X1 王 1,1X( 一 1) 王 


c) ,应 注 明 条 件 当 c 关 0 时 . 


1,C 
法 封闭 ; 
I. 数 的 乘法 结合 律 成 立 ; 
.1 是 6G 的 单位 元 ; 
V .1 的 逆 元 是 1, 一 1 的 道 元 是 一 1. 
解 二 、G=={a,5) 对 于 代数 运算 


1)x1= 


1,( 一 1)，( 一 1)= 二 1 都 EG, 故 G 对 乘 


来 说 是 一 个 群 . 事实 上 ,G 取 名. 


工 . 因 aa=a,ab=6b,ba 
I 因 
(aa)a = ua (aa), 
(ab)a = a (ba), 
(ba)a = 6b (aa), 
(pb)a = b (ba), 
故 结合 律 成 立 ; 


N.a 是 G 的 单位 元 ; 
V.a 的 道 元 是 a,b 的 逆 元 是 56. 


b,bb 一 a 都 EG , 故 G 对 乘法 封闭 ; 


(a a)b = a(ab), 
(a 5b)b = al(b b), 
(ba)b = blab), 
(bb)b = bb 6). 


注 ”利用 群 的 第 二 定义 验证 较 第 一 定义 简便 ,因为 利用 第 一 定义 需 分 别 验 证 8 个 方程 . 


a 二 ad， 
pz = 4a, 
ya 二 ad, 
yb = a,， 


都 在 G 中 有 解 . 


CT =b, 
pz = b, 
ya = b, 
yb=b 


3. 证 明 :我们 也 可 以 用 条 件 工 , 卫 以 及 下 面 的 条 件 ,V 来 作 群 的 定义 . 


NW . G 里 至 少 存在 一 个 右 单位 元 e, 能 让 


Qe 一 CQ 


对 于 G 的 任何 元 a 都 成 立 . 
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V . 对 于 G 的 每 一 个 元 a, 在 G 里 至 少 存在 一 个 右 逆 元 a”! ,能 让 
ad- 一 e. 
证 一 ”下面 证 明 , 设 G 关 名 , 则 
I,H,HeOI,N,N,V 
(过 ) 工 , 卫 已 成 立 . 今 证 
取 定 5EG, 由 且 , 方 程 bx 一 5b 在 G 里 有 解 , 即 3eEG ,使 得 
be=b. 

(这 里 。 随 6b 的 变化 而 变化 . ) 要 证 W , 需 证 明 : 3e EG ,使 得 Ya EG,ae 一 a, 这 里 e 不 因 a 的 
变化 而 变化 . 为 此 ,YaEG, 由 下 ,方程 yb 一 a 有 解 c, 且 cEG, 即 


cb=a, 
从 而 
ae=(cb)e=c(be)= c=a. 
所 以 成 立 . 
再 证 V .YaEG, 由 下 ,方程 az=e 在 G 里 有 解 ,从 而 3c-:EG, 使 得 


a ar-1l 一 e, 
其 中 e 是 右 单位 元 . 所 以 V 成 立 . 
(< 二) 工 ,下 已 成 立 . 今 证 正 . 
1) 一 个 右 道 元 o-: 一 定 也 是 一 个 左 北 元 . 即 由 


1 


aa 二 ee， 
其 中 e 是 右 单位 元 . 可 以 证 明 
a La 一 e. 
因为 由 V ,对 于 a-'EG 来 说 ,3 a ! 的 右 逆 元 a€G, 使 得 
ala 一 e， 


其 中 。 是 右 单 位 元 . 所 以 

aia=(a lae= (a ala la) = (al(aa a 一 (ae)a 一 ala =e. 
于 是 右 逆 元 a”! 也 是 左 道 元 . 

2) 一 个 右 单位 元 。 一 定 也 是 一 个 左 单位 元 . 即 YaEG, 由 


Ce 一 CQ 
可 以 证 明 
ea 一 4. 
事实 上 ， 
ea 一 (aa ')a=a(a la) ae =a. 
于 是 右 单位 元 e 也 是 左 单位 元 . 
3) Ya,bEG, 方 程 
az 一 六 
在 G 里 有 解 . 事实 上 ,由 V ,I ,3 a-15EG, 使 得 
ala- ib)=(aa b=eb Es. 
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同样 ， Ya,pEG ,方程 
ya=b 
在 G 里 有 解 . 事实 上 ,由 V ,T ,3 bar-EG, 使 得 


由 1) MY 
(pa !)a=b( a ! a) 一 be 一 一 0. 


所 以 亚 成 立 . 
证 二 ”下面 证 明 , 设 G 关 多, 则 
I,HE,N,VeOI,H,N',V. 
(< 二 ) 工 ,IT 已 成 立 . 今 证 . 


由 ,了 右 单位 元 eEG ,使 得 Ya EG,ae 二 a. 由 证 一 (二)2), 右 单位 元 。 也 是 左 单位 


元 ,因此 ， 3 左 单位 元 e, 使 得 YaEG,ea 一 a, 妈 人 成立 . 


再 证 V .由 V ,VaEG,3 右 道 元 ariEG, 使 得 aa-:=e, 其 中 e 是 G 的 右 单位 元 . 由 
证 一 (<)1) , 右 逆 元 a7! 也 是 左 逆 元 ,从 而 Ya EG, 习 左 逆 元 a 'E G, 使 得 oa 一 <, 其 中 。 
是 G 的 右 单位 元 . 再 由 证 一 (<=)2) , 右 单位 元 也 是 左 单位 元 ,因此 ,VaEG,3 左 逆 元 c-E 


G, 使 得 a-! a 二 =e, 其 中 e 是 G 的 左 单位 元 . 即 V 成 立 . 
(一 ) 有 略 . 
证 三 ”下面 证 明 , 设 G 尖 好, 则 
IT,IT,VW,VeIT,IT,R V 
(<) 工 , 工 已 成 立 . 


由 Wf“, 习 右 单位 元 eEG ,使 得 Ya EG sae=a. 由 V ,Ya EG, 习 右 逆 元 a-'€ G, 使 得 
a a-1 二 e, 其 中 。 是 G 的 右 单位 元 . 对 于 a-'€G, 由 V ,3 a-' 的 有 逆 元 aEG, 使 得 a-'a 


二 e, 其 中 。 是 G 的 右 单位 元 . 于 是 
ea’=(aa ')a’ =a(a 'a’)=ae=a. 
今 证 KW : 3 右 单位 元 eEG ,使 得 Ya€G， 
ea 一 e(ea) 一 (ee)a 一 ea 一 a， 
从 而 右 单位 元 e 也 是 左 单位 元 ,所 以 及 成 立 . 
再 证 V:YaEG, 了 3 了 右 闭 元 a-E G, 使 得 
aa=arl(ea') 一 (aie)a' 一 aia' 一 e， 
从 而 右 逆 元 a :也 是 左 道 元 ,所 以 V 成 立 ， 
(一 ) ” 同 理 可 证 . 
证 四 ”下面 证 明 , 设 G 径 好 , 则 
I,I,N,VSOI,I,N,V. 
(二) 工 , 工 已 成 立 . 今 证 W . 


由 ,了 右 单位 元 eEG, 使 得 VaEG,ae=a。 只 需 证 右 单位 元 e 也 是 左 单 位 元 . 


G, 设 


ea=b 


VaE€ 
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(ea)a 一 pp4 其 中 o: 是 a 的 右 逆 元 


ef 人 (ad 1) 一 Da 


上 
ji 


aa '=ba!, 
其 中 a ' 是 a 的 右 递 元 . 对 于 aiEG, 由 V ,3 a ! 的 右 逆 元 a€G, 使 得 a-! a 一 e, 其 中 e 
是 右 单位 元 ,所 以 
aa ‘=ba ! 

> (aa la’=(ba a 

> a(la la’)=b(a ! a’) 

字 ge=be 

> a=b 

> ea=—=4a. 
因此 , 右 单 位 元 e 也 是 左 单位 元 ,从 而 玉成 立 . 

再 证 V. 由 V ,YaEG,3 右 道 元 aiE G, 使 得 ca :=e, 其 中 e 是 右 单位 元 .只 需 证 

右 道 元 a “也 是 左 道 元 . 设 


之 aaa 1) 一 ca ! 


之 a le 二 ca ,其 中 e 是 右 单位 元 也 是 左 单位 元 


1 


一 ea 一 ca 1 
对 于 uiEG, 由 V ,了 a ! 的 右 逆 元 a EG ,使 得 a-! wow 一 e, 其 中 e 是 右 单位 元 ,所 以 
ea !=ca-! 


> (ea ')a’=(ca !)a’ 
> ela a’)=c (a ! a’) 
> ee—ce 
之 e 一 C 
>a 'a=e. 
因此 , 右 逆 元 a 一 也 是 左 逆 元 ,从 而 V 成 立 . 
(>) 同 理 可 证 . 
证 五 ”下 面 证 明 , 设 G 关 多, 则 
I,H,HSOI,I,N,V. 
(< 二) 工 , 工 已 成 立 . 
由 了 ,3 右 单位 元 eEG, 使 得 YaEG,ae=a. 由 V ,YaEeG,3 右 逆 元 ar:E G, 使 得 
a a-1 一 e, 其 中 e 是 G 的 右 单位 元 . 对 于 aiEG, 由 V ,3 oa- 的 右 道 元 wEG, 使 得 or-la/ 
二 e, 其 中 。 是 G 的 右 单位 元 . 于 是 
ed =(aa ')a’=a(a 'a’)=ae=a. 
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对 于 5 1EG, 同 理 有 4! 的 右 逆 元 65EG ,使 得 eg 一 5. 今 证 Va,pEG ,方程 cz 一 在 G 里 有 
解 . 事实 上 ,由 V ,IT,3 a"'5EG, 使 得 
ala™!b)=(aa li)b~=eb=e(eb’)=(ee)b =eb’ =b. 
同样 ,Va,bEG ,方程 ya 二 b 在 G 里 有 解 . 事实 上 ,由 V ,I,3 5ba~1€ G, 使 得 
(ba a=(ba')(ea)=((ba !')e)a’=(ba ')a’=b(a 'a’) 
=be=b. 


(之 ) 见证 一 . 
4. 证 明 : 若 群 G 的 每 一 个 元 都 适合 方程 x? = 二 e, 那 么 G 是 交换 群 . 
证 一 Va,pEC， 

a’b’=e, (ab)’:=e 

之 aabb = abab 


和 46 = ba. 
证 二 Ya,bEG, 


(ab)(ba)= ab’a=aea=a’ es, 
(ab)(ab)= (ab)* 一 e 
=> (ab)(ba) = (ab) (ab) 


-消去 律 ba = ab. 


证 三 Va,bE€G， 
ba= (ba)e = (ba)(ab)’ = baab(ab) 
= ba’bl(ab) = beb(ab) = bP(ab) = el(ab) 
= ab. 
证 四 Va€G， 


Va,bEG, 
ab = (ab) = Va! 一 Da. 
注 1) G 是 群 ,VaEG, 则 
az 一 e 

兮 4a 的 阶 委 2 

Oal!=a 

之 G 是 交换 群 . 
2) ”该 命题 的 道 命题 不 成 立 . 
例 “整数 加 群 也 是 交换 群 ,3EZ ,但 2，3 关 0, 即 3 的 阶 和 于 2, 实际 上 ,3 的 阶 一 <. 
3) 车 a,5E 群 G, 且 a,5 与 ab 都 是 2 阶 元 , 则 a 与 2 可 交换 . 
S$. 证 明 : 在 一 个 有 限 群 里 阶 大 于 2 的 元 的 个 数 一 定 是 偶数 . 
证 ” 题 中 “ 阶 大 于 2 的 元 ” 指 阶 为 有 限 的 元 , 即 阶 是 正 整数 的 元 . 因此 只 需 证 明 阶 大 于 

2 的 元 是 成 双 出 现 的 . 
1) 若 lal 是 nn, 则 |a | 也 是 7 
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事实 上 , 因 必 一 <e, 故 


(dr 一 (ar) 一 6 一 ee. 
又 若 有 正 整 数 m<<2 ,使 (ea 1 )” 一 e 
>a”=((a) ”= ((a)”") =e!=e 


> |a| 达 mm 二 nn. 

此 与 |a| 一? 矛盾. 所 以 la | 二 nn. 

2) 若 |al 盖 2, 则 a 关 a7 1. 

不 然 , 若 a==a ', 则 aa=aa '!, 即 a:==e, 从 而 |al 志 2. 此 与 al 二 2 矛盾 . 

3) 车 5 关 4a; 则 65 ! 关 a !. 

不 然 , 若 a! 二 6 1, 则 (a !) != 二 (5 !)"!', 即 a==5b. 此 与 假设 矛盾 . 

4) 若 5 关 a !', 则 567! 关 a. 

不 然 , 若 5" 1 二 a, 则 (671) 1! 二 a !, 即 6 一 a-!. 此 与 假设 矛盾 . 

综 上 , 阶 大 于 2 的 元 a 与 a :成 双 出 现 . 又 有 限 群 里 元 的 个 数 是 一 个 有 限 正 整数 . 所 以 
有 限 群 里 阶 大 于 2 的 元 的 个 数 一 定 是 偶数 . 

注 还 可 如 下 证 明 la|=|a |. 

设 lal= 二 n,|a !|= 二 m; 只 和 需 证 nn|m,m|n. 

由 a" 二 e, 有 (a 1)" 一 e, 因 此 ml|n. 因 4a 与 a ! 互 为 逆 元 , 故 n|m, 又 n,m 都 是 正 整 数 ,从 
而 n= 二 mx,; 即 |a|==1aT |. 

若 |al=co, 则 lc- 一 co. 不 然 ,假设 la '|==,k 是 正 整数 , 则 同 理 可 证 |a| = 二 =k. 此 与 
1a| 王 co 矛盾 . 

6. 证 明 : 一 个 有 限 群 的 每 一 个 元 的 阶 都 有 限 . 

证 一 设 G 是 有 限 群 ,VaEG, 由 G 对 乘法 封闭 ,有 

aa an yan 都 EGG 

因 G 是 有 限 群 , 故 必 有 a”,a”(m<=n)， 


>a "a™" =a” a 
>a"”=a’ =e, 
其 中 nn 一 m 是 一 个 正 整 数 , 从 而 |ae| 委 ”一 六 . 所 以 G 的 每 个 元 的 阶 都 有 限 . 
证 二 〈 反 证 法 ) 若 G 是 有 限 群 . 假设 有 某 aEG',|al 无 限 , 则 由 G 对 乘法 封闭 ,有 
aayar…y ar 都 EG， 
且 它们 互 不 相同 . 不 然 , 若 有 a’ 一 a* ,h>>k， 
a *—~ara*—=a'a 
其 中 由 一 是 一 个 正 整数 ,从 而 la| 有 限 . 此 与 假设 矛盾 . 所 以 ,G 中 有 无 穷 多 个 元 . 此 与 G 
是 有 限 群 矛盾 . 于 是 YaE€G,lal| 有 限 . 
注 1) 该 命题 的 逆 命 题 ,“ 每 一 个 元 的 阶 都 有 限 的 群 是 有 限 群 "不成立. 
例 
G= {z|z 是 复数 ,z" = 二 1,n 二 1,2,…} 对 于 普通 乘法 来 说 作成 一 个 群 . 
事实 上 ,我 们 已 知 非 零 复 数 集 C “对 于 复数 乘法 封闭 . VYz,yEG, 3 自然数 m,n, 使 得 
x” 二 1,y" 二 1. 令 有 是 m,n 的 最 小 公 倍数 , 则 (zy)* 二 zy*= 二 1, 从 而 zy EG, 所 以 G 对 于 复 
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数 乘法 封闭 . 又 YzEG, 了 自然 数 2 使 得 必 =1, 则 (z "一 (z") 一 1, 从 而 IEG. 因 
此 ,G 是 C “的 一 个 子 群 . 

VzEG, 正 整数 ,使 得 z"=1. 故 G 中 每 个 元 的 阶 都 有 限 ,但 G 是 无 限 群 . 

后 面 第 八 章 ,四 ,2,3) 与 第 十 七 章 , 三 ,1,8) 又 给 出 了 无 限 群 的 每 个 元 的 阶 都 有 限 
的 例子 ， 

2) 若 群 G 中 有 一 个 元 的 阶 是 无 限 的 ,那么 G 必 为 无 限 群 . 

3) 无 限 群 中 除 单位 元 是 1 阶 元 外 ,可 能 所 有 元 都 是 有 限 阶 的 ,如 注 1) 中 例 ; 也 可 能 除 
单位 元 以 外 所 有 元 都 是 无 限 阶 的 ,如 整数 加 群 ;还 可 能 有 些 元 是 无 限 阶 的 ,而 有 些 元 却 是 有 
限 阶 的 ,如 全 体 非 零 有 理 数 对 普通 乘法 作成 的 群 ,元 3 的 阶 是 无 限 ,而 元 一 1 的 阶 是 2. 

7. 证 明 : 假 定 G 是 一 个 阶 是 偶数 的 有 限 群 . 在 G 里 阶 等 于 2 的 元 的 个 数 一 定 是 奇数 . 

证 由 上 题 . 有 限 群 C 的 每 一 个 元 的 阶 都 有 限 ,因此 ,G 的 阶 |1G|== 阶 大 于 2 的 元 的 个 
数 十 阶 等 于 2 的 元 的 个 数 十 阶 小 于 2 的 元 的 个 数 . 今 1G| 为 偶数 2n. 又 由 上 面 5 题 ,有 限 群 
G 里 阶 大 于 2 的 元 的 个 数 是 偶数 2m, 而 阶 小 于 2( 即 阶 等 于 1) 的 元 只 能 是 单位 元 ,因此 只 有 
1 个 ,从 而 G 里 阶 等 于 2 的 元 的 个 数 ==2n 一 (2m 十 1) 二 2(n 一 m) 一 1 是 一 个 奇数 . 

注 ”由 此 题 知 ,任意 偶数 阶 有 限 群 至 少 有 一 个 二 阶 元 . 


三 、 讲 与 练 


1. 取 定 自然 数 ,证明 : 
U, = {z|z 是 复数 ,zx” = 1) 
对 于 复数 米 法 作成 群 , 称 U; 为 ”次 单位 根 乘 群 . 
证 LT.Vz,z EU, , 则 xz? 一 1 ,22 一 1. 于 是 (zizs)" = x 邓 一 1, 从 而 之 1 之 2 EUDU,, 即 U, 
对 于 乘法 封闭 . 
1H. 数 的 乘法 结合 律 成 立 . 
NW.1(E DU,) 是 U, 的 单位 元 . 


V.VzEU,,(z !')"= (过 ) = 去 ==1, 从 而 zx EU, ,使 得 zx : z=1. 


所 以 ,L, 是 一 个 群 . 

2. 判断 以 下 各 命题 是 否 正确 . 

1) 设 N 是 全 体 自 然 数 作成 的 集合 , N 的 代数 运算 是 数 的 加 法 , 则 数 零 是 丹 的 左 单位 元 
和 右 单位 元 . 

2) 设 S 是 不 空 集合 ,S 的 代数 运算 是 

ap 一 六 . 

则 S 中 任 一 元 都 是 S 的 左 单位 元 ,但 S 没有 右 单 位 元 . 

3) 设 G 是 有 代数 运算 的 非 空 集 合 , 存 在 单位 元 e, 并 且 每 一 元 都 有 逆 元 , 则 G 是 
一 个 群 . 

4) 设 G 是 有 代数 运算 的 非 空 集合 ,结合 律 成 立 , 且 在 G 中 至 少 存在 一 个 左 单位 元 ,又 
对 于 每 一 元 a EG ,存在 一 个 左 单位 元 eEG 以 及 4b EG ,使 得 ba 二 =e, 则 G 是 一 个 群 . 

5) 设 G 是 有 代数 运算 的 非 空 集合 ,结合 律 成 立 , 3 左 单位 元 e EG, 并 且 Va€G, ja 
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的 右 逆 元 5 EG ,使 得 ob 一 *, 则 G 是 一 个 群 . 

6) 设 G 是 有 代数 运算 的 非 空 集合 , 且 结 合 律 成 立 , Ya,bEG,azx==b 在 G 中 有 解 , 则 
G 是 一 个 群 . 

7) 设 G 是 有 代数 运算 的 非 空 集合 ,结合 律 成 立 , 且 Ya,bEG,ax=b 在 G 中 有 且 只 有 
一 个 解 , 则 G 是 一 个 群 . 

8) 设 G 是 有 代数 运算 的 非 空 集合 ,结合 律 成 立 , 且 Ya,b5EG,ar=b 在 G 中 有 解 ,ya 
二 a 在 G 中 有 解 , 则 G 是 一 个 群 . 

解 1) 不 正确 . 因为 数 零 不 是 丹 中 的 元 素 . 事实 上 ,NN 既 无 左 单位 元 又 无 右 单位 元 . 

(这 种 没有 左 单位 元 和 右 单位 元 的 集合 是 很 多 的 . 例如 ,Gi = 二 {f(x)|f(zx) 是 复数 域 上 
的 多 项 式 , 次 (CFGz))>0} ,代数 运算 是 多 项 式 乘法 . 又 例如 ,Gs 二 {Ca,5) |a,5b 是 实数 } ,代数 
运算 是 :(a,p)(c,d) 一 (0,0). 再 例如 ,ZZ 是 整数 集 , 代 数 运 算是 :nm 一 max(n,m), 等 等 . ) 

2) 不 正确 . S 中 任 一 元 都 是 S 的 左 单位 元 . 当 S 只 含 一 个 元 素 时 ,S 有 右 单位 元 . 但 
当 S 含有 多 于 1 个 的 元 素 时 ,S 就 没有 右 单位 元 . 不 然 , 若 S 有 右 单位 元 e, 则 取 a EA,a 关 
e, 有 ae 一 4, 但 按 规定 的 代数 运算 ,ae 一 e, 从 而 a 一 e, 发 生 矛 盾 . 

3) 不 正确 . 

例 设 G={e,a,b) ,乘法 表 为 


e a p 


e e a 6 
a |a e a 
b b b e 


G 有 单位 元 e, 且 ea, 的 逆 元 分 别 是 e,a,p, 但 因 
(aa)b=eb=6b, a(ab)=aa=e. 
故 
(aa)balab), 
从 而 结合 律 不 成 立 . 所 以 G 不 是 一 个 群 . 

(不 能 找到 仅 含 有 两 个 元 ,适合 上 述 条 件 而 不 是 群 的 例子 . 设 G={e,a},G 有 单位 元 e， 
使 得 ea 一 ae 一 a, 且 ee 一 e, 即 e 的 逆 元 是 e. 因 G 中 每 一 元 都 有 逆 元 , 故 a 的 逆 元 只 能 是 a, 即 
aa 一 e. 这 样 ,G 是 一 个 群 .) 

下 面 我 们 再 举 出 一 个 例子 . 

设 G 是 全 体 非 负 实 数 集 ,代数 运算 是 : 

aa.65 一 la-5|. 
则 30E€G, 使 得 Ya€E€G,0，a==10 一 a|==a, 从 而 G 有 单位 元 0. YaEG,3jaEG, 使 得 ca 
二 |a 一 a| 一 0, 从 而 G 中 每 个 元 a 都 以 自身 为 其 逆 元 . 但 
(1.2).。3=|1—-2|.3==| 1 一 3|1= 2， 
l1.(2.G3)=1.|2—3|=|1—1|=0,， 
从 而 
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(2)。3 天 1。(2。3). 
即 结合 律 不 成 立 . 所 以 G 不 是 一 个 群 . 


4) 不 正确 . 
例 设 G 是 一 个 至 少 含 两 个 元 的 集合 . 代数 运算 是 
Zy 一 y. 
Vr,y,zZEG, 


(zy)z 一 yz 一 Z， ZX(yZ)—= r= 


所 以 结合 律 成 立 . G 中 每 个 元 都 是 左 单位 元 . YzEG,3 了 左 单位 元 zEG 以 及 y EG, 使 得 


yz 二 xz, 因此 G 满足 全 部 已 知 条 件 . 但 VzEG, 对 于 左 单位 元 e( 关 zx) 来 说 ,3yEG ,使 得 
yz 二 e, 即 xz 无 左 道 元 ,从 而 人 不 成 立 ( 或 :Yu,vEG, 当 wu 关 v 时 ,方程 yu 二 v 在 G 中 无 解 ， 
从 而 亚 不 成 立 ). 所 以 G 不 是 一 个 群 . 

5) 一 8) 都 不 正确 .4) 中 的 例子 适合 5) 一 8) 的 全 部 已 知 条 件 ,但 G 不 是 一 个 群 . 我 们 还 
可 以 举 出 许多 这 样 的 例子 ,下 面 我 们 举 出 一 些 说 明 5) 不 正确 的 例子 . 

例 1 设 G={e,a). 乘法 表 如 下 : 


因 
(ee)e= el(ee), (ee)a = el(ea), 
(ea)e = elae), (ea)a = e(aa), 
(ae)e 一 aee)， (ae)a = alea), 


(aa)e = a(ae), (aa)a = a(aa). 
故 结合 律 成 立 . 3eEG ,使 得 YrxEG, 有 ex=x, 从 而 e 是 G 的 左 单位 元 . YXEG, je€G,， 
使 得 ze 二 e, 从 而 x 有 右 道 元 e. 所 以 G 满足 题 设 条 件 , 但 G 不 是 一 个 群 . 事实 上 ,e 是 G 的 
左 单位 元 ,但 a EG, 而 YXxXEG,xa 二 a 关 e, 从 而 a 无 左 逆 元 . 
例 2 设 G={e,a,b)}. 乘法 表 如 下 : 


因为 两 个 元 素 的 积 就 是 后 者 ,所 以 
(Zy)z 一 之 一 2(CyZ)。 
故 结合 律 成 立 . e 既 为 G 的 左 单位 元 ,又 为 每 个 元 的 右 逆 元 . 于 是 G 满足 题 设 条 件 , 但 G 不 
是 一 个 群 ,因为 G 没有 单位 元 . 
例 3 设 G= (el,ezs,a,b} ,其 中 
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1 1 1 一 1 -1 1 —1 一 1 
he or oo) 
0 0 0 0 0 0 0 0 


代数 运算 是 矩阵 的 普通 乘法 , 即 


矩阵 乘法 满足 结合 律 .G 里 至 少 存在 一 个 左 单位 元 el ,使 得 ex 一 +,，YxXEG. 而 且 , 对 于 
el EC， je EGG, 使 得 el El1 一 6l ;对 于 €2 EG, je EG, 使 得 eE261 一 Cl ;对 于 a€G, 35EG, 使 
得 ab 一 el ;对 于 5EG,j6bEG, 使 得 bb 二 el. 即 YxEG,jz 的 右 逆 元 y EG, 使 得 xy 二 el. 


但 G 不 是 一 个 群 . 因为 对 于 e EG,3e 的 左 逆 元 xEG ,使 得 zes 一 el 


例 4 设 G={ (4 0)|a,6 是 实数 ,a 天 0| ,代数 运算 是 矩阵 乘法 . 矩阵 乘法 适合 结合 


a 0) 


00 = 人 (0 0)- v (0 0)e G, 3 右 闻 元 


律 . G 有 左 单位 元 (。0), 使 得 v (<?)e G, (0 oj 00 


工 工 
(< eG. 全 得 (8 8 人 一 (59). 西 此 G 请 足 全 部 是 设 条 件 ， 但 G 不 是 一 个 群 - 事 
0 0 


实 上 , 设 * 是 非 稚 实数, 则 对 于 (0 0)e G,Y (0 ojs G, 剖 有 (o 0j(0 oj= (oojz(o 9)， 
从 而 G 中 任 一 元 都 不 是 G 的 右 单位 元 , 即 G 没有 单位 元 . 

3. 设 G 是 非 交 换 群 , 且 G 的 阶 1GI>2 ,证 明 : 在 G 中 除 单位 元 e 以 外 ,还 存在 两 个 不 同 
的 元 素 a,5, 使 得 ab 二 ba. 

证 因 G 是 非 交 换 群 , 故 3aEG, 使 得 a ' 关 a( 不 然 , 若 YaEG, 都 有 a !'==a, 则 a? 一 
e. 由 第 四 章 , 二 ,4,G 是 交换 群 ). 取 56=a !', 则 ab 二 aa 一 ca la 一 pa 上 且 c 天 ep 天 ea 天 0. 

4. 在 群 里 ， 

1) 有 限 阶 元 与 有 限 阶 元 的 积 可 能 是 无 限 阶 元 吗 ? 

2) 无 限 阶 元 与 无 限 阶 元 的 积 可 能 是 有 限 阶 元 吗 ? 


解 1) 有 可 能 . 
例 G 一 和 (*)|a,6,c,d 是 实数 ,| “| 去 0) 对 矩阵 乘法 作成 一 个 群 。 单 位 元 是 
(01): 
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族 |(6 1)|=|G -| = 外 (1 1) 


(5 _1)= (1 2)' 而 对 于 (] 2), 不 存在 正 
| 


gd) |- 

2) 有 可 能 . 

例 全 体 非 零 有 理 数 的 集合 @* 对 于 普通 乘法 作成 一 个 群 . 单位 元 是 1. |21 = co， 
-4 (| 


5. 设 a,b 是 群 G 的 任意 两 个 元 素 , 证 明 ;ab 与 ba 的 阶 相同 . 
证 一 设 lab|==s; 则 (a5b)'==e, 从 而 (ab)' (Cab) 二 e, 于 是 (ab)! 一 6 1 a 1. 
次 (sD 个 
(ba)’= (ba ba)lba) = b (ab)(ab) (ab)a 
= blab) la 一 barl)a 一 (01)(a a) 
~e@. 
VY 正 丈 数 1 二 s, (ba)' 头 e. 不 然 , 若 (ba) 一 e， 同 理 , (ba) "1i=a 6 ,(ab)'=a(ba)" ,bb 
二 a(a-!165-1)6b 二 e, 但 0 过 :< 之 s, 此 与 1a6b|==s 艺 盾 . 所 以 |pa| 一 5 
设 lab| 二 0, 则 |ba|==o0. 不 然 ,车 15ba | 有限, 设 1ba | 一, 同 理 可 证 |ab|=n. 此 与 假设 
矛盾 . 
证 二 设 |ab| 二 nn, 则 (ab)"==e, 从 而 


吟 


(pa)" 一 (al a)(pa) = (aa) (ba)(ba) (ba) 
一 ari(ap)"a 一 alea 一 e， 
所 以 ba 也 是 有 限 阶 的 , 设 iba| 二 mr,; 则 mln. 同 理 , 由 (ba)" 一 e 可 推出 (ab)"==e, 于 是 n|m. 
由 于 mm 与 n 都 是 正 整 数 ,所 以 m 一 xn. 因此 ,1ab|=1bal. 


证 三 设 |ab|==;,; 则 (ab)'==e, 又 


次 (oD 个 
(ab 六 一 (ab)(ab)(ab) = a (ba)(ba)(ba)b 
一 a(ba)™'ib, 


从 而 
a (ba)”'b=e. 
即 (pa) 一 :一 ca 165071, 所 以 
(ba) = (ba)™ (ba) = (a tb)(ba) = e. 
对 于 任 一 正 整 数 :<s, 必 有 (ba)' 隆 e. 不 然 , 若 (ba)' 一 e, 则 


e= (ba)' = (ba)(ba)(ba) = blab)™a. 
于 是 
(ab =b a 
所 以 
(ab) = (ab)!(ab) = bla ab = e. 
但 0 二 二 ,此 与 1a51==; 矛盾 .所 以 |ba|==e. 
注 在 任意 群 中 ,abc,bca,cab 同 阶 . 事实 上 ,1abc|= 二 |albc)|=1 (bc)a|= |bca|, |abc| 
49 


近世 代数 基础 问题 探析 


=|(ab)c|=|c(ab)|= |cabl. 
6. 下 面 各 命题 是 否 正确 ,其 中 G 是 一 个 群 . 
1) apEG,a 天 8 之 |a |¥|6 |. 
2) al 一 la ,2 一 1 之 |ab 一 |22 
3) |epl 王 | -201|， 
4) cacEG,e 是 G 的 单位 元 ,am 一 ea" 一 em 之 |a| 一 和， 
5) 设 aEG,m,n 是 正 整 数 ,|a| 王 mm 则 


|a” | 三 7 


解 1) 不 正确 . 


例 Us={zx | Zz 是 复数 ,x 一 ]} 对 于 复数 乘法 作成 一 个 群 “所 二 -8 Le 一 -1 ic 


Ua,e 天 ee ,但 后 一 ee 一 se | 一 |e | 一 3. 
2) 不 正确 . 
例 吕 二 {1, 一 1,i, 一 说 是 四 次 单位 根 群 .1i|==| 一 计 二 4, 当 然 |i 计 = 二 1i|==4, 但 
1ii|=|—1|=2， |~ii|=|1|=1. 
所 以 
1 ii| 关 | 一 ii|. 
3) 正确 . 
证 lab|=|(a6)™1|=|6 Ya !|=|a 0. 
4) 不 正确 . 


例 Q@' 是 非 零 有 理 数 对 于 数 的 乘法 作成 的 群 .1 是 Q@ "的 单位 元 .一 1 EQ *.( 一 1)*= 
1,( 一 1)*==1,418, 但 | 一 1|=2 关 4. 

5) 正确 . 

证 因 o 一 e, 故 (a”)" 一 e. 

设 (a")' 二 e, 其 中 i: 是正 整数 , 则 a” 一 e. 因 |a| 二 mn;y 故 mn|mt, 从 而 nlt. 因 t 关 0, 故 
t 之 n, 所 以 la” | 一 人 

7. 设 非 空 集 A 对 于 乘法 封闭 . 下 面 各 命题 是 否 正确 . 

1) Va,bE€A, 方 程 ax 二 b 在 A 中 有 和 解 . 

2) Va',pEA4, 方 程 az 一 在 A 中 只 有 一 个 解 . 

解 不 正确 . 


D 4a-|(: 4] 


ab5cvdEZ | 对 于 矩阵 乘法 封闭 . 方程 (0 0)z 一 (61 ) 在 A 中 无 


| 
) 不 是 可 逆 矩 阵 . 


ab,c,dEZ } 对 于 和 矩阵 乘法 封闭 . 方程 (。0jz= (。0) 在 人 中 的 


2 0 


解 不 唯一 . (0 0 
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) ,(? 5) 都 是 方程 的 解 实际 上 ,方程 有 无 穷 多 个 解 
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四 、 思 考 问 题 


1. 判断 下 列 各 集合 对 于 所 规定 的 法 则 。 来 说 是 否 作 成 一 个 群 . 
1) @ 是 全 体 不 等 于 零 的 有 理 数 集 . ab 一 一 ab. 


2) ”@ 是 全 体 正 有 理 数 集 .a"6 一 于 ab 


3) ”是 一 切 不 等 于 零 的 有 理 数 集 .a*8 一 一 raep, 其 中 是 固定 的 正 整数 ， 
4) R 是 实数 集 ,ao6 二 方 (a 十 6). 


5)” 民 是 实数 集 . ab 二 a 十 26. 

6) 已 知 G 对 于 代数 运算 ， 作 成 群 .G 对 于 au"p 一 5， 2a. 

7) G 对 于 代数 运算 。 作 成 群 .x 是 G 中 的 一 个 固定 元 .G 对 于 a*b 二 a。w。*&b. 
8) 也 是 整数 集 . a6 二 a 十 5 一 2. 

9) 了 ZZ 是 整数 集 . a6 二 a 十 5 一 3. 

10) ”QQ 一 {一 1} 对 于 a*6==a 十 b 十 ab. 

11) ”了 ZZ 是 整数 集 .ae6b==a 十 6 十 2ab. 


ab, a>0; 
12)”R' 是 非 零 实数 集 .ab 一 
) ”RR" 是 非 零 实数 集 . a 加 a0. 


13) G4 了 小 一 1, 了 =， 了 ,|+ 是 有 意义 的 变量 ).。 :以 第 二 个 因子 替换 第 一 


个 因子 中 的 上 
14) R=RXR={(a,0)|a,bER)}. Gab)° (Cas,b)= (a +a ,btb). 
15) 已 知 G 对 代数 运算 ， 作 成 一 个 群 .GXG 对 于 (a1,b)。(az sb) 二 (a1 * az sb * bb)， 
16) G=={(a,b) |a,b 是 实数 }. Cai,61)。(azsb2) 二 (a 十 aze 所 ,可 十 要), 其 中 = 
2. 71828…. 
17) 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,P(A)=={A 的 一 切 子 集 }. A1°*Bi=AiUBi. 
18) 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,P(A) 二 {A 的 一 切 子 集 }. Ai°B, 一 Ai 作 Bi. 
19) ” 设 G 对 于 代数 运算 。 作 成 一 个 群 ,w 是 G 的 一 个 固定 元 素 .G 对 于 aeb==a* wu!。b. 
20) 设 G 是 有 理 数 域 上 全 部 非 零 多 项 式 的 集合 .。 是 多 项 式 的 乘法 . 


21) 设 S 是 任意 集合 ,G 对 加 法 作成 一 个 群 ,A 是 S 到 G 的 所 有 映射 作成 的 集合 . A 
对 于 (fg)(z)= f(r)+g(r). 


22) 6=( (6 1),( 。 -了 )"(。-1)"( 6 1) “是 秆 了 乘法 


01 
1 HB /1 B /1 8 
1 0 一 1 0 2 2 2 2 2 2 
23) G= < 一 (0 1) ,oa=( 0 1) = 1 35C 一 /3 1 sa /3 1 » 
2 2 2 2 2 2 
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1 - 枚 
一 一 2 2 o 
三 | 5 1 |1“ 是 逢 阵 乘法 ， 
2 2 
24) G=( (< 0)|a 是 非 零 实数 |.。 是 矩阵 乘法 . 
a 2b 
25) G= 1(，，)|a,2e 数 域 下 | 。 是 矩阵 加 法 . 
26) G 一 { (4 )|a,6 Ee 数 域 ).。 是 矩阵 乘法 ， 


28) G==( (<)|a,6,cod 都 是 整数 ,| ”| 关 0| 是 和 矩阵 加 法 . 


29) G 是 全 体 n 阶 实 矩 阵 的 集合 .。 是 矩阵 加 法 . 
30) G 是 nn 维 向 量 空 间 ,。 是 向 量 加 法 . 


32) G={f1 Cx), fix), flr), f(r), f(r), fe (rz)} ,其 中 ffi) = fx), 


1l—zx 


f= DT fz fz) fr) fr) = f(s)). 


TX 


33) G={1,2,3,4,6,12}.aob 二 (a,b)(asb 的 最 大 公 因 数 ). 


34) ”也 是 整数 集 . 
.，_ |a+e, 当 4 是 偶数 时 ， 
“4 la-b, 当 a 是 奇数 时 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 .0 0 1 0 0 1 0 
3 cj 1 °° 50011 °° 0 10|1°°9 1 
0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0111 0 0 0 
0 .0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 
。 是 和 矩阵 乘法 . 
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2. 假设 非 空 集合 G 对 于 所 定义 的 乘法 封闭 ,并 满足 如 下 各 条 件 . 
1) ”3eEG, 使 得 Va( 隆 eYE G, 都 有 
ae = a. 
2) Va,b,c( 关 e)E G, 都 有 
ax) = (ab) ec. 
3) Va( 关 el)EG,3cEG, 使 得 
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证 明 :G 对 这 个 乘法 作成 一 个 群 . 
3. 设 非 空 集合 G 有 一 个 代数 运算 (叫做 乘法 ), 这 个 乘法 适合 结合 律 . Ya,5bEG, 方 程 
azt==b 在 G 中 有 解 ,方程 ya==a 在 G 中 有 唯一 解 . 证 明 :G 是 一 个 群 . 
4. 设 G 是 一 个 群 , 则 
G 是 交换 群 会 Ya,bEG, 有 (ab)? 二 a?b. 
5. 设 aE 群 G ,证明 ; 
a 一 4 和 4 一 和， 
6. 设 c,p,cE 群 G ,证明 :方程 
ZaZpa 一 PC 
在 G 中 有 且 仅 有 一 个 解 . 
7. 设 a,bE 群 G ,证 明 : 
(a iba) =a ba OO b=b. 
8. 设 群 G 只 有 唯一 的 一 个 阶 为 2 的 元 ea, 证 明 :YzEG, 都 有 az 一 ra， 
9. 设 非 空 集合 G 对 于 。 封 闭 ,。 适合 结合 律 ,有 单位 元 e. 对 于 G 中 两 个 元 a,b, 若 aeb 
一 ba, 且 3p0EG, 使 得 bp 一 0 一 ce, 证 明 :2 aa 一 ae0 . 
10. 设 a,bE 群 G, 日 a 关 e,a'b 二 ba’. 证 有 明 :ab 冯 ba. 
11. 设 G 是 一 个 群 , 且 G 有 一 个 单 射 变换 rt,r 也 是 G 到 G 的 同 态 上 映射 ,使 z= xx’， 
YzEG. 证 明 :G 是 交换 群 . 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. 将 命题 :“ 假 定 群 G 与 不 空 集合 G 对 于 它们 的 乘法 来 说 同 态 ,那么 C 也 是 一 个 群 ” 改 
为 如 下 命题 :“ 设 

1) G 是 一 个 群 ， 

2) GG 是 有 一 个 代数 运算 ( 叫 乘法 ) 的 非 空 集合 ; 

3) ”存在 G 到 6G 的 一 个 单 射 的 同 态 映射 . 


则 G 也 是 一 个 群 .” 
是 否 仍 正确 ? 
答 不 正确 . 
例 G={e} 对 于 ee 一 e 作成 一 个 群 .G 是 非 零 整数 集 ,普通 乘法 是 G 的 一 个 代数 运算 . 
中 : e 一 1 
是 G 到 G 的 一 个 单 射 . 且 
中 : e 一 1， 
e—1 


>ee=e->1=1.。1. 
即 
由 (ee) = P(e) ble), 
从 而 gj 是 G 到 EC 的 单 射 的 同 态 映 射 .但 G 不 是 群 , 因 2(E G) 在 G 中 无 道 元 . 
2. 命题 :“ 设 由 是 群 G 到 群 G 的 一 个 同 态 映射 , 则 
1) G 的 单位 元 e 在 下 的 象 (e) 是 互 的 单位 元 ; 
2) G 的 元 a 的 逆 元 a ! 在 下 的 象 p(a ) 是 a 的 象 由 Ca) 的 道 元 .” 
是 否 成 立 ? 
答 ” 成立 .证明 如 下 . 
1) 
中 : e 一 中 (e). 
因由 保持 运算 , 故 
中 : ee 一 小 (e) Ple). 
又 因 ee 一 e, 且 由 是 映射 , 故 中 Ce) 中 Ce) 一 由 Ce) 
设 s 是 到 的 单位 元 , 则 由 (e) 由 (e) 一 由 Ce) 二 gCe)a, 因 五 是 群 ,消去 律 轩 成 立 , 故 由 (e) 
2) 因为 (Ca) 中 (a-) 一 由 (aa-1)= 由 (e), 又 由 1) 知 由 (e) 是 G 的 单位 元 ,所 
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以 (由 Ca)) =p(a !). 

注 还 可 利用 子 群 来 证 明 1). 

作 G'={g(z)|zEG}, 则 是 G 到 G 的 同 态 满 射 .因此 四 (e) 是 G 的 单位 元 9. 又 因 G 
是 群 , 故 G' 也 是 群 9. 且 GCG. G' 与 G 的 代数 运算 一 样 ,从 而 由 定义 ,G 是 G 的 子 群 .于 是 
G' 的 单位 元 由 (e) 是 G 的 单位 元 23. 所 以 由 Ce) 一 人 E. 

3. 设 集 A 中 含有 ?2 个 元 素 , 则 A 的 变换 共有 多 少 个 ”A 的 一 一 变换 共有 多 少 个 ? 

答 A 的 变换 共有 n" 个 . A 的 一 一 变换 共有 n1! 个 . 

4. 设 A 二 {1,2), 则 

n: 1l—>1, 2—>1; 

ts: ll—2, 2—2; 

mm， 1—>1, 2—>2; 

mu: 1 一 2，2 一 1 
是 A 的 所 有 变换 .r 是 A 的 恒 等 变 换 ,rm,rx 是 A 的 一 一 变换 ,mm 是 A 的 非 一 一 变换 . 问 
tr nr) (rr) rr nn (nt an fnyrzyrz) 是 不 是 群 ? 
若是 群 , 是 不 是 变换 群 ? 

答 (oa),fnayrytn) (za) 是 群 .其 余 的 不 是 . {(a) (ar 是 变换 群 ,(m) (nm ) 不 是 

注 1) {5} 是 A 的 最 小 的 变换 群 , {rt;,5) 是 A 的 最 大 的 变换 群 . 

2) ”由 变换 作成 的 群 未 必 是 变换 群 . 如 {m }, {tz) 并 不 是 由 A 的 一 一 变换 作成 的 群 . 

3) (nyve),(nyrnyn) 不 是 群 @. 

4) 由 变换 作成 的 群 未 必 包 含 恒 等 变换 ,因而 它 的 单位 元 未 必 是 恒 等 变 换 . 如 tr )， 
{ty}. 又 如 A 是 一 个 至 少 含 2 个 元 素 的 集合 . 取 定 acEA,VzEA4, 令 
则 

Zr = (TX) =a ~—~a= Zr. 
所 以 ,rr 二 tr, 从 而 {Tt} 是 一 个 由 变换 作成 的 群 , 但 不 是 变换 群 . 如 果 由 变换 作成 的 群 中 包含 恒 
等 变换 ,那么 它 的 单位 元 一 定 是 恒 等 变换 ,如 (rz ), {t,t).( 见 第 五 章 ,二 ,5.) 

5) 可 以 证 明 . 设 

@ G 是 非 空 集合 4 的 若干 变换 的 集合 ; 

@ 6G 对 变换 乘法 作成 一 个 群 ; 

@ A 的 恒 等 变 换 e ECG， 

则 G 只 含 4 的 非 一 一 变换 . 
由 此 性 质 立 刻 得 知 {m ,rz 和 (mmym) 都 不 是 群 . 
下 面 我 们 证 明 这 个 命题 . 


张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 43. 定理 2. 
同上 ,40. 定理 1. 

同上 ,63. 推论 . 

间 上 ,46. 定理 1. 


SOO0 
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证 一 〈 反 证 法 ) 若 3rEG, 而 * 是 A 的 一 一 变换 . 因为 G 是 群 ,所 以 YoEG, 方 程 cr 一 r， 
yc=r 在 G 中 都 有 解 ,从 而 3c,oeeG ,使 得 o0 = 二 t,o 0 二 =z. 

(i) o 是 满 射 变换 .事实 上 ,YaE€AhA,a==a'. 因 tr 是 A 的 一 一 变换 , 故 = 有 逆 变 换 r 一 ， 
使 5 !'t=e, 从 而 

d=a =a =a (ur ))’, 

其 中 a” € A. 因 此 3 (a )*EA, 使 得 (Ca )*)" 二 a. 所 以 o 是 满 射 变换 . 

(iD o 是 单 射 变换 .事实 上 ,Va,5EA, 若 a 二, 则 a” 一 6b” ,从 而 a =65". 因 zz 是 A 
的 一 一 变换 , 故 a==5, 所 以 o 是 单 射 变换 . 

于 是 c 是 A 的 一 一 变换 ,从 而 G 是 A 的 所 有 的 一 一 变换 关于 变换 乘法 作成 的 群 的 子 
群 .所 以 G 包含 这 个 A 的 最 大 变换 群 的 单位 元 ,而 单位 元 是 A 的 恒 等 变换 s, 即 sEG. 此 与 
题 设 矛盾 . 

(此 证 明说 明 ; 若 群 G 中 含有 一 个 A 的 一 一 变换 , 则 G 中 每 个 元 都 是 A 的 一 一 变换 . ) 

证 二 、( 反 证 法 ) 不 然 ,车 3rEG,r 是 A 的 一 一 变换 , 则 互 =(zD 委 G, 且 互 是 A 的 一 个 
变换 群 .所 以 由 第 五 章 , 二 ,5, 匡 的 单位 元 就 是 A 的 恒 等 变 换 s, 即 esE 互 ,从 而 sEG. 此 与 已 
知 条 件 了 矛盾 .所 以 G 中 只 含 A 的 非 一 一 变换 . 

证 三 〈 反 证 法 ) 不 然 , 若 3rEG, 使 得 rz 是 4 的 一 个 一 一 变换 . 设 e 是 G 的 单位 元 , 则 
er rr YXEA,zx 二 zx', 妈 (x')' 二 x". 因 7 是 单 射 , 故 x 一 zx, VxEA. 从 而 e 是 A 的 恒 等 
变换 , 且 。E€G, 此 与 已 知 条 件 矛 盾 . 于 是 G 只 含 A 的 非 一 一 变换 . 

证 四 设 rEG. 因 G 是 群 , 故 存在 G 的 单位 元 e EG ,存在 7 的 递 元 r 'EG, 且 有 rr 一 
rir 一 e， 

假设 + 是 A 的 一 一 变换 ,从 而 * 有 道 变 换 r (r 未 必 EG), 有 上 且 有 rr 二 e,e 大 A 的 便 等 变 


换 . 则 rr 1 一 之 rrr-1 一 re 


1 1 


之 sr 一 re 字 r 1 一 re 一 rir 一 rer 
一 e 一 rr 一 ee 一 eeEG. 
此 与 题 设 矛盾 .所 以 G 只 含 A 的 非 一 一 变换 . 

6) 由 注 5) 可 知 : 设 

Q@@ G 是 非 空 集合 A 的 若干 变换 的 集合 ; 

@ G 对 变换 乘法 作成 一 个 群 ， 

则 
eEG 司 G 是 A 的 变换 群 2. 

由 此 性 质 得 知 ,没有 一 个 既 有 一 一 变换 又 有 非 一 一 变换 作为 元 素 的 混杂 的 群 . 

7) 车 G 是 A 的 变换 群 , 则 G 的 单位 元 是 A 的 恒 等 变 换 e( 见 第 五 章 , 二 ,5),G 的 每 一 
个 元 rt 的 逆 元 r-! 是 + 的 逆 变 换 . 车 由 A 的 变换 作成 的 群 G 不 是 A 的 变换 群 , 则 G 的 单位 元 
不 是 A 的 恒 等 变 换 ,G 的 每 一 元 + 的 道 元 r ! 不 是 + 的 逆 变 换 , 此 时 ,rt 根本 不 存在 道 变换 . 

5. 设 G= {e,a, 引 是 一 个 3 阶 群 .利用 Cayley 定理 :任何 一 个 群 都 同一 个 变换 群 同 构 2， 
找 出 一 个 与 G 同 构 的 变换 群 . 


四 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 杜 ,1978. 46. 定理 1. 
@ 间 上 ,49. 定 理 3. 
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答 VYgEG, 作 变换 
te: ES 一 ge 一 8 
tu.: 号 一 ga 一 BE， 
to: ggb = gg. 
作 变 换 的 集合 G= {t,t ,mm , 则 
Pb: ert,, 
b—r, 
是 G 与 G 间 的 对 于 G 的 乘法 与 变换 乘法 来 说 的 同 构 映射 . 因 G 是 群 , 故 G 是 群 . 因 
r: 5 一 ge 一 8 一 8. 
故 r 是 G 的 恒 等 变 换 , 且 r+, EG. 从 而 G 是 G 的 变换 群 .所 以 G 与 G 的 变换 群 G 同 构 . 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 假定 在 两 个 群 G 和 G 的 一 个 同 态 映射 之 下 ， 
a 与 & 的 阶 是 不 是 一 定 相 同 ? 
解 不 一 定 相 同 . 
例 设 G 是 整数 集 对 于 普通 加 法 来 说 作成 的 群 ,G= {1} 是 对 普通 乘法 来 说 作成 的 群 . 
$b: 1 一 1 一 中 (2) 
是 G 到 G 的 同 态 满 射 . 对 于 1EG, 有 
$b: 1—>1= (1). 
但 G 的 元 1 的 阶 =co, 而 G 的 元 1 的 阶 =1. 故 1 与 (1) 的 阶 不 相同 . 
注 1) 该 命题 中 的 “ 同 态 映 射 " 改 成 “ 同 态 满 射 "后 ,a 与 a 的 阶 也 不 一 定 相 同 . 我 们 再 
举 出 一 个 例子 来 说 明 . 
例 U, 二 (1,i, 一 1, 一 让 对 普通 乘法 作成 一 个 群 .G 二 {1, 一 1) 对 普通 乘法 作成 一 个 群 . 
中 ， 士 1 一 1， 
土 1: 一 一 1 
是 U, 到 G 的 一 个 同 态 满 射 .Us 中 一 1 的 阶 是 2, 但 一 1 的 象 1 的 阶 取 2 而 ==1. 又 U 中 士 ; 
的 阶 都 是 4, 而 它们 的 象 一 1 的 阶 是 2. 
2) 设 G 和 G 都 是 群 ,$:a 一 5 是 G 到 G 的 单 射 的 同 态 映 射 , 则 a 与 a 的 阶 相同 . 
证 一 车 |a|==m, 则 a”"==e. 设 


因 4$ 是 同 态 映 射 , 故 


由 基本 问题 问答 2, 有 
中 : ee 一 6， 
其 中 。 与 e 分 别 是 G 与 的 单位 元 . 因 a" 二 e, 又 中 是 映射 , 故 2" 一 6. 
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若 有 正 整 数 nz<mm ,也 使 下 一 < 由 中 是 同 态 映射 ,有 
$b: a"—a’” = &. 
又 中 是 单 射 ， 从 而 二 e, 于 是 |a| 声 n 过 m, 此 与 14a|= 二 m 节 盾 . 所 以 lal= 二 m. 
若 |vx| 王 co ,因由 是 同 态 映 射 , 故 


中 : a ea 一 人 C， 


这 里 ,e 二 a? ,a,a?,… 互 不 相同 ,又 中 是 单身 ,从 而 ,2 一 ,a ，… 也 互 不 相同 ,所 以 1a| 二 

证 二 设 la|=m,|a| 王 n, 由 中 是 同 态 映射 ,2" 一 6， 从 而 由 mm 和 是 单身 的 同 态 殴 和 
a 二 =e, 从 而 mj|n. 又 因 mm 与 n 都 是 正 整数 , 故 m=n, 即 |a|==|al. 

设 |a|=co, 则 必 lz|=co. 不然, 若 1z|= 二 n, 则 a” 一 2. 由 中 是 单 射 的 同 态 映射 ,有 a” 一 e， 
从 而 la| 有 限 . 此 与 假设 矛盾 . 所 以 la| 二. 

例 证 明 整 数 加 群 辽 与 非 零 有 理 数 乘 群 @' 不 同 构 . 

证 ”因为 一 1(EQ' ) 的 阶 是 2, 但 Z 中 不 存在 阶 为 2 的 元 ,所 以 Z 与 Q' 不 同 构 . 

3) 设 $ 是 群 G 到 群 G 的 一 个 同 态 映射 ,a€G,a 的 阶 有 限 , 则 由 注 2) ,证 二 知 ,$C4) 的 
阶 也 有 限 , 且 1$(a)| | 1al. 

4) ”该 题解 中 的 例 也 可 说 明 , 若 群 G 一 群 G, 虽 和 是 有 限 群 ,但 G 未 必 是 有 限 群 . 

2. 假定 + 是 集合 A 的 一 个 非 一 一 变换 . 会 不 会 有 一 个 左 道 元 r ,使 得 rr 一 e? 

分 析 ”这 是 一 个 训练 能 力 的 很 好 的 习题 . 读者 应 该 从 理论 上 彻底 解决 这 一 问题 . 我 们 可 
以 利用 * 有 左 逆 元 这 一 条 件 , 证 明 是 满 射 ;同时 ,利用 + 有 右 逆 元 这 一 条 件 ,证 明 r 是 单 
射 0. 从 而 可 以 启发 我 们 得 出 以 下 的 五 个 命题 . 

1) 设 * 是 集 A 的 一 个 变换 , 则 

rz 有 左 逆 元 r-: ,使 rir=ee 是 A 的 恒 等 变换 怠 * 是 A 的 满 射 变换 . 
证 (= 二) VaEA,ja ”EAh, 使 得 
(ar ) = ar 一 we 一 a. 

所 以 + 是 满 射 变换 . 

(<=) 因 z* 是 A 的 满 射 变换 , 故 YaEA, ja 在 r 下 的 逆 象 PEA ,使 得 6"==a. 因 tr 未 必 
是 单 射 变换 , 故 这 样 的 2 可 能 不 止 一 个 .我 们 现在 只 取 定 一 个 5, 规定 


ra 一 pp 一 ai ， 若 天 一 a， 
则 一 :是 A 的 一 个 变换 . Va EA， 
ar 一 (ar ')"=6 ma=a:, 


从 而 =:z=s,e 是 4 的 恒 等 变 换 . 
2) 设 z* 是 集 A 的 一 个 变换 , 则 
rt 有 右 逆 元 + '! ,使 rr =ee 是 A 的 恒 等 变换 仿 z 是 4 的 单 射 变换 . 
证 (==>) Va,b€EA,a' =b (a) 二 (6b) 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 46. 定理 1. 
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一 > CQ ‘二 pb™ 1 
=> a =6 
-> a=b. 


所 以 + 是 A 的 单 射 变换 . 
(一 ) VYaEA, 取 定 HEA, 作 
tr !1!,a 一 b, 若 3bEA ,使 得 b' 二 a. 
u 玉 bi ,车 bEA ,使 得 5 二 a. 
YaE€A,3a' EA, 又 因 r 是 A 的 单 射 变换 , 故 若 35E A ,使 得 5" 二 a, 则 这 样 的 5 是 唯 
一 的 ,从 而 r ! 是 A 的 变换 . 
YaEA, 设 a 一 xX,; 则 x" '= 二 a 访 a™ 一 (aa "二 xXx" 二 a 一 a'. 
所 以 rr 一 e. 
3) 设 * 是 集 A 的 一 个 变换 , 则 
3 A 的 变换 rt! ,使 得 :rzr=rr ! 一 e,e 是 A 的 恒 等 变 换 今 r+ 是 A 的 一 一 变换 . 
由 前 面 的 1) 与 2) 可 得 此 命题 . 
4) 设 A 是 有 限 集 , 则 zt 是 A 的 满 射 变换 今 t 是 A 的 单 射 变换 . 
证 (= 过) 设 A={aiyazs…… aas). 车 rt 不 是 A 的 单 射 变换 , 则 必 3 al ,as EA,ai as， 
但 af 二 a;. 由 此 ,A 的 全 部 元 41,a;,… ,a 在 +t 下 的 象 af,a;,…,a’ 至 多 是 nn 一 1 个 不 同 的 
元 ,从 而 A 至 少 有 一 个 元 在 + 下 没有 道 象 . 所 以 + 不 是 A 的 满 射 变换 . 此 与 已 知 条 件 矛 盾 . 
所 以 rz 是 A 的 单 射 变换 . 
(二 =) 设 A={a,as,… a). 因 t 是 A 的 单 射 变换 , 故 af,a;,…,as 两 两 不 同 . 又 
ad 各 A, 从 而 
(ay ye ar} = (al yaz an) 


缉 Va; EA ,都 习 ai EA ,使 得 a; 二 a;, 从 而 tr 是 A 的 满 射 变换 . 


5) 若 A 是 有 限 集 ,日 + 是 A 的 非 一 一 变换 , 则 必 3 卫 r ,使 得 r:z=s; 同 时 习 r :使 得 
rr 1! 二 e,e 是 A 的 恒 等 变 换 . 
由 前 面 的 4) ,1) ,2) 可 得 此 命题 . 
根据 上 面 的 分 析 , 利 用 1) 与 5) 可 知 :如 果 一 个 非 一 一 变换 r+ 有 左 逆 元 +"! ,使 得 ' r= 
s,e 是 集 A 的 恒 等 变 换 , 那 么 7 必 为 无 限 集合 A 的 满 射 变换 . 下 面 我 们 举 出 一 些 例子 . 
例 1 设 A={1,2,3,…). 
tT:n— 1， 当 n 二 1 时， 
Nn 一 nn 一 ], 当 nn 关 1 时 . 
因 1(€ A) 在 +t 下 的 逆 象 有 两 个 元 :1 与 2, 故 r+ 不 是 A 的 单 射 变换 ,但 rt 是 A 的 变换 , 且 是 A 
的 满 射 变换 ,从 而 + 是 A 的 一 个 非 一 一 变换 . 作 
Ti:n>n 十 1, 当 nn 关 1 时 ， 
n— 1， 当 n 二 1 时 . 
YnE€A, 
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其 中 s 是 A 的 恒 等 变换 ,所 以 z 有 一 个 左 逆 元 r ,使 得 rr 一 e 
(还 可 作 rz 一 7 十 1 是 A 的 单 射 变换 ,此 一 :也 使 rz 一 se. ) 
例 2 设 A=(1,2,3,…}. 

tT: 27 一 上 -> 7 
2n -> n. 
因 1(E A) 在 变换 t 下 的 逆 象 有 1 与 2, 故 r+ 不 是 A 的 单 射 变换 ,而 是 A 的 一 个 满 射 变换 . 作 
Tl n— 2n. 
Yn€A, 
nT (Nn) = (2n) =n=n, 

其 中 :是 A 的 恒 等 变 换 . 所 以 + 有 一 个 左 递 元 +r ,使 得 rr 一 6. 
例 3 设 A={1,2,3,"…}. 

T: 2n -72， 
2n—1—1 

是 A 的 一 个 满 射 变换 ,不 是 单 射 变换 . 


tT":n— 2n 


是 A 的 一 个 单 射 变换 ,不 是 满 射 变换 . 


Vn€E€A, 
nT (nn) = (2n) =n=n 
所 以 rir 一 &, 
(还 可 作 
Tn-> 2n,n 关 1 时 ， 
l1— 1. 
VnE€EA, 
Nn 关 1 时 ,n= (2n) 一 人 一 7 
n= 二 1 时 ,l= (1 )'= 二 1 一 1]=1 
所 以 rt!'Tt==€.) 


例 4 设 Z 是 整数 集 . 


RS 
| 
| 
9 
部 
完 
洪 


是 Z 的 满 射 变换 ,但 不 是 单 射 变换 . 
tr 1!, TXT 一 2x, 过 是 偶数 ， 
一 2X 一 ], Xz 是 奇数 

是 Z 的 一 个 单 射 变换 ,但 不 是 满 射 变换 ( 因 2 无 逆 象 ). 容易 验证 ,有 rr 一 e. 

(还 可 规定 
TI, I 27, 
也 有 TT!'t==e.) 

例 5 设 N 是 自然 数 集 . 
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n, 当 n 志 kk 时 ， 
i = n> 时 
是 NN 的 满 射 变换 ,但 不 是 单 射 变换 . 
| n， ” 当 nk 时 ， 
: 一 人 当 n>k 时 


T 


是 NN 的 一 个 单 射 变换 ,但 不 是 满 射 变换 . 有 
rr 一 人 
例 6 设 A={(aya，…aw，…). 取 和 是 一 个 固定 的 自然 数 . 规定 
T: ai Qi 一 0 当 i 和 A 时 ， 
ai cd 1 二 Qi, 当 1 浓 和 A 时 ; 


tiau=al ， 当 ;14 时， 
ai 一 al 一 af , 当 i>) 时 . 
显然 + 与 +r-! 都 是 A 的 变换 .由 所 一 aa 一 a 知 ,r 不 是 A 到 A 的 单 射 , 从 而 * 不 是 4 的 
一 一 变换 . 由 
i [a 二 a;， 当 1&4 时 ， 
的 i 时 
知 , 对 任意 iyaf 一 wu 一 as 是 4 的 恒 等 变 换 . 所 以 zz 一 e. 
例 7 设 A={ 所 有 非 负 实 数 ). 
tr: rT (rx—1)’ 
是 A 的 变换 . VyEA, 令 y 一 (x 一 1)7, 则 z=1 土 Vy. 因 y 宇 0, 故 1 十 Vy EA ,使 得 
tr: 1 十 Vy -> y. 
所 以 t+ 是 A 的 满 射 变换 . 
取 zi 一 0,z 一 2GEA， 
t: zi (0 一 1) 一 1， 
za 一 (2 一 1) 一 1. 
虽 zi 关 zz ,但 xi 二 zx; 二 1, 从 而 rt 不 是 A 的 单 射 变 换 . 作 


rT!,a>1++Va, 
则 因 0EA,0 在 一 :下 无 道 象 , 故 r :不 是 A 的 满 射 变换 ,但 “是 A 的 单 射 变换 . 
Va€A, 
a = (a =) = +Va—1) =a=a. 
所 以 Tt!'r 二 &. 
《还 可 规定 


rz: 过- 十 Vz， Tz 之 1， 
x—>1—Vzx, 0zr<l. 
因 了 在 r ! 下 无 逆 象 , 故 ' 不 是 A 的 满 射 变换 ,但 ! 是 A 的 单 射 变换 . 
YrEA, 
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当 zx 之 1 时, (zy 一 (1 十 Vx)'=[(1 十 YX) 一 1 了 了 =z. 

当 0 委 z<1 时 , (zx 一 (1 一 Yz)' 一 (1 一 Vz 一 1)* 一 (一 YX)? 一 xz, 从 而 x' “二 x .所 以 
tT irt=e.) 

3. 假定 A 是 所 有 实数 作成 的 集合 . 证 明 : 所 有 A 的 可 以 写成 

XX 一 ar 十 b，，a,b 是 有 理 数 ，a 关 0 

形式 的 变换 作成 一 个 变换 群 . 这 个 群 是 不 是 一 个 交换 群 ? 

证 设 G= {ty | VrEA,zrxw =azx 十 b,a 关 0,4a,b 是 有 理 数 }， 

因 moEC, 故 CG 天 分. 

IT. Vr ruEG, YrEA, 

Xabrd 一 (Zai ) doc(arto)i+d=carticbt+ d= rtad 


即 
ThTad Tw,gtd. 
因 c 关 0,a 关 0, 故 ca 天 0, 且 ca,cb 十 d 是 有 理 数 ,所 以 了 rorczEG. 
1. 变换 乘法 适合 结合 律 . 
N. 3moEG, 使 得 VroeEGynore 一 re: 
V.YrtwEG, 因 a 天 0, 故 了 3o,-*EG, 使 得 T1, btTos 一 Ti0。 
综 上 ,G 是 群 . 
因 ro 是 A 的 恒 等 变换 , 故 G 是 A 的 变换 群 . 
因 Two 一 Tz2 yzoru 一 za , 故 
zilr20 ZE roril， 
所 以 G 不 是 交换 群 . 
注 1) ”本题 是 一 个 基本 题 ,是 直接 按照 群 的 定义 ,验证 集合 是 群 的 很 好 的 练习 . 
2) 我 们 还 可 以 利用 定义 来 证 明 G 是 一 个 变换 群 . 首先 证 明 G 是 一 个 群 ( 见 上 面 的 证 
明 ), 再 证 明 VYV ts (EGG) 是 A 的 一 一 变换 .事实 上 ,VyEAh, 令 y= 二 ax 十 b, 因 a 关 0, 故 = 


2 二 ,从 而 了 二 > 一 全 EGEA4A, 使 得 


(0) ea 

从 而 zx* 是 A 的 一 个 满 射 变换 . VY Xi1, x2 EA, 若 Xi 二 X82 , 则 axi 十 6 二 axsz 十 6， 因 a 关 0， 故 
Xi 二 zs, 从 而 忒 ,是 A 的 一 个 单 射 变换 . 显然 可 见 , 证 明 集 A 的 若干 个 变换 作成 的 群 G 是 A 
的 一 个 变换 群 , 只 需 证 明 A 的 恒 等 变 换 在 G 中 , 比 起 利用 定义 要 简便 一 些 . 

3) G 是 实数 集 A 的 所 有 的 一 一 变换 作成 的 变换 群 的 子 群 . 

4) ”A 改 为 是 所 有 有 理 数 作成 的 集合 ,命题 也 成 立 . 

5) 设 G={(a,6) |a,b 是 有 理 数 ,a 闫 0). 规定:(2,5) 一 (c,d), 当 且 仅 当 4a=c,6 二 d. 则 
G 对 于 代数 运算 


(a,b)(c,d) = (ca,cb++d) 
来 说 作成 一 个 群 , 且 
中 :zz > (a,b) 
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是 G 与 G 间 的 一 个 同 构 上 映射. 事实 上 ,由 显然 是 G 与 G 间 的 一 个 一 一 映射 . V tw ,taEG, 有 
中 :ro > (u,b), Try > (c,d). 
则 
Prioroa = Toastd > (cascb + d) = (a,b) (c,d). 
所 以 GG. 
4. 假定 S 是 一 个 集合 A 的 所 有 变换 作成 的 集合 . 我 们 暂时 仍 用 旧 符 号 
tr:a>a’ = rt(a) 
来 说 明 一 个 变换 z. 证 明 : 我 们 可 以 用 
nt: a>Tti[t (a)| = TT (a) 
来 规定 一 个 S 的 乘法 ,这 个 乘法 也 适合 结合 律 ,并 且 对 于 这 个 乘法 来 说 A 的 恒 等 变 换 e 还 
是 S 的 单位 元 . 
证 
1) S 对 乘法 封闭 . 
Vn,t ES,VYaEA, 
nn:a—rti(a), 
r:Qa 一 ri(a)， 
| tt: a (nt)(a) = nLr(a)j. 
因 Lr (a)j 是 A 中 的 一 个 唯一 确定 的 元 素 , 故 ts 是 A 的 一 个 变换 ,从 而 3.r€ 5S. 
2) S 的 乘法 适合 结合 律 . 
VrmrrEsS,VyVaeA， 
(TTT a> [nrt)ra a) 一 (nr)Lr(a)] 一 mLrGCr(Ca))]， 
Titot): a [aor) (a) = a[(wr)(a)) = tLe (ra))]. 
因此 ,a 在 (mm)r 下 与 在 (tt) 下 的 象 相等 . 所 以 
(TT )Ts 一 TI (TT ). 
3) ”A 的 恒 等 变 换 e 是 S 的 单位 元 . 
VaE€A, 
E:a—>a. 
YtrES, 
er:a 一 (er)(c) = e[r(a) | = r(a), 
tresa—> (re)(a) = tle(a)|] = rt(a). 
因此 ,a 在 er 下 与 在 re 下 及 在 rt 下 的 象 相等 .所 以 
Eto=Te=T. 
从 而 ,e 是 S 的 单位 元 . 
5. 证 明 :一 个 变换 群 的 单位 元 一 定 是 恒 等 变换 . 
证 一 设 e 是 集合 A 的 变换 群 G 的 单位 元 ,YrEG, 因 G 是 变换 群 , 故 是 满 射 变换 ， 
从 而 ,Ya€EA,365EA, 使 得 r= 二 a. 于 是 
a 一 (0) 一 0 一 大 一 4 一 4 
所 以 ,e=s* 是 A 的 恒 等 变换 . 
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证 二 设 e 是 集合 A 的 变换 群 G 的 单位 元 , YrEG'er 一 rr YaEA， 
Cl =a’, a” = (a’)", 
从 而 
(六 一 4 
因 是 单 射 变换 , 故 a 二 a, 所 以 。 是 A 的 恒 等 变换 . 
证 三 〈 反 证 法 ) 设 。 是 集合 4 的 变换 群 G 的 单位 元 ,但 e。 不 是 恒 等 变 换 , 则 32EA ,使 
得 5 关 65. 取 rEG, 对 于 5 来 说 ,由 tr 是 A 的 满 射 变换 ,bE A, 使 得 61 二 6. 文 
bi 一 (0) = b， 
从 而 
br ol. 
即 
re :兴工 
此 与 e 是 G 的 单位 元 矛盾 .所 以 e 是 恒 等 变 换 . 
注 1) 该 命题 的 如 下 证 法 是 错误 的 . 
“ 恒 等 变换 是 集 A 的 全 体 变换 作成 的 集合 S 的 单位 元 ,又 群 的 单位 元 是 唯一 的 , 故 变换 
群 的 单位 元 只 能 是 恒 等 变 换 .” 
因为 还 不 知道 恒 等 变换 是 否 一 定 在 变换 群 中 . 
2) 设 G 是 集 A 的 变换 群 , 则 se 是 A 的 恒 等 变 换 抵 s 是 G 的 单位 元 . 
证 略 . 
3) 设 G 是 集 A 的 变换 群 ,rEG, 则 :是 rz 的 逆 变 换 怠 一 :是 rz 的 道 元 . 
证 一 :是 的 道 变换 后 YaEA, ar 一 b, 其 中 b=a 
SO Ya€EA, (a ) 一 a 
OG YaEA，ar =a’ 
全 rr 一 ee 是 G 的 单位 元 
今 芽 ' 是 7 的 道 元 . 
6. 证 明 :实数 域 上 一 切 有 逆 的 nXn 和 矩阵 对 于 和 矩阵 乘法 来 说 ,作成 一 个 群 . 
证 设 G={A|A 是 实数 域 上 x 阶 矩 阵 , 且 |A| 关 0}. 因 n 阶 单位 矩阵 玉 EG, 故 G 关 3. 
I.YA,BEG,|A| 关 0,1B| 冯 0, 从 而 
1 AB |=|Al1IBI 0. 
所 以 ABEG, 即 G 对 乘法 封闭 . 
1. 和 矩阵 乘法 适合 结合 律 . 
NN. n 阶 单位 矩阵 王 是 G 的 单位 元 . 
V. YAEG, 因 |A| 关 0, 故 3 4 的 道 矩 阵 A-'E G, 使 得 A 'A 二 EF, 即 A 在 G 中 有 左 道 
元 A -1!. 
所 以 ,G 是 一 个 群 . 
注 1) 当 n 宇 2 时 ,G 是 非 交 换 群 . 事实 上 , 取 
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A= ] ，B= EG. 
1 1 

(和 矩阵 中 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1 ,其 他 没有 注 明 的 元 素 都 是 0. ) 
有 AB 天 BA. 

2)” 记 本 题 中 的 群 为 GL,( 只 ) , 称 为 实数 域内 上 ” 阶 完全 线性 群 . 

3) 设 G 是 全 体 不 等 于 零 的 实数 的 集合 , 则 G 对 于 普通 乘法 来 说 作成 一 个 群 . 且 

中: A—|Al| 

是 G 到 G 的 同 态 满 射 ,所 以 G 之 G. 


三 、 讲 与 练 


1. 证 明 : 设 G 与 G 是 任意 两 个 群 , 则 必 存 在 G 到 G 的 同 态 映射 . 

证 中 : 工 一 人 
是 G 到 G 的 一 个 同 态 映 射 , 其 中 z 是 G 的 单位 元 . 事实 上 ,中 显然 是 映射 . 且 YVx,yEG, 有 
中 (zy 一 e 一 上 E 一 由 (Zz) 中 (y). 

2. 判断 下 面 命题 是 否 正 确 , 若 对 ,证 明之 ; 若 错 , 举 出 反例 : 设 G,G 都 是 群 ,G 芝 区 , 则 

1) 局 的 单位 元 E 在 由 下 的 道 象 是 G 的 单位 元 . 

2) YaEG,a :在 由 下 的 道 象 是 去 在 下 的 闭 象 的 逆 元 . 

解 1) 不 对 . 

例 设 忆 是 整数 加 群 .G= 10)} 对 普通 加 法 作成 群 . 

中 :aa 一 0 
是 了 到 区 的 一 个 同 态 满 射 , 从 而 之 到 .但 巨 的 单位 元 0 的 逆 象 除 Z 的 单位 元 0 以 外 ,还 有 
许多 非 单位 元 : 士 1, 士 2,… 

2) 不 对 . 

例 ” 设 Us = (1,w,w? |w 是 三 次 本 原单 位 根 ) ,Us 二 {1,wi ,wf ,w3 ,wt ,wi |w! 是 六 次 本 原 
单位 根 } ,Us 与 Us 对 于 乘法 都 作成 群 . 

中 :1 一 1， Wi 一 1， wi—>w, 
是 Us 到 Us 的 一 个 同 态 满 射 . 从 而 Us。 和 Us， 

取 a==w, 则 a 1 二 wz ,a ! 在 中 下 的 道 象 是 w4 与 ,而 a 在 中 下 的 逆 象 是 3 ,w ,但 (wf) 7 
一 wf ,(3) 1 一 ww. 所 以 ,wi 不 是 w 在 四 下 的 道 象 的 道 元 . 

3. 设 G 是 群 . 则 G 是 交换 群 今 由 :a > a-! 是 G 的 自 同 构 . 

证 一 (=>) VaE€G,3j la 1€G, 使 得 pC(a)==a- !, 从 而 是 G 到 G 的 映射 . Ya EG， 
3ariEG, 使 得 由 (ar = (a-1) ! 一 a, 从 而 gj 是 G 到 G 的 满 射 . Ya,5EG, 若 a 关 5, 则 
a 六 67!, 即 (a) 关 (5) ,从 而 由 是 G 到 G 的 单 射 . Ya,5EG， 

$ab)= (ab) =6 lia li=a 6b =p(a) 9 (0), 
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从 而 由 是 G 的 自 同 构 映 射 . 
(< 二) 已 知 $:a 一 a ! 是 G 的 自 同 构 . 
Va,bEG, 
中 (ap) 一 中 (ca) 中 (一 a 0 ， 
中 Cab) 一 (cp) =b La !, 
从 而 
ap 一 Oo 
> (a 6b ) =(6 ia) 
> ba=ab. 
所 以 G 是 交换 群 . 


证 二 (二) 已 知 b:a 一 a ! 是 6G 的 自 同 构 . Ya,bEG,3a !,b 1€E G, 使 得 (a ) 一 
ay 中 (01) 一 0 从 而 由 ap ) = Ca)$ (0)=ab; 又 ba 6 1)=$((ba) 1!) =6a. 因此 
ab 二 ba. 所 以 G 是 交换 群 . 

(之 ) 见证 一 . 

注 若 G 为 非 交 换 群 , 则 由 :a -> a ! 未 必 是 G 的 自 同 构 . 

例 S， 为 非 交 换 群 ,由 : (1 2) (1 3) -一 [(12)(1 3) = 一 (1 2 3) :一 
(1 3 2) 关 (1 2)-1(1 3) ,从 而 由 不 是 S: 的 自 同 构 . 

4. 设 r+ 是 集 A 的 单 射 变换 ,4 和 4 是 A 的 变换 .证 明 :Xr== 和 Ar 后 入 一人. 

证 (一 ) YaE€A, 有 a”=a"', 即 (ea)'==(a*)". 因 rt 是 单 射 , 故 =a” ,从 而 人 一 人 

(< 二) 由 4= 久 , 显 然 有 Ar 二 和 Ar. 

5. 取 定 ac E 群 CG， 

Tt:rX>axrxa!, XEG 
是 由 a 决定 的 一 个 法 则 .证 明 : 

1) 是 G 的 一 个 自 同 构 . 称 为 由 元 a 决定 的 群 G 的 内 自 同 构 . 

2) . G 是 交换 群 今 G 的 所 有 的 内 自 同 构 都 是 G 的 恒 等 变换 . 

3) G= {tla EG}) 是 G 的 一 个 变换 群 . 

4) 对 于 G 的 乘法 与 G 的 乘法 来 说 ， 

$b: rt,, XEG 

不 一 定 是 G 与 G 间 的 同 构 映 射 . 

证 1) 多 VzEG,3ara IEG, 使 得 

tu: 工 一 QZGT1， 

从 而 元 是 G 到 G 的 一 个 映射 . 

加 VxXEG,Ijzx=a-!x‘a€G, 使 得 

ti:X=a!ra >a(lalra)a! = 7’, 

从 而 是 G 到 G 的 满 射 . 

@ VzzEG, 若 ara ! 二 azza 1, 则 由 群 G 的 乘法 适合 消去 律 , 有 zi 一 zz， 从 而 二 
是 G 到 G 的 单 射 . 

由 VYVzz EG, 
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tu: XI QZ1a 1， 
Xs QTd 1， 
ZiZz-> Ciza ! = (aria’ !)(ara !). 
综 上 ,zt 是 G 的 一 个 自 同 构 . 
2) 设 e 是 G 的 恒 等 变 换 , 则 VxEG,VYa€G， 
G 是 交换 群生 ar 二 xa 
Cara 一 并 
命 Ze 一 并 
< T= €. 
3) Vt EG, 由 ) 知 是 G 的 一 一 变换 . 
I.Va,rt EG,YrEG, 有 
Taste (ara sb(ara bb! 
=(ba)r(ba) =r. 
所 以 ,3 站 tt 一 twEG, 因 此 ,G 对 乘法 封闭 . 
1. 变换 乘法 适合 结合 律 . 
KW. 因 群 G 有 单位 元 e, 故 G 有 恒 等 变 换 r.,r 就 是 G 的 单位 元 . 
V. Yt EG, Tt 的 左 逆 元 rz.EG, 使 得 
rm 一 Tool = Te, 
综 上 ,G 是 G 的 一 个 变换 群 . 
4) 例 , 设 G={(1, 一 1}, 则 G 对 于 乘法 作成 一 个 群 . 
ni:l>1.1.1] =1.1.1=1, 
l—>1(—1)1 = 1(—1)1=—1l. 
:> (一 1)1( 一 1 一 (一 1)1( 一 1) 一 1， 
l> (一 1) (一 1) (一 1 一 (一 1)( 一 1)( 一 1) 一 一 1 
中 : la. 
一 1 Ti. 
1 天 一 1 但 站 一 从 而 由 不 是 G 到 G 的 单 射 ,所 以 由 不 是 G 与 G 间 的 同 构 映射 . 
6. 设 集 A 所 含 的 元 的 个 数 大 于 1 ,证 明 :存在 A 的 若干 个 非 一 一 变换 作成 的 集 , 它 关于 
变换 乘法 作成 群 . 
证 设 A={a,b,…}). 取 定 a€Ah, 作 
tr: Xa, VrEA. 
由 于 A 至 少 含 两 个 元 ,从 而 z 是 4 的 一 个 非 一 一 变换 . 因 rr=7t, 故 G= {rt} 对 于 变换 乘 
法 作成 一 个 群 .G 的 单位 元 是 + ,rt 的 逆 元 是 自身 . 
7. 设 G 是 非 空 集合 A 的 所 有 的 一 一 变换 对 于 变换 乘法 作成 的 变换 群 . 若 A 含有 多 于 
两 个 元 ,证明 :G 不 是 交换 群 . 
证 设 A={al,as,a;,"…}， 


OG: Ud Yd42, 4d Yd, 43 一 Qi， 


67 


近世 代数 基础 问题 探析 


G: TT— XI. 
TU 一 CO， CC2 一 人] 9 人 3 一 > 3。 
而 其 余 的 zxEA， 
TT i, 


则 o,t 是 A 的 两 个 一 一 变换 ,从 而 o,rEG. 但 对 于 a: € A 来 说 ， 
a =(a2)'=a;=as, 


4 一 (da 一 4 二 02， 


从 而 

as 尖 az ， 
所 以 

GT 天 Ta. 
因此 G 不 是 交换 群 . 


8. 设 * 是 集 A 的 一 一 变换 ,4 是 A 的 变换 ,证 明 : 

1) 4 是 A 的 单 射 变换 会 Mr 是 A 的 单 射 变换 . 

2) 4 是 A 的 满 射 变换 今 Ar 是 A 的 满 射 变换 . 

证 1) (二 ) 显然 Mr 是 A 的 变换 , Va,bEA, 背 a 关 b, 因 是 A 的 单 射 变换 , 故 
天 .又 因 + 是 A 的 单 射 变换 , 故 (ax)' 关 (53), 即 a* 关 这 .所 以 Ar 是 A 的 单 射 变换 ， 

(cc) Va,bEAh, 若 a 关 b, 因 4r 是 A 的 单 射 变换 , 故 a* 关 扩 , 即 (a*)' 关 (8)', 因 + 是 A 
到 A 的 映射 , 故 a* 关 太 . 所 以 A 是 A 的 单 射 变换 . 

2) (二 >) 显然 *r 是 A 的 变换 . Ya EA ,由 r+ 是 满 射 ,ja'€EAh ,使 得 a "一 a .又 由 4 是 
满 射 , 3 a€ A ,使 得 a* 二 a'. 于 是 3aE€A ,使 得 


” Li 
a (a’)’ Qa "=a. 


所 以 Mr 是 满 射 . 

(<=) Ya€EAh, 因 rt 是 A 的 变换 , 故 了 jaEAh ,使 得 a ==a”. 对 于 weEA4 来 说 , 因 Mz 是 满 
射 , 故 jaEAh ,使 得 a 二 a ,从 而 a” 二 a , 即 (a*)' 二 a ". 因 t 是 单 射 , 故 a 二 a .所 以 A 是 
满 射 . 


四 、 思 考 问 题 


1. 试 判断 下 面 各 命题 是 否 正确 . 

1)” 设 9 是 群 G 到 群 G 的 一 个 同 态 映射 ,a,bEG, 有 中 (Ca) 中 (5b) 二 中 (6) 中 (a)， 
则 <2 一 2c. 

2) 设 z 一 2"! 是 实数 加 群 R 到 正 实数 乘 群 R' 的 一 个 映射 , 则 

4$ 是 R 与 R' 间 的 一 个 一 一 映射 ， 

@ 是 RR 与 R' 间 的 一 个 同 构 映 射 . 

、 1] ， 当 2|n 时 yy 4 a 必 v 

3) 设 和 nw gfn 时 9 =D ) 是 整数 加 群 也 到 非 零 实数 乘 群 R 
的 一 个 映射 , 则 

DD 是 Z 到 RR' 的 一 个 同 态 映射 
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@ 是 Z 到 RR" 的 一 个 满 射 . 

@ gq 是 Z 到 R* 的 一 个 单 射 . 

4) 设 由 : n 一 YY(i 是 虚数 单位 ) 是 整数 加 群 Z 到 非 零 复数 乘 群 C' 的 一 个 映射 , 则 

@ gb 是 Z 到 C' 的 一 个 同 态 映 射 . 

@ 是 Z 到 C’ 的 一 个 满 射 . 

@ gb 是 Z 到 C’ 的 一 个 单 射 . 

5) ”复数 加 群 C 与 非 零 复 数 乘 群 C' 同 构 . 

2. 证 明 下 面 各 中 是 群 G 到 群 G 的 同 态 满 射 . 

1) G 是 实数 加 群 ,G= ( z|z ecC ,|z|=1) 对 乘法 作成 一 个 群 .由 :z 一 e” ,其 中 。= 
2.71828… 

2) G 是 正 有 理 数 乘 数 ,G 是 整数 加 群 . VeEG, 都 有 w=2"ai, 其 中 mm(EG) 的 分 子 和 
分 母 均 与 2 互 素 ,而 nEG. :a 一 nn. 

3) G 是 非 零 有 理 数 乘 群 ,G 是 正 有 理 数 乘 群 .由 :z 一 |x|. 

3. 证 明 下 面 各 4 是 群 G 到 群 G 的 同 构 映射 . 

1) G=(2k|kEZ) 与 G6={3k|k EZ) 对 于 加 法 都 作成 群 .四 :2k 一 3k. 

2) G 一 {a+bpV3|a,5ERR} 对 于 加 法 作成 一 个 群 ,G= (Ca,6) |a,b5ER) 对 于 (a,5) 十 


(cd) 二 (a 十 c,b 十 q) 作 成 一 个 群 . 中 :a 十 5V3 — (a,b). 
3) G 是 正 实数 乘 群 ,G 是 实数 加 群 . 中 :z 一 ln z, 
4) G={a+TpvZ|a,b 是 不 同时 为 零 的 有 理 数 } 对 于 数 的 乘法 作成 一 个 群 ,G= 


I 2) 


5) G 是 实数 加 群 ,G- | (。 ”) |* ER | 对 于 和 阵 乘法 作成 一 个 群 .~ (， 人 小 


a 2 
a,b 是 不 同时 为 专 的 有 理 数 | 对 于 逢 阵 乘法 作成 一 个 群 .四 :abV2 一 上 小 
1 


_ cos0 —sin0 
6) G={ cos9+isin0|9 ER } 对 于 数 的 乘法 作成 一 个 群 ,G= ( 


) ?eR | 对于 


sin cos 0 


cosb0 一 snO 
矩阵 乘法 作成 一 个 群 .由 :cos b+ising 一 | ): 
sin DO cos DO 

“一 zeos 0 一 sin DO cosO 一 SinO 

cl I | 对 于 变换 乘法 作成 一 个 群 ,一人 ( )| 

y 一 zsin0Hycosl sing cos0 


0 —sing 
0ER | 对 于 短 隆 和 法 作成 一 个 全 ,5 (于 ). 


sin 0 cos 0 


8) 6G= |(_“ “)|e,e 是 不 全 为 零 的 实数 | 对 于 矩阵 乘法 作成 一 个 群 ,G 是 非 零 复数 


a 


乘 群 .由 ( 


9) 设 A 是 一 个 固定 的 n 阶 实 对 称 矩 阵 .G={P|P 是 ” 阶 可 逆 实 矩阵 ,使 得 P'AP = 
4)} 对 于 矩阵 乘法 作成 一 个 群 . 设 n 阶 实 对 称 矩 阵 B 与 A 合同 , 即 了 x 阶 可 递 实 矩阵 C ,使 得 
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B=C'AC.G={Q|Q 是 x 阶 可 逆 实 矩阵 ,使 得 QBQ 二 B) 对 于 和 矩阵 乘法 作成 一 个 群 .四 :P 
> CPC. 

10) G=Q[z],G=Q[z] 对 于 多 项 式 加 法 都 作成 群 .由 : FCz) 一 f(x?). 

4. 找 出 从 整数 加 群 也 到 有 理 数 加 群 @ 的 所 有 的 同 态 . 

5. 找 出 整数 加 群 己 的 所 有 自 同 态 和 所 有 自 同 构 .( 忆 到 也 的 同 态 映射 称 为 也 的 自 
同 态 . ) 

6. 设 群 G 的 自 同 构 只 有 恒 等 变 换 . 证 明 :G 是 交换 群 , 且 YzxEG ,满足 x 二 e. 

7. 设 A 是 平面 的 所 有 点 的 集合 ,ww 表示 平面 的 点 绕 定点 转 9 角 的 旋转 ,证 明 :G = 
{ry} ,Gs 二 {to ,TF ,Ts 全) 都 是 A 的 变换 群 . 

8. 设 <EA, 求 证 : 集 A 的 所 有 使 4 不 动 的 一 一 变换 的 集合 是 A 的 变换 群 . 

9. 证 明 下 列 各 集 G 对 于 变换 乘法 作成 一 个 群 . 

1) A=={1,2,3,4,5} 的 变换 


ri: 1 一 5 rz :1 一 4 rz: 1 一 2 
2—2 2 一 5 2 一 人 4 
3 -一 2 3 一 5 3 一 4 
4 一 4 4 一 2 4—5 
5 -一 5 5 一 4 5 一 2 


都 是 A 的 非 一 一 变换 . G= {nT ,Ts}. 


2) 模 6 的 剩余 类 加 群 Z。 一 {[0],[1j,[2j,L3],[4j,L5j]} 的 变换 
nm: [0]— [0] zz: [0] —> £0] 
[1j 一 [4] [1 一 [2] 
[2 一 [2] [2] 一 [4] 
L3] > [0] [3] 一 [0] 
[4] -一 [4] [41-> [2] 
[5] 一 [2] [5] 一 [4 


都 是 Ze 的 非 一 一 变换 . G 一 (mr )}. 

10. 设 M, (RR ) 是 实数 域 恨 上 的 一 切 n 阶 方 阵 的 集合 . YA,BEM,(R), 且 |A| 天 0. 令 

rap: XX— AX+B. 

证 明 :1) G= {rws|A,BEM,(R),1A| 关 0) 是 M,CR) 的 一 个 变换 群 . 

2) 晶 ={rs|I 是 n 阶 单位 答 阵 ,BEM,(R)} 是 M,(R) 的 一 个 变换 群 . 
AEM,(RR),1A| 关 0) 是 M,(R ) 的 一 个 变换 群 . 

4) 设 GL, (R) 是 实数 域 RR 上 的 一 切 nn 阶 可 逆 方 阵 的 集合 . 则 K= {to |AE 
GL,(R)}) (={rao|AEM,(R),1A| 取 0) ) 是 GL,(R) 的 一 个 变换 群 . 

5) 中 :ts 一 B 是 变换 群 量 与 加 群 M;(R ) 间 的 一 个 同 构 映 射 . 

6) y:t4o 一 A 是 变换 群 K 与 乘 群 GL,(R ) 间 的 一 个 同 构 映 射 . 

11. 利用 Cayley 定理 , 找 出 一 些 变 换 群 ,使 之 分 别 与 下 面 各 群 同 构 . 


1) ”整数 加 群 Z. 
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2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 


实数 加 群 民 . 

非 零 实数 乘 群 R*. 

实数 域 恨 上 的 一 切 n 阶 方 阵 的 集合 对 于 矩阵 加 法 作成 的 群 M,C RR ). 
实数 域内 上 的 一 切 阶 可 逆 方 阵 的 集合 对 于 矩阵 乘法 作成 的 群 GL, (RR ). 

有 理 数 加 群 @Q， 

非 零 有 理 数 乘 群 他 . 

平面 上 所 有 点 的 集合 对 于 加 法 : (x,y) 十 (zx ,y ) 二 (zx 十 x ,y 十 y ) 作 成 的 群 "== 


{Cx,9y) x,y ER). 
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1. 1) 置换 群 的 定义 是 什么 ? 

2) 有 限 变换 群 是 否 为 置换 群 ? 

答 1) G 是 一 个 置换 群 

仿 G 是 一 个 有 限 集合 的 若干 个 置换 作成 的 群 

全 G 是 有 限 集合 的 变换 群 . 

2) 有 限 变换 群 未 必 是 置换 群 . 例如 , 设 x 是 个 平面 上 所 有 的 点 作成 的 集合 , 则 平面 
上 的 点 变 到 自身 变换 是 x 的 一 个 恒 等 变 换 e, 从 而 {e} 是 x 的 一 个 有 限 变换 群 . 但 (e} 不 是 有 
限 集合 的 变换 群 . 所 以 {e} 不 是 置换 群 . 

2. 证 明 : 每 一 个 有 限 群 都 与 一 个 置换 群 同 构 . 

证 由 Cayley 定理 的 证 明知 ,任何 一 个 群 G 都 与 G 的 一 个 变换 群 G 同 构 . 今 设 G 是 
有 限 群 ,从 而 G 的 一 个 变换 群 G 就 是 置换 群 . 所 以 每 一 个 有 限 群 都 与 一 个 置换 群 同 构 . 

注 ”下面 的 证 法 是 错误 的 ;“ 由 Cayley 定理 知 ,任何 一 个 群 都 同一 个 变换 群 同 构 ,因此 ， 
有 限 群 G 也 与 一 个 变换 群 G 同 构 . 则 此 变换 群 G 必 为 有 限 变换 群 ,从 而 G 是 一 个 置换 群 ， 
即 有 限 群 都 与 一 个 置换 群 同 构 . ”因为 有 限 变 换 群 G 未 必 是 置换 群 . 

3. 设 aE 群 G ,证 明 : 

1) lal 有 限 售 3 不 同 整数 有 与 &, 使 得 a* 二 a*. 

2) 若 la| 有 限 , 且 |a|==n, 则 

ar=at n|h—k, Yh,kEZ. 
3) 车 laj= 二 吕 , 则 
a'=a'OOh=k, Yh,kEZ. 

证 1) (<=) 设 3 不 同 整 数 h 与 &, 使 得 a*= 二 a' ,不 妨 设 h>>k, 则 a*“==e, 其 中 hh 一 
是 正 整 数 , 从 而 |a| 有 限 . 

(一 ) ” 若 |a| = 为 一 正 整 数 , 则 对 于 任何 整数 有 总 有 nn 十 & 关 k, 取 一 n 十 k, 有 a 一 
af 一 Qnr =—=at. 

注 事实 上 ,给 定 任何 整数 & 以 后 ,都 存在 无 限 多 个 h, 使 得 “二 a*. 只 要 取 h=gn 十 &k 
(其 中 gEZ ,g 关 0) 即 可 . 

2) (二) 由 n|h—k, Jj gE€2 ,使 得 h 一 k= 二 gn, 妈 有 二 qn 十 k&， 所 以 a* 二 a”** 二 (a")?a* 


(二 ) 设 h 一 k= 二 gn 十 r,0 志 7r 过 ny 则 由 a 二 a*, 有 ee 二 a “二 a”"”*' 一 (a”)?a' 二 a". 因 |al 
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二 XN, 又 0 安 r 过 n, 故 r==0, 从 而 hk 一 k= 二 gn, 即 nih 一 上 . 

3) (< 熏 ) 显然 . 

(=>) 假设 hk 已 知 ar==a*, 由 1)< 寺 知 ,|al| 有 限 . 此 与 已 知 |jal=co 矛 盾 ， 所 
以 A 二. 

4. 我 们 已 知 重要 结论 :假定 G 是 一 个 由 元 a 所 生成 的 循环 群 . 那么 G 的 构造 完全 可 以 
由 a 的 阶 来 决定 : 

a 的 阶 车 是 无 限 , 那 么 G 与 整数 加 和 群 同 构 : 

a 的 阶 若 是 一 个 有 限 整数 ”那么 G 与 模 n 的 剩余 类 加 群 同 构 . 

今 证 明 ,其 逆 命 题 也 成 立 . 即 : 设 G=(a). 1) 若 G 与 整数 加 群 Z 同 构 , 则 |a|==o0; 
2) 若 G 与 模 n 的 剩余 类 加 群 &, 同 构 , 则 |a| 王 7 

证 1) 假设 le 有 限 , 设 |a|=” 由 重要 结论 ,G 兰 Z.. 再 由 已 知 ,Z 守 2Z,, 但 | Z|= 
co | Z| = 二 n, 此 为 矛盾 .所 以 la|==%. 

2) ”假设 |a| =m 关 n; 由 该 结论 ,G 尘 Z, ,再 由 已 知 ,Z 兰 Z, ,但 | Z | ==m, | Z| =n， 
此 与 m 关 n 矛盾 . 假设 lal 一 co ,由 该 结论 ,G 兰 了 ,再 由 已 知 , Z., 兰 2, 出 现 矛 盾 , 所 以 |a| 二 =n. 

注 在 同 构 的 意义 下 ,无限 循环 群 只 有 -- 个 . 因为 任 一 无 限 循 环 群 都 与 整数 加 群 Z 辣 
构 , 所 以 任意 两 个 无 限 循环 群 必 同 构 . 有 限 循环 群 由 其 阶 唯 一 决定 . 因为 任意 两 个 同 阶 有 
限 循环 群 必 同 构 . 

s. 在 循环 群 G= (a) 中 ,生成 元 a 的 阶 与 群 G 的 阶 是 什么 关系 ? 

答 生成 元 a 的 阶 = 循 环 群 G 的 阶 . 具体 来 说 ,在 G=(a) 中 ， 

1) |al= 正 整数 ”全 1G| 王 正 整 数 ”. 

2) al=co 台 1GI=co. 

事实 上 ,1) (人 一) 由 |a|=n 及 该 结论 , G 圭 2Z,, 从 而 1G|= | Z| =n. 

(二) 已 知 |G|=n, 必 有 |a| 有 限 . 假设 不 然 , 若 1a 无限 , 则 由 该 结论 ,G 圭 Z ,从 而 G 
是 无 限 群 ,此 与 1G1=# 了 矛盾 . 所 以 可 设 |a|== 正 整数 m. 由 必要 性 知 |1G|= 二 m. 于 是 m 二 nn， 
即 |a|==x. 

2) 命题 1) 的 逆 否 命题 即 命 题 2). 

6. 证 明 : 若 a€E 群 G, 是 |G|=1a|=n; 则 G= (a). 

证 ”已 知 |a|==n, 由 上 一 问题 5 知 ,| (a)|==n, 即 |(a)|=1G|=n. 又 (Ca)CG， 
故 G= (a). 

注 设 G 是 有 限 群 ,; 则 1)G= 二 (0);2)|a|==n,aEG;3)|1G|==n, 此 三 者 中 任 两 个 可 以 推 
出 第 三 个 . 


二 、 上 典型 问题 分 析 


1. 证 明 : 在 ”次 对 称 群 S。 中， 
1) ”两 个 不 相连 的 循环 置换 可 以 交换 ; 
2) ise i = (iis 1). 


证 一 1) 设 i la beet1’’ lm Lmti'"® ln 是 1,2,°" ,nn 的 一 个 排列 ,1 委 &<m <7. 
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(71 7 ee xe) Cir let2 i ) 


( 2 Lp LEtI lm Ll “人 12 ”RH ) 
12 23 °° 1 Tet Ln Lmri” ln 11 22 “ZK TH2 " Tetllmtl""" Ln 


( 22 0 TER LR Lm Tntl'"” ") 


12 13 °° 1] 72 ”2 1 Ln 


Ci lm) CD) 
( pt2 2 "jo Ter2 nl1 2 Tilmrl "" ”| 


TH2 DEF3 ZHI D1 D2 pH RH Tet2 "Dn tb2 13 1 Tmntl "tn 


(” ptr2 "Lm L112 pln """ 站】 
四 


L 


2 
( ge pg jaa fn ml “| 
本 1 so gers Tp3 etl mtl "Th 
所 以 
21 2 0 Lp) (Rr Ler2 lm) = (lpr ze in) (1 zt i ). 


2) 


(1 12 ii) ! 一 


站 
(2 i i 
二 
证 二 1) 设 x 与 «为 两 个 不 相连 的 循环 置换 ,于 是 任 一 元 素 iE{1,2,…,n), 若 i 被 
变动, 则 i 在 x 下 必 不 变 , 从 而 二 二 j 关 i. 因此 了 ==(1")" 关 i 二 j, 即 j 也 是 被 x 变动 的 元 
素 . 因而 i,j 在 x 下 都 不 变 . 于 是 有 


i™ (C17)™ j™ 也 了 (1™ )” 二 i "二 i 


即 


同 理 , 对 于 任 一 被 < 变动 的 元 & 也 有 


k™ = Ar 
而 对 于 那些 在 x 与 x 下 均 不 变 的 元 素 /来 说 ,显然 有 
"lI. 


所 以 rr = 二 x. 
2) ”因为 (并 记 … )(iiii… 入) 二 ( 记 ) 是 恒 等 置 换 ,也 就 是 nn 次 对 称 群 S, 的 单位 元 ， 
所 以 
(iar ba) = (ir 1). 
证 
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2) 设 x=(ii i i) 是 4 一 (tayar， ao} 的 一 个 ?元 置换 .YaEA,ar 一 0 一 
a; ,其 中 。 是 A 的 恒 等 置 换 , 即 S, 的 单位 元 . 


当 1<j<k 时 ,aF 一 (加 ) 一 oi ,所 以 


a = a, 
x 
当 7 一 上 时 ,ar 二 (af ) =ar 所 以 
ar 一 ai， 
x 
当 k 十 1<j<n 时 ,a™' 二 (a5 ) =ar ,所 以 
ar 一 4;.， 
了 了 
1 ，  ， 
"= , , . "= Gi oe iz 11). 
LEL1 ”22 ZK 1 ZHI ”Zn 


2. 证 明 :S, 的 一 个 循环 置换 的 阶 是 &. 
证 一 ”首先 证 明 下 面 命题 . 设 


一 (iio i) = ( “) 
是 S, 中 的 一 个 已 循环 置换 ,1 委 ! 魏 4, 则 
1 C lz del ttl 机 
了 二 
lilH2 "i 11 “lal i 
下 面 对 4 作 数 学 归纳 法 . 
1) 4 二 1 时 ,命题 显然 成 立 . 
2) ”假设 /一 1 时 ,命题 成 立 . 今 证 ! 时 ,命题 也 成 立 . 
1 


N= An 


由 归纳 C 12 Ll he 2 Ue Latl (0 ze “】 
假设 Ai 人 
C i2 “pT pttl “pletl My 
tirl lit2 “tk 11 “ll Lpt1 in 
所 以 由 归纳 原理 知 命题 成 立 . 
当 l=k 时 ， 
i C lo i ~ (1). 


1 2 MLL "ln 


当 正 整数 /<<k 时 ， 


坟 二 im 关 ( 因 i 冯 0). 
即 x 关 (1). 所 以 |x|=k. 


证 二 设 r 一 Cai…ti) 是 S, 中 的 一 个 天 循环 置换 , 则 
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S 2 3 " 
1 二 12， i 二 1 1 一 ?1 
2 3 
x - 
?2 于 13， z2 一 ?4 12 二 715， 
x 3 
ZE 1 Ik» el Ti» ei1 72， 
一 一 2 一 ns 一 一 
lk 一 7， lt 一 12， lk 一 13， 


一 般 来 说 , 若 j= 二 1,2,…,k,1 达 /二 &, 则 
i 六 二 inj， 十 j 迄 上 时 ， 


了 


的 一 injp» 1 十 j 渤 上 时 ， 


1 

从 而 上 = 时 ,有 

i i = j=1,2,. ,k. 
显然 

i 一 让， 了 一 有 十 1 有 十 2，… ,nn. 
所 以 二 (1) 是 S, 的 单位 元 . 

当 1 过 /过 kk 一 1 时 ， . 

六 二 i 关 ( 因 Ll 十 1 志 k,L 关 0)， 

即 x 关 (1). 所 以 Ix| = 二. 


证 三 设 T= (i lo" i) 是 S， 中 的 一 个 大 循环 置换 , 则 


4. 四 2 四 » 四 
=i, i = (1) "==1， 
3 四 ml 四 
27 二 14， “0* 了 一 ls» 21 一 ?1 
类 似 地 ,有 
nt 本 
12 一 12， ， 了 二 办 
显然 
四 四 
2 二 1， 上 十 1 二 7j 雪 n， 


从 而 二 1) 是 S, 的 单位 元 . 
当 0 过 1<k 时 ,由 上 可 知 ,i 总 是 被 变动 ,因此 wx 隆 (1). 所 以 | 一 人 
证 四 “ 设 x 一 (5 芭 ) 是 集 A= (aaas)= (ta ,a ，…,4i} 的 一 个 -循环 置 
换 ,1 委 ! 委 4 . 
Gi (4+ Lk) 人 
一 ha 
(+ 人 >k) 


直 3 
人 区 x 
二 时 ?Qi 一 0 一 Qi Qa, 一 Qi a 。 


A 一 上 k 时 ,az Qn 0 -| 


Qi 


A>k 时 ,af =as > af =as > at =a,. 
所 以 ,1 委 / 委 ”时 ， 


从 而 好 = 是 恒 等 变换 . 
Vs:0 二 s 过 &, 都 有 


即 ww 关 e: 所 以 |r| 一 人 . 
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注 1) 利用 该 命题 ,直接 可 知 (123):(231)-:(3541)= 一 (1254) 的 阶 为 4. 

2) ”我 们 把 大 循环 置换 中 的 & 叫做 该 循环 置换 的 长 . 于 是 该 题 可 推广 为 如 下 命题 : 

任 一 置换 x 都 可 写成 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 , 则 7 的 阶 等 于 这 些 循环 置换 的 长 的 最 
小 公信 数 . 

证 一 ” 设 x 一 六 央 … , 其 中 六 ,大 … ,水 是 不 相连 的 循环 置换 . 设 六 的 长 为 2, 则 由 
该 题 知 ,| 有 1 一 2 一 1 2 设 |x|==d, 又 设 4,4s，… ,4 的 最 小 公 倍 数 是 m ,下面 我 们 只 
需 证 明 d==m. 

因 六 , 思 ，… ,和 不 相连 , 故 由 上 面 1,1) 题 知 

中 
N= 
二 基站 一 奖 . 
因 2 |m, 故 3 g; EZ ,使 得 mm 二 4g;, 从 而 


= (WR) ee, i120,s 

所 以 ,n"=e, 又 Ix|==d, 于 是 d|m. 

另 一 方面 , 因 到 一 天 朋 … 天 ,又 到 二 e 故 天 用 … 天 二 < 由 天 , 左 ,… ,六 没有 共同 数字 
知 ,天 二 e. 又 由 | |= 上 知 5d ,i 一 1,2,…,s, 即 d 是 ,4,… ,4 的 公 售 数 . 因 m 是 ,ls*…,l 
的 最 小 公 售 数 , 故 mld. 又 m 与 d 都 是 正 整数 ,所 以 4 二 m. 

证 二 设 x 可 写成 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 :一刀 %… #. 由 上 面 题 1,1) 知 ,VY 整数 
t, 有 == 天 所 以 =e 全 于 =esi 二 1,2,…,s. 又 因 | 有一 六 的 长 度 训 故 开 一 全 
| 从 而 ， 


nm~eOllt,i=1,2,..,5s. 
设 |r| 一 d, 则 zx 一 一 1/ [a, 即 d 是 i sa ss ls 的 公 倍 数 . 设 & 是 ,ls，,… ,Ll 的 任 一 公 
倍数 , 则 Li|& 二 =e 二 d|k. 所 以 4d 是 ,ls，…,l, 的 最 小 公 倍数 . 
证 三 设 x 可 写成 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 . 
T= 《Zi “XT ) (za “**T2, eT "Xu, ). 
又 设 |*|= 二 d. 下 面 证 明 d 是 异 ,ls，…,l, 的 最 小 公 售 数 . 
由 上 面 1,1) 题 知 


d d 
ne 一 (Xn “Xn )* (za rr, ) “(Xl “ry, ) . 


因 “一 e, 故 
(Zn “Xn )* (ra "20 )24 (za “之 )4 = €, 
又 因 (xr “ti )4 ， (x2l “ra, )4 (Zi “zy, )e 没有 共同 数字 , 故 
(TT ) = era Ta) 一 ECZa ) = €. 
由 该 题 知 | (za …za )| 一 4, 因此 4d,i 二 1,2,…,s, 即 d 是 ,ls，…,L, 的 公 倍 数 . 
车 上 是 44,ls，…,4, 的 任 一 公 倍数 , 则 4|k. 于 是 3g; EZ ,使 得 一 4qi, 从 而 


a . 
(za 一 (za 
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因此 
本 = (x11 4 )* (xo “Ta De Cr ry )* 一 Eee = E。 
今 |*|= 二 d, 故 d1|k. 所 以 d 是 ,lo，,… ,2 的 最 小 公 倍数 . 


1 234567 
例 置换 r-(， 。 2 6 7 1 5 
数 一 6. 


3. 证 明 :S, 的 每 一 个 元 都 可 以 写成 
(1 2),(13)，…,(1 n) 

这 ”一 1 个 2- 循环 置换 中 的 若干 个 的 乘积 . 

证 一 已 知 S$; 的 每 一 个 元 都 可 以 写成 若干 个 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 ,从 而 只 需 证 明 
任 一 个 && 循 环 置换 (i i2o… i ) 都 可 以 表 成 (1 2),(1 3),…,(1 2) 中 的 若干 个 的 乘积 . 

先 对 不作 数学 归纳 法 ,证 明 任 一 个 大 循环 置换 都 可 表 为 一 些 对 换 的 乘积 : 

(一 (0 
1) 有 一 1 时 ,() 一 (四 (Ci7)， 
2) 假定 & 一 1 时 ,等 式 成 立 , 即 


(2 12 "°° 了 1 ) 一 (11 i2) (2 13) 机 (11 Le1). 


)=q 4 6)(2 3)(5 7)， 于 是 |r| 一 3,2,2 的 最 小 公信 


今 看 & 时 ， 
(11 12) (11 2 )… (a ti_1) (1 28) = (i 12 "tp 1) (a ii) 
C a oe Lei Llpti “人 1 ") 


2 13 °°°1 KZ ln/ \Lp 22°" lel TI Utl*” Ln 


1213 °° 21let1l "i 
由 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 ,有 
(一 人) 
当 刀 二 1 时 ,本 题 得 证 . 当 亏 关 1 时 , 若 2 213 9 了 中 有 某 个 ij 二 1, 则 
ii) = ji ij1) 
一 Coin Ci) oi) (oi). 。 
本 题 也 得 证 . 今 考虑 亏 隆 1, 其 中 l= 二 1,2,…,k 时， 
因 
(1 22) = (1)( i)( 1), 
(11 1) = (i )( i)(), 


(i) = (1 i) i)( DT) 


(i la bi) = Ui) i ) i i) 
= D0 i DO DO DID (a)( i) (1 1), 
所 以 本 题 得 证 . 
证 二 ”由 于 每 一 个 置换 r 都 可 以 写成 若 于 个 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 ,所 以 只 需 证 明 ， 
一 个 循环 置换 可 以 写成 若干 个 置换 (1 7) (i 二 2,3,…,n) 的 习 积 . 可 分 以 下 两 种 情况 . 
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1) 1 在 置换 x 中 出 现 , 这 时 ， 
Ax=(1 oii) = (i) (i); 

2) 1 不 在 置换 r 中 出 现 , 这 时 ， 

R= (io) = (ii (i) 

= (1 i) (1 i) ee (i) (i). 
注 1) 5S 可 以 看 成 是 由 集 {(1 2), (1 3),…, (1 n)) 生 成 的 群 , 即 5, 二 ({(1 2)， 

(1 3),%,(1 n)}). 

2) 置换 表示 成 2- 循 环 置 换 的 乘积 时 , 表 法 并 不 唯一 . 
例 (123)=(12) (13)=(12)(13)(12)(1 2). 
4. 证 明 :一 个 循环 群 一 定 是 交换 群 . 
证 一 设 G=(ol,YyYa,aEG, 都 有 


h 
ar a* 一 CR — a 


h 
一 qt an 


所 以 循环 群 是 交换 群 . 

证 二 ”因为 整数 加 群 乙 与 模 ”的 剩余 类 加 群 了 都 是 交换 群 , 所 以 由 第 六 章 , 一 ,4 中 结 
论 知 循环 群 也 是 交换 群 ?. 

注 ”该 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 

例 全体 实数 G 对 于 数 的 加 法 来 说 作成 一 个 交换 群 , 但 G 不 是 循环 群 . 不 然 , 若 G= (a)， 


则 Y656EG, IjnEZ2 ,使 得 6 二 na. 取 1E€G, 也 jn( 关 0)EZ ,使 得 1 一 ma, 从 而 4 一 产 是 有 理 


数 . 取 VZ E G, 3m( 尖 0)EZ ,使 得 V2 一 ma, 从 而 a 一 如 是 无 理 数 ,出 现 矛盾 . 

又 例 ” 非 零 实数 集 G 对 于 数 的 乘法 作成 一 个 交换 群 . 假设 G= (a). 因 a 是 非 零 实 
数 , 故 a15EG. YnEZ ,由 ar 的 严格 单调 性 知 a5 5 关 o" ,从 而 areE(a) 一 G, 此 为 矛盾 . 所 以 
G 不 是 循环 群 . 

又 例 ”Z[]={at6i a,bEZ | 关于 数 的 加 法 作成 交换 群 .但 Z[ 记 不 是 循环 加 群 . 事 
实 上 ,假设 乙 [ 吕 是 循环 加 群 , 则 孔 [ 口 = (a 十 bi).i1Ela 十 所 ), 从 而 i 二 nCa 十 bi) 二 na 十 nbi, 于 
是 na 二 0,nb6 二 1, 因 此 a= 二 0. 又 1E€(a 十 如 ,从 而 1 二 m(a 十 i) 二 ma 十 mbi, 于 是 ma 二 1,mb 
二 0, 因 此 5=0. 可 见 < 十 下 一 0. 此 与 与 [ 订 =(a 十 后) 了 矛盾 . 所 以 ZLiJ 不 是 循环 加 群 . 


5. 假定 群 的 元 a 的 阶 是 .证 明 :a" 的 阶 是 地 ,这 里 4 二 (r,n) 是 r 和 n 的 最 大 公 因 子 . 


证 一 因 (r,n) 一 d, 故 r 一 dni yn 二 dnm, 且 (rj ym) 二 1, 从 而 
电 ial=n 


(qa) 一 《an) = (a')"t 


设 正 整 数 也 使 (a)* 二 e, 则 a? 一 e， 又 |al 一 n, 于 是 n|rp，, 即 dni |anp. 因 qd 关 0, 故 


e” 一 6e. 


m |rip. 又 (ny71) 二 1 ,因此 mm |p, 即 地 |p. 因 pp 之 0, 故 Pp 之 六 所 以 |o"| 一 可 . 


证 二 设 |e1 一 * 只 需 证 :一 站, 即 只 需 证 站 了 ,同时 可 | 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 ， 北京 ;高 等 教育 出 版 社 ,1978. 21. 定理 1. 
79 


近世 代数 基础 问题 探析 


因 (Gr,n)= 二 d, 故 r=dri,n= 二 dni, 且 (ri nl) 一 1. 


由 
n + lal=n 
(ad 一 (ad = (a )" en 一 e 
rj n 
又 |a | 一 马 有 如 艺 ， 
另 一 方面 ,(c"): 一 ai 一 e, 又 | 一 2 从 而 z | 一 ， 即 dni are 因 d 关 0, 故 nl [nt. 因 
(riym1) 二 1; 故 ni 儿 即 妃 |. 


综 上 ,t 与 本 都 是 正 整 数 ,因此 |w| 一 :一 也 


注 1) 该 题 与 阶 的 基本 概念 联系 紧密 ,证 明 方 法 有 一 定 代表 性 、 典 型 性 . 
2) 设 |a|==ny 又 (rn) 二 1, 则 |a’ |=n. 


3) 该 题 的 道 命题 也 成 立 ， 即 : 设 群 的 元 a 的 阶 是 ”, 且 |e1 一 也 , 则 d 一 (rz 是 > 和 
的 最 大 公 因 子 . 
证 因 |a| 一 世故 dm 因 (a =e, 即 a 了 =e. 而 lol 一 2 故 z|- 了 下 ,从 而 346E 


Z ,使 得 +r。 也 一 欢 , 即 rn 二 nkd, 因 n 关 0, 故 r=kd, 因 此 4d|r. 所 以 d 是 r 和 nn 的 公 因 子 . 


设 m=(r,n), 则 d|m. 因 (a' 六 二 (a")# 二 e, 又 |a'| 二 部 , 故 子 | 王 , 从 而 dg€Z ,使 得 


n 


-一 一 qg。 过 ， 即 nd 二 qnm, 又 n 关 0, 因 此 4 二 qm, 于 是 m|d. 又 d,m 都 是 正 整 数 , 故 d= 二 m. 


m 
所 以 d=(r,n). 

6. 假定 a 生成 一 个 阶 是 ”的 循环 群 CG. 证 明 :a 也 生成 G, 假 如 (r,n)==1( 这 就 是 说 7 
和 nn 互 素 ). 

证 一 ”只 需 证 (a)==(a). 显然 (a')C(la), 下 面 证 明 (a)C la’), 也 就 是 要 证 明生 成 元 a 


由 lal=n 


是 ar 的 乘 方 . 由 (Cr,m) 一 1， 3A,uEZ ,使 得 Ar 十 pa 一 1. 从 而 & 一 air+mm 一 ar (ar)” 一 一 一 
(ar)?e“ 一 (ar) 

Ya'*E(a), 有 

h 
a = (a)) = (a)* Elar). 

因此 (a)Cla'). 综 上 ,有 (a’) 二 (4a) 二 G. 

证 二 ”只 需 证 (a) = 二 (a'). 因 |(a)| 二 n, 故 |a|==n. 由 上 面 5 题 ,1a'| 一 7 光一 ,从 而 
[Ca )|l=n=|i(a)| ,又 (a')C(a), 所 以 (a')=(a)=G. 


注 1) 证 二 主要 利用 了 证 明 两 个 有 限 集 相 等 的 一 种 方法 , 即 : 设 G 与 G 都 是 有 限 
集 , 若 GCCG, 且 G 与 G 含 有 相同 个 数 的 元 素 , 则 G 一 G 09. 


@ 张 禾 瑞 , 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 39. 定理 的 证 明 , 
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2) 该 命题 的 道 命 题 也 成 立 , 即 : 设 G= (a) 的 阶 =n, 且 G==(a), 则 (7,n)==1, 


证 一 ， 因 |a| 一 |(o)1 一 局 且 |w| 一 (oo 一 |(o1 一 2 一 工 , 故 由 上 面 题 5, 注 3) 知 ,ra 一 1 
证 二 因 a€G=(a ), 故 3mE€7 ,使 得 4a 二 (a )”"=a”™ ,从 而 a "二 e. 因 |a| 二 n, 故 1 一 rm， 
于 是 3oEzZ ,使 得 1 一 rm 一 ng,; 即 rm 十 ng 二 1， 所 以 (rm 一 1. 
证 三 设 (r,n)==d, 则 =adqi,n 二 dg; ,其 中 gq ,gz 都 是 正 整 数 . 由 
(a’)% 一 a Ca192 a™! (a")9 = e. 
又 la'|==| (a) 二 1(a)|=n; 从 而 nlqz. 又 qs|n,n,qs 都 是 正 整 数 ,因此 二 gs, 于 是 d=1. 
所 以 


(r,n)=1. 
证 四 ( 反 证 法 ) 车 (r ,mn) 关 1, 设 (r,n) 一 4d 之 1, 则 |a’|= 子 <n, 于 是 |(a')| 了 n==1G1， 


即 (o 天 G, 此 与 已 知 矛 盾 . 所 以 (rr,n) 二 1. 

例 因 模 的 剩余 类 加 群 Z, 二 (L1]) 的 阶 是 n, 故 

(k,n) = 1 = (kL1). 

3) 设 G 是 n 阶 循环 群 ;@u 是 小 于 ” 且 与 ” 互 素 的 正 整数 个 数 中 (2 ， 即 上 一 中 (2) 
[ 欧 拉 (Euler) 函 数 ], 则 G 的 生成 元 恰 有 中 (2) 个 . 

因为 由 本 题 ,G 的 生成 元 至 少 有 中 (nw) 个 ,由 注 2),G 的 生成 元 至 多 有 中 (2) 个 ,所 以 G 的 
生成 元 有 且 只 有 中 (Cz) 个 . 

4) 无 限 循环 群 G=(a) 有 且 只 有 两 个 生成 元 < 与 < . 

证 一 ”由 第 六 章 , 一 ,4 中 结论 ,G 兰 2Z ,因此 ,只 需 解 决 Z 有 且 只 有 两 个 生成 元 . 

因 YkEZ ,都 有 kk 二 ( 土 8)( 土 1) ,故土 1 是 乙 的 两 个 生成 元 , 即 忌 一 (1) 一 (一 1). 

设 a 是 Z 的 一 个 生成 元 , 则 对 于 1E€Z ,39mEZ ,使 得 1 二 ma, 从 而 al1l. 因 只 有 士 1 才 
能 整除 1, 故 a= 土 1, 即 Z 只 有 两 个 生成 元 1 与 一 1. 

所 以 ,无 限 循环 群 G 二 (a) 的 生成 元 也 是 有 且 只 有 两 个 ,它们 分 别 对 应 于 ZZ 的 生成 元 1 
和 一 1, 即 a 与 a !. 

证 二 因为 

G= (a) = {a"|n GZ ) = {da la 一 ea a2 ，…)} 
一 {a Ca) ,(a!)” = ea Ca) 
一 { Ca)” n€Ez ) = (a !). 

所 以 ,a 与 a-: 都 是 G 的 生成 元 . 

设 5 是 G 的 生成 元 , 则 了 mEZ ,使 得 信 二 a; 另 一 方面 , 因 6EG, 故 3hEZ ,使 得 6 二 
a*， 从 而 


a = b" = (a)” = a”. 
因 |lal|==00, 故 km 二 1. 所 以 上 二 土 1,m 二 土 1, 即 5 是 a 或 a-!, 于 是 G 有 且 只 有 两 个 生成 元 
a 与 a-', 
有 且 只 有 两 个 生成 元 的 循环 群 未 必 是 无 限 的 . 例 ,4 阶 循环 群 Z, 有 且 只 有 两 个 生成 元 : 
[1],[3]. 
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例 设 e 是 一 个 12 次 本 原单 位 根 , 则 全 部 12 次 单位 根 所 成 的 群 是 
Us = (e) = {e|k = 0,1,2,.,11). 
Us 共有 中 (12) 一 4 个 生成 元 :se,es ,ee ,ell. 
7. 假定 G 是 循环 群 ,并 且 G 与 G 同 态 . 证 明 :G 也 是 循环 群 . 
证 忆 也 是 一 个 群 0.。 要 证 明 GG 是 循环 群 ,只 需 证 明 G 有 一 个 生成 元 . 
因 G 是 循环 群 , 故 G 二 (a). 设 由 是 G 到 G 的 同 态 满 射 , 则 3aEG ,使 
中:a > a=p(a). 
V5EG ,因由 是 满 射 , 故 3a* EG ,使 得 
中 :aa 一 六 
当 & 是正 整 数 时 ,因由 保持 运算 , 故 
一 《要 一、 一 4 人 一、 


中 :ao 一 aa -ea —*> ad “Aa. 
当 & 是 0 时 ， 
bia:=a’=e > =a "=—a*, 
当 上 是 负 整 数 时 ， 
一 站 一 处 
$b:a:=(a 1) -=a ! alea lya la lina l(a !) “=at. 
综 上 ， 
中 :ae 一 > a*. 


因 $ 是 映射 , 故 52=a .所 以 G 一 (四 一 (由 Ca)). 

注 1) 循环 群 G 到 循环 群 G 的 同 态 满 射 把 生成 元 映 到 生成 元 , 即 G 的 生成 元 a 在 
同 态 满 射 由 下 的 象 由 (ac) 是 G 的 生成 元 . 

2) 该 命题 的 道 命题 不 成 立 . 即 : 若 G= (Ca) , 群 G~C, 但 G 未 必 是 循环 群 . 

例 由 第 六 章 , 二 ,4, 注 , 例 ,Z [i 不 是 循环 加 群 . 了 = 人 1) 是 循环 加 群 ， 而 和 :a 十 bi 一 
a 十 5b 是 Z[i 到 Z 的 一 个 同 态 满 射 . 

又 例 取 G=S;,G={1, 一 1} 对 于 数 的 乘法 作成 一 个 循环 群 (一 1). 中: (1), (1 2 3)， 
(132) 一 1,(12),(1 3),(2 3) 一 一 1 是 G 到 G 的 一 个 同 态 满 射 . 但 因 G 不 可 换 , 故 C 不 
是 循环 群 . 

该 例 也 说 明 当 G 是 交换 群 时 , 虽 群 G~G, 但 G 未 必 可 换 . 

3) 设 G=(a),G==(a),G 《<G, 但 a 在 9 下 的 逆 象 未 必 都 是 G 的 生成 元 . 

例 也 = 二 1) ,Zi 一 [0],[1]) 一 ([1j),4:a 一 [aj 是 Z 到 7 的 一 个 同 态 满 射 .[L1j 在 中 
下 的 逆 象 有 土 1, 士 3, 士 5,…, 其 中 只 有 士 1 是 Z 的 生成 元 . 

8. 假定 G 是 无 限 阶 的 循环 群 ,G 是 任何 循环 群 ,证 明 :G 与 G 同 态 . 

证 一 设 G=(a),G=(a). 则 

:a* 一 > 人 
是 G 到 G 的 一 个 同 态 满 射 .事实 上 ， 
1) VYzEG, 因 |a|l=co, 故 了 4AEZ ,使 得 zx==a* ,从 而 站 a* EG ,使 得 9Ca*) 二 a*. 所 以 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 40. 定理 1. 
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中 是 映射 . 

2) VyEG=(a), 都 3&EZ ,使 得 y==a*, 从 而 3a* EE€G, 使 得 pb(a*)= 二 a* 二 y. 所 以 由 
是 满 射 . 

3) Ya:,a*E€G, 有 

pata) = hast) = a maa 一 中 (ax) bla’). 

所 以 由 是 G 到 G 的 一 个 同 态 满 射 . 

证 二 1) 若 G 是 无 限 阶 的 循环 群 , 设 G= (a),G=(a). 作 

中 :qt — a*. 

则 $ 是 G 到 G 的 同 态 满 射 ( 实 际 上 ,中 还 是 同 构 映射 ). 事实 上 ， 

QD Ya* EG,Ia*EG, 使 得 


中 :ax 一 五 
车 a* 二 a*, 因 la 二 00, 故 h=k, 从 而 31a*EG, 使 得 
at > Aa. 
所 以 中 是 映射 . 
@ YiziEG,3oEG, 使 得 
中 :ax a. 
所 以 由 是 满 射 . 
四 Va:,a'€G, 
Pb:ia a, a a. 
Piarar = at at — a*a’, 
所 以 由 是 G 到 C 的 一 个 同 态 满 射 . 
2) 若 巨 是 有 限 阶 的 循环 群 . 设 G=(c),G= (za, 且 |zl= 即 G 一 
{a 二 eAA "0”!). 作 
Jy:a* 一 A*, 当 且 仅 当 有 ==ng+h,qg EZ ,0 二 h<n， 
则 yy 是 G 到 G 的 同 态 满 射 . 事实 上 ， 
中 YatEG, 有 上 =ng 十 h,qgE€2Z ,0 所 hh 过 n, 且 这 个 有 是 唯一 的 . 又 车 a' 二 a*, 由 la|= 
co, 有 /二 &, 从 而 3la* EG ,使 得 


所 以 yy 是 映射 . 
Ya* EG, 作 h 十 nq=k&, 其 中 gq 是 任意 整数 ,从 而 3kEZ, 即 3a* EG ,使 得 
YJ: a: > a’, 
所 以 yy 是 满 射 . 
全) Van aeECG， 
J: aa 一 5 ， 当 且 仅 当 忆 一 ngqi 十 有 ,0 守之 nn 
YJ: ao 一 UY ， 当 上 且 仅 当 ks = ngs 十 hi,，0 夺 hs 过 nn. 


于 是 
ki 十 kz 二 (nqgi 十 hii) 十 (ngzs 十 hz)= 二 n(qi 十 qz) 十 hi 十 h2. 
设 训 十 hz 一 ngs 十 hs,0 志 hs 过 n, 则 
hi 二 ++ks =nCgq 二 qz 十 gq) 十 hs，0 世 hs 过 nn， 
从 而 
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由 | 元 | 一 交 


崭 :a ae = 0 ya 一 人 a Nada. 

所 以 G ~G. 

证 三 1) 若 G 是 无 限 阶 的 循环 群 , 则 由 第 六 章 ,一 ,4 中 结论 知 G 的 生成 元 的 阶 无 限 ， 
且 G 与 整数 加 群 Z 同 构 . 同 理 G 也 与 整数 加 群 也 同 构 . 所 以 G 与 G 同 构 ,当然 G 与 G 

2) 车 G 是 有限 阶 的 循环 群 , 设 其 阶 为 n, 则 由 第 六 章 ,一 ,4 中 结论 知 G 与 模 n 的 剩余 
类 加 群 Z, 同 构 , 因 而 只 需 证明 整 数 加 群 Z 与 Z 同 态 . 作 

$:a— [aj, 

则 $ 是 Z 到 Z, 的 一 个 同 态 满 射 . 事实 上 ， 

@ YaE€Z,3l[Laj€EZ, ,使 得 


$: < 一 [Lal. 
所 以 由 是 映射 . 
@ YLajEZ,,3a€Z2 ,使 得 
路: 4 -> [aj. 
所 以 中 是 满 射 . 
© Va'pEZ， 
$b:a—> [aj,b—> Lo]. 
且 


pb:at+b—> [Lat+6] = Laj+[Lo]. 
所 以 ZZ,, 即 G~G. 
证 四 1) 车 G 是 无 限 阶 的 循环 群 , 见 证 二 . 
2) 车 G 是 有 限 阶 的 循环 群 ,由 第 六 章 ,一 ,4 中 结论 知 6 与 模 n 的 剩余 类 加 群 Z; 同 
构 , 因 此 ,只 需 证 G=(a) ~ ZZ,. 设 


中 : a — Lk]. 
@@ Va:€G, [klEZ, ,使 得 
. 中 ， a* — [kJ]. 
车 a*=a*, 因 |a| 一 020, 故 hk, 从 而 31[kJEZ, ,使 
中 : 一 [LA]. 
所 以 由 是 映射 . 
@ VL[LkJEZ,,3a*EG, 使 得 
中 : a — Lk]. 
所 以 由 是 满 射 . 
人 Va',aE€G, 
中 : a — [hj], a* — [kj]. 
且 


bs oo — artt > [hk] = [A]+[e]. 
所 以 G 志 了 ,又 了 一 全, 于 是 G~G. 


注 设 G 是 无 限 阶 的 循环 群 ,G 是 任何 循环 群 ,那么 G 与 G 未 必 同 态 . 
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若 G 是 无 限 阶 的 循环 群 , 则 显然 如 与 G 同 态 . 若 G 是 有 限 阶 的 循环 群 ,不 妨 设 G= Z,， 


G 二 Z. 因 3 2Z, 到 Z 的 满 射 , 故 Z, 到 Z 不 同 态 , 即 G 与 G 不 同 态 . 
读者 可 考虑 中 :La] 一 a 是 否 为 Z, 到 2 的 满 射 . 


三 、 讲 与 练 


1. 证 明 :nn 元 集 A 的 每 一 个 n 元 置换 x, 如 果 不 计 因子 次 序 及 1- 循 环 置 换 的 取舍 ,那么 
x 可 了 唯一 地 写成 若干 个 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 . 

证 一 若是 恒 等 置换 ,命题 显然 成 立 . 若 r 不 是 恒 等 冒 换 , 则 无 论 怎样 把 x 分 解 成 若 
干 个 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 ,其 中 都 必 有 一 个 循环 置换 含 襄 , 且 x(i) 二 iz, 且 is 关 h. 继 
续 下 去 ,nis) 一 i ,… ,rt(ii) 二 计 1, 于 是 这 个 循环 置换 就 是 (i is… i). 而 且 由 于 7 是 一 一 映 
射 , 这 个 含 的 循环 置换 是 且 只 能 是 Gi i20… i) ,出 现在 7 的 每 一 种 分 解 式 中 . 若 还 3 广 , 且 
六 天 iL 二 1,2,…,k, 同 理 含 记 1 的 循环 置换 (ji j… ji) 必 然 出 现在 7 的 每 一 种 分 解 式 中 .如 
此 类 推 ,得 知 在 7 的 各 种 分 解 式 中 , 含 任 一 数字 的 循环 置换 都 是 相同 的 . 因为 A 是 有 限 集 ， 
所 以 在 x 的 各 种 分 解 为 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 的 分 解 式 中 ,只 有 可 能 出 现 循环 置换 因子 
次 序 的 不 同 ( 由 第 六 章 ,二 ,1 知 , 两 个 不 相连 的 循环 置换 可 以 交换 ) ,或 1 一 循环 置换 是 否 写 
入 的 不 同 ,从 而 分 解 式 唯一 . 

证 二 ”对 被 变动 的 元 的 个 数 7 作 数 学 归纳 法 . 

1) /==0 时 ,x 二 (1) 是 恒 等 置 换 , 命 题 显然 成 立 . 

2) ”假定 被 变动 的 元 的 个 数 少 于 必 宇 1) 的 nn 元 置换 分 解 成 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 
的 分 解 式 是 唯一 的 , 今 看 变动 i( 宇 1) 个 元 的 nn 元 置换 x. 因 ! 关 1, 故 必 了 ,而 (nn) 一 ?， 
记 关 i1 ,继续 下 去 ,由 7 是 一 一 映射 ,A 是 有 限 集 , 必 经 有 限 步 , 得 r(Ci ) 一 交 …TCG) 一 国 , 即 

UL 
其 中 7 是 一 个 被 变动 的 元 的 个 数 少 于 ! 的 n 元 置换 .由 归纳 假设 ,ze 可 以 唯一 地 写成 若干 
个 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 ,所 以 r 也 同样 可 以 写成 了 . 

据 归 纳 原 理 , 命 题 得 证 . 

2. 利用 Cayley 定理 ， 

1) 写 出 与 Klein 四 元 群 B,=({a,pcyd)} 同 构 的 置换 群 ，B, 的 运算 表 如 下 . 


a b C d 
a a 6 C d 
b b a d C 
C C a 6b 
d d C b a 


2) 写 出 与 模 4 的 剩余 类 加 群 Z. 同 构 的 置换 群 . 
3)” 写 出 与 4 阶 循环 群 G 二 (a) 同 构 的 置换 群 C. 由 此 可 以 说 明 什么 问题 ? 
解 1) 
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Tu:a> aa=a Tt: a—> ab=b 
b> ba=6b b— bo=a 
C ca=e c— cb=d 
d— da=d,， d — db=¢,， 
tT:a> ac=e tr:a> ad=d 
b— bc=d b— bd=c 
C 一 CC 一 CQ c— cd=b 
d ~— dc=b, d— dd=a 
是 也， 的 4 个 变换 . 为 了 书写 简明 起 见 , 把 B, 中 的 元 us b, Cy d 依次 记 为 1,2,3,4. 于 是 
1234 1234 
.—( )= = 一 人 )=G 2 9， 
1234 2143 
1234 1234 
=-( )=a 3) (2 4)， a=( )=4 4)(2 3). 
3412 4321 


由 Cayley 定理 ,B, 与 置换 群 {(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}) 同 构 . 
2) ZZ={[L0],L1],L2],L3]}. 
to :La —> Laj+[L0j]=Laj, ti:Lal] > Laj+[1lj=[La+1j, 
ta:Lal > [Lal+[L2]=[at+2], ra:Laj 一 [oj 十 [3 一 [La 十 3]. 
如 果 乙 的 4 个 元 素 [01],[1],[2],L3J 依 次 用 数码 1,2,3,4 来 代表 的 话 ,那么 有 


( (1) (07) (1 2 3 4) 
TO 二 一 ， tT 一 ， 
‘3 \1234 ‘2341 
1234 1234 
ra ( )=413)(2 人)， | )=0 432). 
3412 4123 


作 置 换 群 
GE={(G),(1234),(13)(24),(1432)} 一 ((1234)). 
由 Cayley 定理 , 由 :[a] -~ zi 是 马 与 G 间 的 一 个 同 构 映 射 , 即 Zs G. 


3) 因 G 实 6, 而 G= (4a) 是 nn 阶 循环 群 , 故 G 也 是 n 阶 循环 群 , 且 G 的 生成 元 是 G 的 
生成 元 a 在 同 构 映 射 下 的 象 . 由 Cayley 定理 的 证 明知 a 的 象 是 75, 而 :x 一 za, 于 是 有 


e a a’: ac 123… 7 
- 一 = ( )= (1 2 3 .nn). 
a a aa … e 234.…1 
所 以 G=((1 23… nn)). 


由 此 可 说 明 任 意 有 限 阶 的 置换 群 都 存在 .比如 3 阶 置换 群 为 ((1 2 3)) , 它 与 模 3 的 剩 
余 类 加 群 Z; 同 构 . 又 比如 6 阶 置换 群 为 ((1 2 3 4 5 6)), 它 与 模 6 的 剩余 类 加 群 Z, 同 构 . 

3. 证 明 :n 次 单位 根 乘 群 U, = {z|z 是 复数 ,x" 一 1) 是 一 个 循环 群 . 

证 


U, = (a |s， 一 cos RT isin 2 
n n 


"k= 0,1,2, nl 


Ve EU,, 
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Ei = cos A 十 isin 和 一 ei = 全 
一 (eos EE +isin 亚 ) = et， 

从 而 se 是 UU 的 一 个 生成 元 ,U, 二 (ei) 是 一 个 n 阶 循环 群 . 

注 ” 取 任 一 nn 次 本 原单 位 根 ei ,Gn) 王 1, 则 6 也 是 上 ;的 一 个 生成 元 , 吧 U, 一 (ef). 

4. 设 G= (a) 是 无 限 循环 群 ,证 明 :G 中 任 一 元 素 5( 冯 e) 的 阶 都 无 限 . 

证 一 设 G 中 有 一 元 素 c( 隆 e) 的 阶 有 限 , 且 |c|==n( 关 0), 则 c=e. 又 cEG=(a), 从 
而 c==a”, 即 e="==(a”)"==a™. 因 |a| 二 = 吕 ; 故 mn 二 0, 即 m 一 0,c 二 =a” 一 e, 发 生 了 矛盾 . 所 
以 G 中 任 一 元 素 5( 天 e) 的 阶 都 无 限 . 

证 二 因 G=(a) 是 无 限 循环 群 , 故 b: a:->& 是 G 与 整数 加 群 Z 间 的 一 个 同 构 映射 0. 
Vb=a” EG,$:0 一 a"> m， 其 中 56 关 e, 从 而 mm 关 0. 

(一 位 | EZ )= {orlsezZ )}. 

车 t 关 5 而 =6, 则 om 一 ar 因 m 隆 0; 故 mt 关 ms, 此 与 是 映射 矛盾 . 所 以 5 关 刀 , 即 
C2) 无限, 从 而 15| 无 限 . 

5. 设 & 与 2 是 两 个 整数 ,证 明 

kl|n 全 (CE) D Cn), 

其 中 (4) ,(n) 是 循环 加 群 . 

证 (一 ) 因 k|n, 故 3gEZ ,使 得 n=kg, VnpE(ln) ,np 一 (kgq)p 一 k(qp)E(k), 从 而 
Cn) Ck). 

(一 ) nE(n) ,又 (W)CCk), 于 是 nECk), 即 31EZ ,使 得 = 一刀, 从 而 有 | 

6. 设 a,b 是 任 二 整数 ,证 明 : 

1) (qa) 站 (8)=(c), 其 中 c 是 a,b 的 最 小 公 售 数 ,(a),(5),(c) 是 循环 加 群 . 

2) 记 {au+bo|usvEZ) 为 (@) 十 (6), 则 (@) 十 () 一 (4d), 其 中 d==(a,b),(a),(B),(d) 
是 循环 加 群 . 

证 1) 因 a c, 由 上 题 知 (c)C(a),(cIC(C), 故 (cJC(Ce) 门 (6). 


另 一 方面 , VzeCa) 站 CD , 即 zECa),zE(D, 从 而 elz,5lz, 即 二 是 a,p 的 公 倍数 . 


因 c 是 a,5 的 最 小 公 售 数 , 故 c|z. 于 是 E(c), 从 而 Ca) 门 (0C(c). 
所 以 (a) 门 (已 一 (c). 
2) 因 (a,b)=d, 故 3p ,9EZ ,使 得 op 十 和 一 4 从 而 4E(o) 十 (, 即 CdDCCa) 十 ( 纺 ， 
另 一 方面 , VzE(a) 十 (已 , 即 z=au 十 bv,u,v€EZ. 因 d 一 (ab), 故 dozx 十 各 一 z, 从 而 


zxE€E(d), 即 (a) 十 (6)C(d). 
所 以 Ca) 十 (6)= (qd). 


cb 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 59, 定理 的 证 明 . 
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四 、 思 考 问题 


1. 计算 . 

1) (124657)- =? 

2) 方程 (1 2 4)x=(3 4 6)(1 5) 的 解 是 什么 ? 

3) 方程 (i j)x= (i&) 的 解 是 什么 ? 

2. 下 面 命题 成 立 否 : 设 a,b,c,dE 群 G, 且 lal==16| ,1c|= 二 |ad|, 则 |ac|==1bdl. 

3. 设 互 天 (1, 一 1} 对 于 实数 的 普通 乘法 作成 一 个 群 . 证 明 : 三 次 对 称 群 S; = {(1)， 
(12),(13),(23),(123),(132)} 与 五 同 态 . 

4. 设 p 是 素数 , 问 S, 内 有 多 少 个 p 阶 元 ? 

5. 下 面 各 命题 对 否 . 

1) 一 个 循环 群 除 单位 元 外 ,每 个 元 都 生成 它 . 

2) 循环 群 的 每 个 元 都 生成 一 个 循环 群 . 

3) 一 切 阶 相同 的 循环 群 都 是 同 构 的 . 

4) 恰 有 16 个 互 不 同 构 的 、 阶 不 大 于 16 的 循环 群 . 

5) 一 个 循环 群 的 阶 不 能 是 n? ,如 果 不是 奇数 . 

6) 若 一 个 群 含有 一 个 无 限 阶 元 素 , 则 这 个 群 必 是 循环 群 . 

7) ”因由 ab 生成 的 循环 群 是 交换 群 , 故 ap 一 2a. 


8) 所 有 形 如 ( "an 是 整数 ) 的 方 阵 的 集 对 于 方 阵 的 乘法 作成 一 个 循环 群 . 


9) ”Ss 是 一 个 循环 群 . 

10) G= {2"|n EZ } 对 于 普通 乘法 作成 一 个 循环 群 . 

11) G={[0],[2],[4],L6]) 对 于 模 8 的 剩余 类 加 法 作成 一 个 循环 群 . 

12) 设 a,bE 群 G,n 是 整数 , 若 a 二 0”, 则 a==6. 

6. 证 明 ， 

1) 设 G=(a) 与 G== (5) 是 两 个 无 限 循 环 群 , 则 有 且 只 有 两 个 C 与 C: 间 的 同 构 
映射 . 

2) 设 G=(a) 与 Gi 二 (5) 是 两 个 阶 循 环 群 , 则 有 且 只 有 gCm) 个 G 与 Cs 间 的 同 构 
映射 ,这 里 p(n) 是 欧 拉 函 数 ,表示 小 于 n 且 与 4 互 素 的 正 整数 的 个 数 . 

7. 求 出 模 6 的 剩余 类 加 群 Ze 的 每 一 个 元 的 阶 , 并 求 出 Ze 的 所 有 生成 元 . 

8. 设 (a) 是 一 个 * 阶 循环 群 ,(b) 是 一 个 上 阶 循环 群 ,& 是 一 个 固定 的 正 整数 ,证 明 ， 

t|sk 局 存 在 一 个 (a) 到 (5) 的 同 态 映 射 和 :a 一 以 ,e 一 e， 
其 中 e,e 分 别 是 (4a) ,(5) 的 单位 元 . 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. 给 出 一 个 例子 :G 与 日 都 是 群 , 且 H 是 G 的 子 集 , 但 五 不 是 G 的 子 群 . 
答 ” 例 , G 是 整数 加 群 ,日 ={0,1} 对 于 


作成 一 个 群 , 且 有 HCG, 但 互 不 是 G 的 子 群 . 因为 日 对 于 G 的 代数 运算 :普通 加 法 ,不 作成 
一 个 群 . 

又 如 G 是 有 理 数 加 群 ,日 是 全 体 非 零 有 理 数 对 于 普通 乘法 作成 的 群 , HCG, 但 互 不 是 
G 的 子 群 . 

2. 设 互 是 群 G 的 子 群 ,又 有 H 取 {e} ,日 关 G, 则 称 日 是 G 的 真子 群 . 证 明 ， 

1) 设 G=(a) 是 无 限 循 环 群 , 则 G 必 有 真子 群 . 

2) 无 限 循环 群 的 真子 群 仍 是 无 限 循环 群 . 

3) 无 限 循环 群 与 其 无 限 真 子 群 同 构 . 

证 1) 因 G=(a) 无 限 , 故 3oEG, 且 必 天 eq 天 ad 天 ac) 一 囊 <CG. 因 无 限 
阶 循环 群 G= (a) 的 生成 元 有 且 只 有 两 个 :a 与 a7', 故 日 关 G. 因 a* 关 e, 故 日 基 {e}. 从 而 
五 一 (e) 是 G 的 真子 群 . 

2) 由 第 六 章 , 三 ,4 知 , 无 限 循环 群 中 除 单位 元 外 ,其 他 的 任意 元 的 阶 都 无 限 .所 以 无 
限 循 环 群 的 真子 群 仍 是 无 限 循环 群 . 

3) ”因为 无 限 循环 群 的 真子 群 都 是 无 限 循 环 群 ,而 任意 两 个 无 限 循环 群 都 同 构 , 所 以 命 
题 得 证 . 

例 ”整数 加 群 Z 与 其 真子 群 n Z = {ng|kEZ)Cn 是 关 1 的 正 整数 ) 同 构 . 由 此 还 可 见 ， 
Z 有 无 穷 多 个 无 限 真子 群 . 

3. 设 SC 和 群 G,S 天 好 ,由 SS 生成 的 子 群 互 的 定义 是 什么 ? 利用 互 是 包 禽 S 的 G 的 最 
小 子 群 ,还 可 将 五 如 何 表示 ? 

答 由 S 生 成 的 子 群 互 的 定义 是 

H=(S)== (ah a a [lai ES,ki=+1,n 是 任意 正 整数 ) 


一 {x Ta Tn |z， ESUS- ,7 是 任意 正 整数 } 9 
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其 中 S 一 人 5 ls€s) 。 
利用 五 是 包含 S 的 G 的 最 小 子 群 ,还 可 将 电 如 下 表示 : 
H=(S)=N {TIT<G,To S)=0.T. 


由 此 可 构造 G 的 子 群 . 

当 S<G 时 ,(S)=S. 

4. 设 互 是 群 G 的 子 群 ,Fa 是 互 的 含 a(EG) 的 右 陪 集 , 证 明 : 

1) aE€EH®O Ha=H. 

2) Ha<~G©O Ha=H. 

证 1) (>) VYVhEH, 因 aE€EH ,HH 是 群 , 故 h=(ha-!')aE€Ha, 从 而 HCHea. 

另 一 方面 ,Yha€ Ha, 因 hh,a€ 晶 ,H 是 群 , 故 haE€ 日 ,从 而 HaCH. 

综 上 ,Ha== HH. 

(<) 因 a=ea€ Ha, 又 Ha== 昌 , 故 a€H. 

2) (二 ) 因 Ha<<G, 故 eE€Ha, 又 eE€He, 从 而 Ha 二 = He H. 

(< 一) 因 Ha= 日 ,H<G, 故 Ha 二 G. 

注 在 群 G 的 子 群 互 的 右 陪 集中 ,有 且 只 有 一 个 右 陪 集 Ha=H(a€ 晶 ) 是 G 的 子 群 . 
其 他 的 日 的 右 陪 集 Hx (x 世态 ) 都 不 是 G 的 子 群 . 

5. 在 命题 “一 个 子 群 厅 的 右 陪 集 的 个 数 和 左 陪 集 的 个 数 相 等 ”的 证 明 中 , 车 规定 

中 : Ha 一 < 万 ， 

那么 gp 是否 为 5S,= {Ha|a EG) 到 S,= {aHla EG) 的 一 个 映射 ? 

答 。 不 是 . 因为 Ha= Hb 时 ,未 必 aH 二 5b 末 , 即 Ha(€ S,) 在 四 下 的 象 aH 不 一 定 唯 一 ， 
而 是 受 代表 a 的 选择 的 影响 . 

例 互 =((1),(1 2)) 是 S; 的 子 群 .H(1 3) 一 吾 (1 2 3), 但 (1 3)H 关 (1 2 3)H. 因 
(1 2 3)71(1 3)=(321)(1 3)=(2 YEH. 

6. 证 明 ; 对 于 群 G 的 任意 子 群 电 来 说 ,一 个 左 陪 集中 的 元 素 的 逆 元 组 成 一 个 右 陪 集 . 

证 ” 取 定 aE€G, 只 需 证 {(ah) "1 |hEH})=Ha. 

VY Ca) E{Cap) hEH), ah) = ha EHa. 


Vane Ha ,ha™! = (oh €{ Cah) |hEH). 
所 以 {Cah) -|hEH) 二 Ha '!, 妈 左 陪 集 aH 中 的 元 素 的 逆 元 组 成 一 个 右 陪 集 . 
7.1) 子 群 {fe} 在 群 G 里 的 指数 是 什么 ? 
2) ” 子 群 G 在 群 G 里 的 指数 是 什么 ? 
答 ”1) Ya'pEG,a 天 0, 则 含 a 与 含 2 的 {e} 的 左 陪 集 
a{e)} = {ae} A {te} = ble). 
即 a{e} 与 b{e} 是 各 含 一 个 元 的 不 同 的 集 ， 因此 子 群 {e} 在 群 G 里 的 指数 是 G 中 所 含 元 的 
个 数 . 
2) VaE€G, 含 a 的 G 的 左 陪 集 
aG = {ag |g EG})= G. 
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因此 子 群 G 在 群 G 里 的 指数 是 1. 

注 将 子 群 五 在 群 G 里 的 指数 记 为 [G : 有 H], 从 而 [G:{e}]=G 中 所 含 元 的 个 数 .[G:G] 
一 1. 

8. 1) 怎样 的 群 有 且 只 有 一 个 子 群 ? 

2) 怎样 的 群 有 且 只 有 两 个 子 群 ? 

答 1) 群 人 e} 有 且 只 有 一 个 子 群 (e}. 

2) ”素数 阶 群 G 有 且 只 有 两 个 子 群 {e} 及 G. 因为 素数 p 阶 群 G 的 子 群 的 阶 必 为 p 的 
因子 :1 与 p. 所 以 G 的 子 群 有 且 只 有 {e} 及 G. 

9. 证 明 : 一 个 阶 为 mn(m,n 是 正 整 数 ) 的 循环 群 有 阶 为 m 和 阶 为 n 的 元 素 . 

证 设 G=(a), 且 |G| 二 mn, 从 而 la|==mn, 于 是 a™”= 二 (a*)"* 二 (qa)"=e, Vl:0< 达 Ln， 
(aq”) :二 a” 关 e( 因 0 二 mw 二 mmpy 又 la|= 二 mn),; 所 以 1a”|=n. 同 理 1a*|= 


m( 利 用 第 六 章 ,二 ,57 亦 可 知 |a” (= =n). 


(mnsm) m 
10. 设 G 是 有 限 循环 群 , Y 正 整 数 m,m||1G|, 则 G 有 m 阶 元 ,从 而 G 有 m 阶 子 群 . 
证 因 m||1Gl, 故 |G|=ms,sEZ. 设 G=(a), 由 上 题 知 la'|==m. 且 G 有 m 阶 子 群 
(a’). 
注 Lagrange 定理 0 的 逆 命 题 :“ 设 G 是 有 限 群 . 若 正 整数 m,m|1G1, 则 G 有 m 阶 子 
群 ”不 成 立 . 但 当 G 是 有 限 循环 群 时 ,Lagrange 定理 的 逆 命题 成 立 . 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 找 出 S; 的 所 有 子 群 . 

解 一 Hi 二 S$;, Hs;={(1)}, Hs={(1),(1 2)},H,={(1),(1 3)},H;={(1),(2 3)}， 
Hs 二 {(1),(1 2 3),(1 3 2)}) 是 S; 的 子 群 @. 

S$; 仅 有 以 上 6 个 子 群 . 因为 

(iD) (C27 ) CR)= Ck). 

Gi) (2k)’= (ik)). 

(iii) G7) Ck)= (ik). 

(iv) (i7)) (ikj)= Ck). 
从 而 

1) 只 含 (1) 及 两 个 或 三 个 2- 循 环 置 换 的 集合 不 是 子 群 (由 (iD 知 ). 

2) 只 含 (1) 及 一 个 3- 循 环 置 换 的 集合 不 是 子 群 (由 (ii) 知 ). 

3) 只 含 (1) 及 两 个 3- 循 环 置 换 和 一 个 2- 循 环 置换 的 集合 不 是 子 群 ( 由 (Ci) 知 ). 

4) 只 含 (1) 及 两 个 3- 循 环 置换 和 两 个 2- 循 环 置换 的 集合 不 是 子 群 (由 Gii) ,Civ) 知 ). 

所 以 S; 有 且 仅 有 以 上 6 个 子 群 . 

解 二 H ,H; ， 万: ,H, ， 万 5 ,Hs 是 S; 的 6 个 子 群 (见解 一 ). 若 子 群 H' 不 是 以 上 的 5 个 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 69. 定理 2. 
@ 间 上 .63. 定理 3. 
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子 群 ; 晶 ; ;Hs ,HH,,H;,H. 那么 . 

1) 或 H 至 少 合 有 两 个 2- 循环 置换 ,比如 (27), (ik). 此 时 (Gi) (ik)= (jk)E H'， 
CR CD)= OGRE HH ,CGOR)= RE HH, (= EHH’, 人 WW 而 H’'=H',=S;. 

2) 或 互 "至少 含 有 一 个 2- 循 环 置 换 和 一 个 3- 循 环 置 换 ,比如 (i7) 和 (ijk)， 此 时 (ijk)* 
=(ikDE HOD CGIR)=0RE HCiR)= OGREH ,=(EH, KW 而 H’= 
Hi=5;. 

所 以 上 面 给 出 的 6 个 子 群 是 S; 的 所 有 的 子 群 . 

注 ” 此 题 说 明 , 若 群 G 的 所 有 真子 群 都 可 换 ( 是 循环 群 ) ,但 G 未 必 可 换 ( 是 循环 群 ). 

2. 证 明 : 群 G 的 两 个 子 群 的 交集 也 是 G 的 子 群 . 

证 设 Hi，,H， 是 群 G 的 两 个 子 群 . 因 eEH1,eEH;s, 故 eEHINH;i, 从 而 Hi 站 Hi 了 
休 . 显然 五 :由 五 :CCG. Va,bEHINH, ;有 a,bEH'i, 有 8 a,bEH,. 因 H',,H; 都 是 G 的 子 
群 , 故 a5 1E 万 , 且 abriE 了 ,从 而 apiE Hi 个 Hi. 于 是 Hi 几 H;<<G%. 

注 1) 设 于 ,Hi 是 群 G 的 两 个 子 群 ,但 HF 与 Hs 的 并 集 HU Hi 未必 是 G 的 一 个 
子 群 . 

例 Hi 二 {2k|kEZ),Hs= (37|1 EZ )} 是 整数 加 群 也 的 两 个 子 群 , 则 

HU H; = (2k,31|k,LEZ }. 

2,3,E HiU Hs, 但 2 十 3 一 5 既 不 是 2k 形状 ,又 不 是 31 形状 , 故 2 十 3 二 本 U Hs, 从 而 
Hi UH; 对 加 法 不 封闭 . 所 以 Hi UH; 不 是 Z 的 子 群 . 

又 例 Hi= {(1),(1 2)} 过 $S;, Hi== {((1),(1 3)}< 之 $s, 但 Hi UH;= {((1),(] 2)， 
(1 3)} 不 是 S; 的 子 群 , 因 (1 2)(1 3)=(1 2 3)€ HiUH;. 

2) 设 Hi 二 G, HH; 二 G, 则 

HU H;<=<GSOH,<~H, 或 H; < Hi. 

证 一 (<=) 万 ,二 五 , 时 ,Hi UH;=H;,<G;H,<H 时 ,HiU H;= Hi<G. 

(一 ) ( 反 证 法 ) 若 五: 不 是 H; 的 子 群 ,而 且 H: 也 不 是 H 的 子 群 , 则 3aE 互 ,但 
a€H;,, dvEH., ,但 bEH', 于 是 ab € HiU H:;. 事实 上 , 若 abE Hi1U HH;, 则 abEH, 或 
abEHs. 当 ab 二 hi € Hi 时 ,6==a-!hi € Hi, 此 与 5€EH 矛盾 . 当 ab==hs € Hi 时 ,a 一 
hsb !'E Hs ,此 与 a 蕊 五, 矛盾 . 所 以 abEHIiUHi, 但 a€HiUH,,b5EH1UH;i, 才 HiU 
昌 ; 对 乘法 不 封闭 . 此 与 已 知 条 件 日 U 日 ;过 G 矛盾 . 所 以 ,Hi 过 Hs 或 Hs<Hi. 

证 二 若 HH 过 日; , 则 命题 成 立 . 若 H, 不 是 H， 的 子 群 , 则 3jaeE 万 ,但 aeE 万:. VE 
互 ;, 则 a,bEH) UH,. 又 Hi UU 五 ;二 G, 从 而 ab EH, UH; ,于 是 abEH, 或 ab EH.,. 由 
a Ei, 但 a E 瑟 ; 知 ,ap 一 c< 蕊 万: (否则 ,着 ab==c EH;, 则 a 一 co-1E H, , 逆 盾 ). 所 以 只 能 ap 
二 dE€ 有 Hi, 因此 5==a-'dE€HHi. 这 说 明 晶 ,CHi, 又 H,<G,H;<=<G, 所 以 H; 二 Hi. 

3. 证 明 :循环 群 的 子 群 也 是 循环 群 . 

证 一 设 G=(a),H<=G. 

当 互 = {e} 时 , 吾 = (e) 是 循环 群 . 

当 互 关 {e} 时 , I] a+ EH ,at 关 e, 而 上 之 0( 不 然 , 若 有 二 0,a* 二 e, 了 矛盾 .车 <0, 则 (a*) = 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 63. 定理 2. 
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a-E 日 ,此 时 一 k>>0)., 则 集 P== {8|a* EH,k>0} 关 ZB,P 中 有 最 小 正 整 数 &。, 使 me 有 H， 
则 玉 = (a%). 事 实 上 ,Yb5E 晶 , 因 HCG=(a), 故 b=a'. 设 t 二 kg 十 r,g EV ,0 过 rr 过 ho ,r= 二 
t 一 koq, 于 是 
dr = a 一 ai(ab) = blab )™. 

因 65,a%E 昌 ,又 日 是 群 , 放 arEH. 又 0 志 r<, 由 有 是 P 中 的 最 小 正 整 数 ,得 r=0, 从 而 z 
一 Adq, 即 8 一 (a%)" .所 以 互 =(a% ) 是 循环 群 . 

证 二 ”如 证 一 ,H<G=(o) ,是 集 P 中 的 最 小 正 整数 , 则 a%€ 五 ;从 而 (a%)CCH. 

VbEHCG=(a), 都 有 5b=a', 且 ko|t. 事实 上 ,假设 不 然 ,车 3a' EH,! 隆 0, 但 如 十 工 
设 ( 0) 一 ad>>0, 则 因 忆 对 1， 故 4 二 .此 时 整数 ,vv, 使 ou 十 1v=d. 于 是 

ad = ab 一 (ah)*(a)* EH, 

从 而 dEP. 但 d<k ,此 与 如 是 P 中 的 最 小 正 整数 矛盾 . 因此 V5bE, 都 有 6=a', 且 |i， 
即 导 cgEZzZ ,使 得 :二 kog, 从 而 5==a%' 二 (a%)s Ela%). 所 以 H= (a%). 

注 1) 对 该 命题 ,下 面 证 法 不 对 : 

设 G=(a), 昌 ZG. YxXERH, 则 x EG, 因 此 工 就 可 以 写成 a 的 乘 方 ,从 而 由 定义 , 互 是 
循环 群 . 

因为 a 未 必 属 于 互 . 

2) ”该 命题 的 逆 命 题 不 对 . 即 ;一 个 群 如 果 除 本 身 外 所 有 子 群 都 是 循环 群 ,这 个 群 本 身 
未 必 是 循环 群 . 例 ，Klein 4 元 群 B,==({1(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}), 它 的 子 群 
除 本 身 外 都 是 1 阶 和 2 阶 的 ,从 而 都 是 循环 群 ,但 Bs 不 是 循环 群 ,因为 在 B, 中 没有 4 阶 元 . 

zo 
矩阵 乘法 作成 一 个 非 交 换 群 , 且 G 的 每 个 子 群 除 本 身 外 都 是 循环 群 . 事实 上 , 令 


9) 
) 


0 1 0 一 0 1 一 ! 
“人 (Li 中 ( 0)' “= 小 一 - (| 0 
G 的 乘法 表 为 
e Qi [4 us aa us CC6 C7 
e e al das Us a4 as as Ur 
ul Ql [4 U3 2 Us ua Qa7 us 
Qs as Us Ul e Us Ur Us Ua 
as 3 Q2 e al Q7 Q6 Qa as 
Cd4 Qa as ar as al e dz as 
Us as a CQ6 a7 € al as C2 
as as ar C4 as Qs Us al ee 
ar a7 us as Ca CC2 人 3 e al 


由 乘法 表 知 G 对 于 和 气 阵 乘法 封闭 . 矩阵 乘法 当然 适合 结合 律 ， G 中 每 一 元 都 在 表 的 各 
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行 、 各 列 出 现 且 只 出 现 一 次 ,因此 G 的 乘法 适合 消去 律 . 所 以 G 是 一 个 群 , 称 G 为 4 元 数 
群 . 由 表 易 见 G 不 是 交换 群 . 

因 |G|==8, 由 lagrange 定理 知 ,G 的 子 群 的 阶 只 能 是 1,2,4,8. 而 2 阶 子 群 必 为 循环 群 ， 
只 能 由 阶 为 2 的 元 生成 ,但 G 中 阶 为 2 的 元 只 有 一 个 wa ,从 而 2 阶 子 群 只 有 一 个 为 : Hi = 
{esa1) = 二 (a1). G 中 除 e,ai 外 其 余 各 元 的 阶 都 是 4, 从 而 G 的 4 阶 子 群 都 是 循环 群 ,共有 
3 个 : 

H; = (az) = (a3) = {eyalyazyas)， 
五 ; = (a) = (as) = {eyalya4 ,Q5 }， 
H, = (a6) = (a1) 一 {eyalya6y ay } 

所 以 G 除 本 身 外 所 有 子 群 都 是 循环 群 .但 因 G 是 非 交 换 群 , 故 G 不 是 循环 群 . 

4. 找 出 模 12 的 剩余 类 加 和 群 的 所 有 子 群 . 

解 一 Z: 一 (人 [Lo],[1],[2],…,[11])=([1]) 是 循环 群 ,由 上 题 知 ,Ziz 的 子 群 都 是 循环 
群 . 因 Zis 有 12 个 元 , 故 Zis 最 多 有 12 个子 群 ,但 这 12 个 子 群 中 可 能 有 重复 的 . 下 面 我 们 具 
体 找 出 Zi 的 所 有 的 不 同 的 子 群 . 

1) H;=(L0]))={[0]}. 

2) H;=([1])= Z;. 

因 | Zs |= 二 12, 又 (5,12) 二 (7,12)==(11,12)= 二 1, 故 由 第 六 章 , 二 ,6 知 HH; 二 ([5]) = 
(£7])= (11]). 

3) H;s=([2])={[0],[L2],[L4],L6],L8],L10)}. 

因 |H|==6, 又 (5,6)==1, 故 H,== (5[2]))==([10]). 

4) H,=([3])={[0j,L3j,[6j],[L9]). 

因 |HH|==4, 又 (3,4)==1, 故 H, 二 (3[3])=([9]). 

5) H;=([4])={[0],[L4],L8J). 

因 |H;|=3, 又 (2,3)==1, 故 Hs 二 (2[4])=([8]). 

6) Hs:s=([6])={[0j,L6j)}. 

以 上 6 个 子 群 H »H:; ，, ,He 就 是 乙 ; 的 所 有 的 子 群 . 

解 二 ”Z's==([1]) 是 12 阶 循环 群 ,由 第 六 章 ,二 ,6, Za 的 子 群 都 是 循环 群 , 由 La- 
grange 定理 及 第 七 章 , 一 ,10 知 , 子 群 的 阶 必 是 且 只 能 是 1,2,3,4,6,12. 因此 Zi 的 所 有 子 
群 是 : 

1) 五 ;=([0) 是 1 阶 子 群 . 

2) Te 12 i 


4) 因 1301]1 一 2 一 4 五 :一 ([3]) 是 4 阶 子 群 . 
5) 因 |4[1]|= Dt H; = 二 ([4j) 是 3 阶 子 群 . 


因为 循环 群 的 各 阶 子 群 分 别 都 是 唯一 确定 的 ( 见 第 七 章 ,三 ,2,1)) ;所 以 Zz 的 所 有 子 群 
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是 :Hi,H;,… ,Hs. 
5. 假定 互 是 群 G 的 一 个 非 空 子 集 , 并 且 互 的 每 一 个 元 的 阶 都 有 限 .证 明 : 互 作成 子 群 
的 充 要 条 件 是 
asbEH>abEH. 
证 (=>) 由 昌 是 G 的 子 群 的 定义 即 知 , Ya,65EH, 有 abEH. 
(二 ) 已 知 B 关 HCG, Va,bE 昌 ,有 abEH.Y aE€H ,下 面 证 明 a 'E HH. 因 |a| 有 限 ， 
故 可 设 la| 二 m,m 是 正 整 数 , 即 om 一 e, 从 而 aa" 一 一 e. 于 是 a ' 二 a”!. 当 m 一 1 之 0 时 ,由 


Ca 个 
已 知 条 件 4a-!=a” :一 aa … a EH; 当 mm 一 1 二 0 时 ,|a|==m= 二 1, 从 而 4a 二 =e. 因此 a '==a”! 
二 a 一 e 二 a 日 .所 以 H<G. 

6. 证 明 : 阶 是 素数 的 群 一 定 是 循环 群 . 

证 设 群 G 的 阶 是 素数 p, 因 p 之 2, 故 3aEG, 而 a 关 e, 即 |al 关 1. 且 |al |p9. 但 请 是 
素数 ,|a| 关 1, 从 而 la|= 二 p, 节 |(a)|=p. 又 [|G|=p, 且 (4a)CG, 所 以 G=(a). 

注 1) 设 |G|= 素 数 p, 因 (1,p)==(2,p) 二 … 一 (p 一 1,p) 二 1, 故 小 于 户 且 与 p 互 素 
的 正 整数 的 个 数 由 (2D) 一 如 一 1, 所 以 素数 p 阶 循环 群 G 有 中 (p)= 二 p 一 1 个 生成 元 , 即 G= (a) 
一 (ca ) 一 … 一 (az1), 其 中 waEG,a 和 关 e. 从 而 素数 p 阶 循环 群 中 除 单 位 元 e 外 ,其 余 p 一 1 个 
元 都 是 G 的 生成 元 . 

2) “该 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 即 循环 群 未 必 是 素数 阶 的 . 例如 循环 群 乙 二 ([1j) 是 4 阶 群 . 

7. 证 明 : 阶 是 p” 的 群 (p 是 素数 ) 一 定 包 含 一 个 阶 是 p 的 子 群 . 

证 一 ” 设 群 G 的 阶 =p”,p 是 素数 ,m 是 正 整数 . 因 p”" 宇 2, 故 IaEG, 而 a 关 e, 即 la| 关 


1, 且 Tal | 如 ,从 而 |a1 一 太 ,0<r 委 和. 由 第 六 章 , 二 ,5， | ax， = -re 由 


第 六 章 ,一 ,4 中 结论 知 ,(ax ) 是 p 阶 群 ,又 Car)CG,, 所 以 (lax) 是 G 的 p 阶 子 群 . 

证 二 在 证 一 中 ,对 于 |a”' | 一 p 也 可 直接 利用 定义 来 证 明 ,; 因 为 (a ) 一 ax ?一 
az 一 ce. 对 于 任意 正 整 数 t,0<t<p, ar )’'e. 不 然 , 若 (az 关 一 ce, 即 ao | 一 e, 其 中 0 二 
tp”-! 过 p"' ,此 与 1a| 一 关 矛盾. 所 以 |az 一 | 一 了 

证 三 证 一 中 |a*”-!|==p 的 证 明 还 可 采用 如 下 方法 . 显然 (ar ”)* 一 e, 于 是 |ar | 整 
除 p， 因 了 是 素数 , 故 |ax ”| 二 1 或 la* ”|=p. 车 la?” ”|==1, 则 a* 一 e, 其 中 0<< 太 -< 
,此 与 1a|=p' 矛盾 . 所 以 la* | 二 p. 

8. 假定 a 和 5 是 一 个 群 G 的 两 个 元 ,并 且 a6 二 ba. 又 假定 a 的 阶 是 m5 的 阶 是 4 ,并且 
(m,n) 二 1. 证 明 :ab 的 阶 是 mn. 

证 一 ”由 ap 一 pa ,有 


Cab)™” = (ab) (ab) ab) 一 (aaa) (bb 本 = arb™ 
= (a”)"(b")" 一 ere” 一 6. 
设 (ab) 一 <, 则 
CC 一 a™e’ -一 CE (Db")’ = a Db": 一 (op 一 e” 一 e。 


四 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 69, 定理 3. 
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因 |a|= 二 m, 故 m|ns. 又 (m,n) 二 1, 从 而 m|s. 
b™ = em = (ar)b™ 一 arm = ((ab)’) =e" =e. 
因 |2| 一” 故 nn|ms. 又 (mm 一 1, 从 而 nls. 再 由 (m,n)= 二 1, 有 mn|s ;从 而 ;二 0 或 s 宣 mn. 
所 以 |ab|=mn. 
证 二 设 |ab|=t, 只 需 证 t=mn,t |mn 且 mnli. 由 证 一 , (ab)™ = 二 e, 从 而 t|mn. 令 瑟 
一 (ap). 由 第 六 章 ,一 ,4 中 结论 ,| 瑟 | 王 | (ap) | 一 上 


由 1a| 一 mm 由 ca5 一 5a 


氏 一 ep” 一 40 一 一 (co)” EH. 
因 |12| 一 ”由 第 六 章 ,二 ,5， A ee) 二 n, 从 而 nt. 同 理 ， 
ax 一 Qnre a a"b” 由 eb be (ab)” EH. 


因 |a|=m, 由 第 六 章 , 二 ,5,1a”| 二 
又 mn>0,t>0, 所 以 lab|=t=mn. 

证 三 设 1ab|==t, 只 和 需 证 tmzn 有 mn lt. 由 证 一 , (a6b)”==e, 于 是 t |mn. 由 证 一 ,a” 一 
e; 因 |al==m, 故 m|ni, 又 (m,n) 二 1, 从 而 m|t. 由 证 一 ,6” 二 e, 因 |6|==n, 故 nn|mi, 又 (m,n) 
二 1, 从 而 nlt. 再 由 msn) 一 1,mn 

证 四 ”由 证 一 ,Ca5)” 一 e. 假设 存在 正 整 数 :;<mn, 使 (a6)' 二 e, 由 证 一 ,n|s. 因此 ,3 正 
整数 g, 使 得 ;= 二 ng 过 mn, 从 而 0 二 gq 二 m. 

e = (ab)’ = (ab)™ EE amb™ a a™. 

因 |a|=m, 故 m|ng; 又 (msn) 一 1, 从 而 mx|q, 此 与 0<q<m 矛 盾 . 于 是 V 正 整数 <<mn, 都 
有 (ab)* 关 e, 所 以 |ab|= 二 mn. 

证 五 设 |jab| =t, 只 需 证 t|mn 且 mn |t， 由 证 一 , (ab)™ =e, 于 是 tmn. 由 |a|==m， 


二 m, 从 而 m|z. 


ey) n) 


t, timn,t>0,mn>0, 所 以 t= 二 mn, 即 |ab|= 二 :二 mn. 


lo 一 吉林 一 加 从 而 (ab" 一 此 全“ ob 一 和 a" 的 阶 为 m, 即 |( (ab)") | 一. 


(m,n) 
( Cab)") Cab) , 故 ( (ab)") 是 (a5b) 的 子 群 .又 |(ab)|==t, 由 Lagrange 定理 ,m |z. 同 理 ,n|z. 


因 Gm,n)==1, 故 mn|t. 已 知 t|mn, 且 t>0,mn>0, 所 以 |ab|==t=mn. 


注 1) 若 去 掉 条 件 ab= ba, 该 命题 不 成 立 . 即 : 设 4a,b5E 群 G,|a|==m,16|==nn， 
(m,n)= 二 1, 但 未 必 有 |ab|= 二 1al16|. 例 ,(12),(123)ES;,|(12)|=2,|(123)|=3,(2,3) 
二 ], 但 (1 2)(1 23)=(1 3) 关 (2 3)= 二 (1 2 3)(1 2). 有 |(12)(123)| 一 |(13)| 一 2 天 2X3 
一 |(12)|。|(123)|. 

2) ”该 命题 的 逆 命 题 成 立 . 即 : 若 cE 群 G,|c| 二 mn, 且 (Cm,n) 二 1, 则 分 别 存在 唯一 的 a 
与 5b, 使 c=ab=ba 且 |a|==m,16|= 二 nn. 

证 因 (m,n)==1, 故 3 整数 p,q, 使 得 pm 十 qn 二 1, 从 而 c= 二 ert" 二 cm，c?. 令 < 一 
cr” ,b 二 cm? ,因此 c 一 ap 一 pa. 

下 面 证 明 |a| ,12| 分 别 为 m,n. 
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an 一 (cn = (0") em” ee 

b" = (cm")" = (0™")? Hm eo . 
从 而 jal |m,121|n. 于 是 分 别 存在 正 整数 9 和 qs, 使 m=q，|al,n 一 qs“ 15|. 所 以 
[al 。16f| zz。 另 一 方面 , 因 ab 二 ba, 敬 ci 一 (aB) 1 呈 二 (als1) 吕 (C61)lel 二 e。e 二 e. 又 
[cl = 一, 从 而 ma lal 14151. 又 mn 记 0,1al，15|0, 所 以 mn 一 Jal * 1651. 又 mn 一 
gg lal。 165|, 因 此 qigzlal 16|=|al ， 151l. 又 lal * 16|>>0, 于 是 gigs 一 1. 但 & 与 g 都 
是 正 整 数 , 从 而 qi 二 gq 二 1. 所 以 al 二 m,1b|==n. 

最 后 证 明 表 达 式 c= 二 ab 二 ba 唯一 . 车 c 有 另 一 个 表达 式 c==aib 二 bai,|ai | 二 mm,1b1 | 

二 n. 则 a5 二 a1bi, 即 ai!'4a==b1b-!.、 因 

chi=bad =hc, ac—=abia=ca, 
故 ap 与 c 都 可 换 . 又 a,b 是 c 的 方 短 ,从 而 4a,5 分 别 与 a1,51 都 可 换 , 即 

aal==aia, bbi=bb. 


于 是 


ai'a=aai!, bib 1=—b 1b, 
即 oj: 与 ca, 与 2 :也 可 换 . 
因 (m,z) 一 1, 故 了 整数 p,g, 使 得 mp 十 ng 二 1， 从 而 
aila 一 (alla)mpfm 一 (arla)™r (aila)™ = (Cari@)"™) (er 
由 a7 la=aa-! p ga 
(Gar)"a") (b1(6')") 一 ere 一 e， 
由 B61 =b 6) 人 和 和 ) ( : ) “< “ 
且 bb ' 二 ai 'a= 二 e,， 于 是 al 一 ab 一 0 
还 可 如 下 证 明 |a|=m,16| 二 x. 已 知 


4 一 ep 一 ee. 


若 3 正 整数 上 ,hk 二 m, 使 得 a 二 ey 即 (c*)* 二 e, 从 而 (ce")* 二 e. 又 |c" | 二 一 了 二 m, 于 是 


(mn,n) 


mlgk. 由 pm 十 qn 二 1,(m,q)= 二 1, 因 此 mjk, 此 与 0 二 kk 过 m 矛盾， 所 以 ja 一 mm 同 理 18| 
一 7 
在 证 明 表 达 式 c 二 ab 二 ba 唯一 时 ,已 证 a7!a 二 aar! 0 一 的 20,a "a 二 bb ! ,还 可 如 
下 证 明 aa 一 00 一 0 因 
(ai!a)”™ ee (ai!')"a”" 一 ee 一 6) 


一 1 _ 一 1 
二 =b 6b] 


(hb)" WD)" ee =e. 
故 |ar!al |m， | 22 | 又 aT!lia 二 bb 1， 所 以 |aila| | Ca) 一 1 从 而 1arlal 一 1, 于 是 
aria 一 e. 所 以 aa = 二 a. 同 理 六 一 六 
对 于 表达 式 c= 二 ab 二 ba 唯一 性 的 证 明 还 可 采用 下 面 方法 : 若 c= 二 qb 一 bia, |ai| 二 mn， 
I | 二 n. 则 


岂 a101 二 bal 由 ab 一 5a 


a 一 CY DY 一 一 一 (aib1)” 一 (ab)"——ab” = a". 
已 知 mp 十 ng 二 1, 从 而 
ai = dt = (a7)?r(at) = eta = a ™ ~ a(a”)?=a ?=a,. 
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又 c 二 a1bi 二 ab, 今 已 知 aa 一 a, 由 消去 律 ,六 一 咏 

3) 设 ayar,，…，a'E 和 群 G, 其 阶 分 别 为 mm 时 ,ai) 一 1 且 aai 一 aiai 
(i,j=1,2,° ,5), 则 |araz**a;s| =ninzn,. 

反之 ,车 群 G 中 的 元 c 的 阶 为 ne… 1) 时 ,ai) 一 1 则 分 别 存在 唯一 的 a1 as，*…' as， 
使 c==aias**a;, 且 aiaj==ajais 1ai|==n;(i,j= 二 1,2,*…… ,35). 

证 略 , 

4) 条件 (m,n)= 二 1 去 掉 后 ,该 命题 不 成 立 . 即 ; 设 a,bE 群 G,ab=ba,1lal==m,1b|==n， 
未 必 有 |ab|==1a|1b|. 例 ,[2],[3]E Z 一 (L0],[1],[2],[3]),[2] 十 [3]=[3] 十 L2], 1[2]| 
=2,|[3]|=4. (2,4) 天 1. |[2] 十 [3]1 = |[5j|=|[1J|=4 天 2 十 4 一 |[2]1 十 |[3]|1. 

5) 去 掉 条 件 (m,z) = 二 1 后 ,一 般 来 说 ,有 : 若 a,E 群 G,ap 王 pa ,lal 一 mm 一 2 则 
lab| 是 m,n 的 最 小 公 倍 数 [m ,中 的 因数 .而且 群 G 中 含有 阶 为 [m,nj 的 元 . 

证 设 [m,nj 一 s; 则 :一 mg ，s 一 ngz， 从 而 


一 浆 、 
(ab)’= (ab) (ab)-… (ab) aa abb b=ab: 


= a™ b™ = (a”)n(b")% = eer = e., 


所 以 lab| |s=[m,nj. 
假设 m= pi pz¥ ,n= pi py ; 且 设 之 $51， ti 二 52 ,pi pe 为 不 相同 的 素数 , 即 (z ,pz)=1. 


一 il ps 一 p22 mm 1 —n, pl 7 5 9 
则 [me 亲 一 站 四, 但 由 al 一 mao 一 G5 一 扣 : 由 161 一 ns 1%" 1 一 让 区 一 名 


昌 (pi ,pz)=1 , 故 由 该 命题 ， | az BA | — pi py =[m,nl. 
车 m= 二 ph pg …p#,n 一 php2… py , 则 用 同样 方法 可 证 . 
当 ab 天 ba 时 ,命题 不 成 立 . 例 , 设 G 是 实数 域 上 所 有 3 阶 可 逆 方 阵 对 于 和 矩阵 乘法 作成 


100 010 
的 群 . 取 | 0 中 0 中 G, 于 是 ab 关 ba. 因 a 天 ep 天 eyapg 尖 ea 一 虹 一 ey (ab): 
010 001 


关 e, (ab): 二 ey 故 |a|= 二 165|= 二 2,|ab|==3,[2,2j] 二 2, 因 此 1ab|= 二 3+ 2 一 [2,2]. 


虽 apE 群 G,ap 一 pa， la|=m, 15| 二 n, 但 |ab| 未 必 是 [m,nj. 例 ,a 一 二 :二 人 2 ie- 


-1 i EU 一 (1，elyey ,ee —é0, |e |=3,|e|=3, 而 |e€z |=1 交 3=[3,3]. 
9， 假 定 一 是 一 个 群 G 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 , 并 且 对 于 G 的 任意 三 个 元 a ,zx,z 来 说 


ar~ar I~ 
证 明 : 与 G 的 单位 元 e 等 价 的 元 所 作成 的 集合 是 G 的 一 个 子 群 . 

证 一 设 互 为 与 G 的 单位 元 e 等 价 的 元 所 作成 的 集合 , 即 H={a€G|a~e). 因 一 是 
一 个 等 价 关 系 , 故 e~e, 即 eE 互 ,于 是 日 关 多 , 且 HCG. Ya,bEH, 只 和 需 证 ab™'€ 昌 , 即 上 
需 证 ab: 一 e. 

因 a,b6E 昌 , 故 a~e,b~e, 即 ae~aa-!,be~bb~!. 由 已 知 条 件 ,e~a !,e~b :， 因 一 是 
等 价 关 系 , 故 56!1~a !, 即 a ab: 一 a ie. 再 由 已 知 条 件 ,ab 一 e 于 是 ab E HH. 所 
MH<G. 
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证 二 ”由 证 一 知 :B 取 HCG. 

YaE€ 昌 ,a~e, 即 ae 一 aa ,由 已 知 条 件 ,e 一 ca !. 又 一 是 等 价 关 系 ,a 一 ,于 是 
axE 万 . 

Ya;6E 万 ,0~eya~e, 即 aicp~a-iae. 由 已 知 条 件 ,ab~a ,又 a~e, 由 推移 律 ,ap 一 e， 
于 是 ab EH. 

所 以 ,HG%. 

注 1) 要 证 互 <G, 必 须 首 先 明确 指出 有 一 个 元 E 五 ,从 而 互 拓 好 .同时 指出 五 CG. 

2) 本题 证 明 技 巧 主 要 在 于 灵活 运用 单位 元 的 性 质 . 要 掌握 这 个 方法 的 实质 , 举 一 反 
三 ,有 利于 发 展 思维 能 力 . 

10， 我 们 直接 下 右 陪 集 Ha 的 定义 如 下 ; Ha 刚好 包含 G 的 可 以 写成 

ha (hEH) 
形式 的 元 . 由 这 个 定义 推出 以 下 事实 :G 的 每 一 个 元 属于 而 且 只 属于 一 个 右 陪 集 . 

证 取 定 a€G,Ha= (ha|h€EH). 

VxzeEG, 因 互 <G, 故 G 的 单位 元 eE 互 ,从 而 z=ezEHz. 所 以 G 的 每 一 个 元 都 属于 
一 个 右 陪 集 . 

若 XEG,xEHa,) 又 TEHb; 则 =h 有 a= 二 hsb, 有 ,hz EE 日 ,从 而 a= 二 hh 和 0 一 
hz!'hia. V ha€E Ha,ha=h(hi'hb) = (hhilh bE HL, 于 是 HaC Hb; 另 一 方面 , V hb € 
Hob,hb==h(hi lhia) 二 (hhi!hi)aE Ha, 于 是 Hb6CHa. 所 以 Ha 一 Hb， 因此 G 中 每 一 个 元 
只 属于 一 个 右 陪 集 . 

注 “由 xzEHa 得 x~a” 是 不 对 的 . 因为 这 里 Ha 不 是 用 等 价 关系 一 来 定义 的 类 . 本 
题 恰恰 是 要 证 明 Ha== {ha|h EH} 是 G 的 一 个 类 . 

11. 证 明 : 若 我 们 把 同 构 的 群 看 作 一 样 的 ,一 共 只 存在 两 个 阶 是 4 的 群 . 它们 都 是 交 
换 群 . 

证 4 阶 群 的 元 的 阶 只 可 能 是 1,2,4. 

1) 若 4 阶 群 G 有 一 个 元 a 的 阶 为 4, 则 Gi 二 (4) 是 循环 群 . 由 第 六 章 , 二 ,4, Gi 是 交 
换 群 . 任意 两 个 4 阶 循 环 群 ,由 第 六 章 , 一 ,4 中 结论 知 必 同 构 . 如 模 4 的 剩余 类 加 群 Z ,= 
([1])=([o],[1],[2],[3]),4 次 单位 根 乘 群 U, 一 0G) 二 (1, 一 i, 一 1, 让 都 与 Gi 同 构 . 

2) 车 4 阶 群 Gs 二 {e,z,y,z}) 没 有 阶 为 4 的 元 ,又 Gs 必 有 和 且 只 有 一 个 阶 为 1 的 单位 元 
e; 因 此 Gs 必 有 3 个 阶 为 2 的 元 . 由 第 四 章 ,二 ,4,C: 是 交换 群 ,其 乘法 表 为 


任意 两 个 由 阶 为 1,2,2,2 的 4 个 元 作成 的 群 必 同 构 ， 如 Klein 四 元 群 B, = ((1)， 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 62. 定理 1. 
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(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)), 群 {t, 一 二 ,一 4， 二} 其 代数 运算 为 把 第 二 个 因子 代入 


第 一 个 因子 中 的 四 都 与 Gz 同 构 . 

G 二 (a) 是 循环 群 ,G, 一 {e,z,y,z} 不 是 循环 群 , 由 第 六 章 ,二 ,7,Gi 与 Gz 不 同 构 . 

所 以 在 同 构 意义 下 ,存在 两 个 阶 是 4 的 群 ,而 且 它 们 都 是 交换 群 . 

注 还 可 用 反 证 法 如 下 证 明 :Gi==(a) 与 G, 二 {ezx,y,z}) 不 同 构 . 事实 上 , 若 了 ci 与 Go 
间 的 同 构 贞 射 bb. 设 由 :a2 一 ea 一 工 则 由 :人 一 了 至 二 e( 因 |1zl 王 2). 但 ei 关 a ,于 是 e 在 $9 下 
的 道 象 不 唯一 ,此 与 由 是 单 射 矛盾 . 所 以 Gi 与 Gs 不 同 构 . 

12 . 利用 上 题 证 明 :一 个 有 限 非 交 换 群 至 少 有 6 个 元 . 

证 1 阶 群 {e} 显 然 是 交换 群 . 因 2,3,5 是 素数 , 故 由 第 七 章 , 二 ,6,2,3,5 阶 群 是 循环 
群 , 从 而 由 第 六 章 , 二 ,4, 它 们 是 交换 群 . 由 上 题 ,4 阶 群 是 交换 群 . 又 已 知 6 阶 群 S, 是 非 交 
换 群 . 所 以 有 限 非 交换 群 的 阶 至 少 是 6. 


三 、 讲 与 练 


1. 试 判断 下 列 各 命题 是 否 正确 . 

1) 车 S 是 群 G 的 非 空子 集 , 且 3xzoES, 使 得 YzES, 都 有 zz 一 zzo 一 z, 即 zo 是 S 
的 单位 元 , 则 ze 是 G 的 单位 元 . 

2) 设 晶 ;过 群 G,i=1,2,3. 则 

®D HiUH;=H,UH;=> H;,=H,. 

® HMNH,=H NH,=> H,=H,. 

3) 正 有 理 数 集 Qf+ 对 于 普通 乘法 作成 一 个 群 . 正 整数 集 Z+ 是 @Q- 的 不 空子 集 , 且 
Ya,bEZ1 ,都 有 apEz+ , 则 Z'1 二 Qt. 

4) 任何 一 个 非 单位 元 群 都 是 由 它 的 一 个 真子 集 生成 . 

5)” 阶 数 相 同 而 互 不 同 构 的 有 限 群 只 有 有 限 个 . 

6) 和 集 {(1 2),(1 3)} 生 成 群 S;. 

7) 设 a€E 群 G,1G| 一 n, 则 a*==e,e 是 G 的 单位 元 . 

8)” 若 一 个 群 可 由 含 两 个 元 的 集 生成 , 则 这 个 群 不 能 是 循环 群 . 

9) 一 个 无 限 群 的 有 限 子 群 必 有 无 限 多 个 不 同 的 右 陪 集 . 

10) 设 刀 <G,K<G, 若 3z,yEG, 使 得 xH=yK, 则 H=K. 

11) 设 HG,K<G, 且 HCK, 则 [G :Hj] 宇 [G :天 ]. 

解 1) 不 正确 . 例 , 设 @ 是 有 理 数 加 群 , Qr+ 是 正 有 理 数 集 , 则 了 QCCQ. 31E€Q@， 
使 得 YxEQt' ,都 有 1x 二 x1==x, 但 1 不 是 Q@ 的 单位 元 .0 才 是 @@ 的 单位 元 . 

2) Q@9 不 正确 . 例 , 取 G=S;, Hi=S,H,={(1)}, H;= 二 {1(1),(1 2)). 显然 
HiUH;=S;= HUH;, 但 H;z¥H;. 

Q@ 不 正确 . 例 , 取 G=S;,HHi=={(1),(1 2)}, Hs 二 {(1),(] 3)},H;=={(1),(2 3)). 
显然 , Hi 站 HH; = 二 Hi 站 H;==(4(1)), 但 H; 关 Hi;. 


3) 不 正确 . 因 取 2EZ' ,但 271= 广 EZ 
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4) 正确 . 事实 上 ,任何 一 个 非 单位 元 群 都 是 其 中 所 有 非 单位 元 的 元 所 作成 的 真子 集 生 成 . 

5) 正确 . 事实 上 ,由 Cayley 定理 ,” 阶 有 限 群 同 构 于 ?” 元 集 的 一 个 ” 阶 置换 群 . 因此 
只 需 考察 互 不 同 构 的 n 阶 置换 群 有 和 多少 个 . 因为 任 一 n 阶 置 换 群 都 是 n 次 对 称 群 S。 的 一 
个 子 群 ,而 有 限 群 S, 的 子 群 只 有 有 限 个 ,所 以 n 阶 置换 群 只 有 有 限 个 ,从 而 互 不 同 构 的 x 阶 
置换 群 , 即 互 不 同 构 的 n 阶 有 限 群 也 只 有 有 限 个 . 

6) 正确 . 

7) 正确 . 事实 上 ,|al | ”从 而 3gEZ ,使 得 n 二 |alg. 于 是 必 王 al 一 (al ) 一 妈 一 e 

8) 不 正确 . 例 , 群 (((1),(1 2)))=={(1),(1 2)}==((1 2)) 是 循环 群 . 

9) 正确 . 事实 上 ,全 体 右 陪 集 是 该 无 限 群 的 一 个 分 类 , 而 每 个 右 陪 集 都 是 有 限 集 ,从 
而 必 有 无 限 多 个 右 陪 集 . 

10) 正确 . 事实 上 ,由 已 知 ,3z,yEG, 使 得 z 互 =>K. 因 G 是 群 , 故 3x 'EG, 使 得 
ZX 1XH==x 1yK, 即 日 =x !'yK. 因 万 <G, 故 eE 刀 一 z71yK. 从 而 ,eK 二 x !'yK, 即 K= 
ZK 一 五. 

11) 正确 . 由 指数 定义 即 可 知 ， 

2. 证 明 : 

1) 设 G=(a) 是 n 阶 循环 群 ,m 是 正 整 数 ,m|n, 则 存在 且 只 存在 一 个 阶 为 m 的 G 的 
子 群 . 因此 G 的 子 群 的 个 数 等 于 nn 的 正 因 子 的 个 数 .. 

2) ” 设 G=(a) 是 无 限 循 环 群 ,及 = (a*) 过 G, 而 昌 关 {e},k 是 正 整 数 , 则 指数 [G : 互 ] 有 
限 且 [G : 五 ] 一 人 . 

证 一 1) 在 第 七 章 ,一 ,10 中 已 证 明 存 在 性 . 下 面 证 明 唯一 性 . 

已 知 G 有 m 阶 子 群 (a’), 上 且 2 一 mx. 

设 昌 是 G 的 任 一 阶 为 m 的 子 群 ,由 循环 群 的 子 群 仍 是 循环 群 ,从 而 H=(a') 且 |a’|==m. 

车 1:=s, 则 H=(a’). 

车 1t 关 5; 则 t=sq 十 7r,0 志 7r< 之 s. 

e=(a')"=a"=atN "(a)"=ea™"=a™. 

又 0 声 rm 三 sm 二 =n; 而 |a| 二 n, 于 是 rm 二 0. 又 m 之 0, 从 而 r= 二 0. 所 以 t= 二 sq. 因此 a! 二 a” 一 
(aeE(a), 即 HC(e) . 因 |HI=|1(a 1=m, 故 H 二 (a'). 

所 以 G 只 有 一 个 阶 为 m 的 G 的 子 群 (a). 

2) Ya EG , 因 上 kk 关 0, 故 3u,vE€2 ,使 得 1 二 wk 十 v,0 志 wv<k, 从 而 a 二 a*1' 二 (a')*a’ € 
Ha", 所 以 


G= Hao U Ha U Ha’ U … U Ha (a = e). 

下 面 证 明 , Hai 人 He’ = 名 ,其 中 0 二 ij 志 有一 1,i 关 j. 事实 上 , 若 HongBw 天 性 , 则 了 26E 
Hai 几 Ha’, 于 是 6 二 hai 一 hai,h,hEH. 不 妨 设 i> 站 则 ai 一 h71hEH=(at), 但 0 一 
i 一 jk 一 1, 此 与 4 二 min{4|a* EH,d>0}( 见 第 七 章 , 二 ,3 的 证 明 ) 矛 盾 . 所 以 Ha' 几 Ha 
= 好. 因此 ,Ha ,Ha, Ha?，,…,Ha*! 是 G 的 一 个 分 类 ,它们 就 是 G 的 子 群 日 的 全 部 不 同 
的 右 陪 集 , 于 是 [G : 互 ] 有 限 且 [LG :HJ]=&. 

证 二 1) 还 可 如 下 证 明 唯 一 性 . 

已 知 (a’) 达 G, |(a)|==|a'|=m,n=ms. 
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车 (a 过 G, | (ce | 二 1a'| 二 m, 下 面 证 明 (a') 二 (a). 因 a”==(a')"==e, 又 |a| 二 n, 故 
n|tm, 即 ms |tm. 因 区 关 0, 故 s|z, 于 是 3g€EZ ,使 得 t 二 sg， 因此 a 二 (a)”E(a’), 即 (a')CC 
(qa). 又 |(a)|= 二 |(a 9)|==m, 所 以 (a')=(a’)， 

2) 见证 一 . 

注 “利用 该 命题 ,容易 求 出 ” 阶 循环 群 的 全 部 子 群 . 见 如 下 例子 . 

例 1 设 G=(a) 是 6 阶 循环 群 .6 的 正 因 子 有 且 只 有 :1,2,3,6. 因此 G 的 全 部 子 群 是 
4 个 循环 群 : Hi) , 互 ;,H;,H ,它们 的 阶 分 别 是 1,2,3,6. 昌 != 二 (e) 二 {e}. 因 G 的 2 阶 元 只 有 
3 , 故 日 ;= 二 a) 二 (ea),. 因 GG 的 3 阶 元 只 有 Qa', 故 日 二 (a) 一 (a) 二 {eya’,a‘) .而 G 
的 6 阶 元 有 a 与 4a ,于 是 Hs 一 (4a) 一 (a’)=G. 

例 2 设 Us= (eler=cos 2 Hisin < 402 是 8 次 单位 根 乘 群 . 则 Us = 
(ei) 是 8 阶 循环 群 . 因 8 的 正 因 子 共 有 4 个 :1,2,4,8, 故 Us 恰 有 4 个 循环 子 群 :Hi 一 (8?) 
={1}, Hs=(e)={e ,01), Hs=(e)={e,e? ,et,e},H,=(e)=U:. 

例 3 设 G=(a) 是 15 阶 循环 群 . 因 15 的 正 因子 共有 4 个 :1,3,5,15, 故 G 有 且 只 有 4 
个 循环 子 群 :Hi =(e) = {(e), 甩 一 (a5) 一 {eyaiyal) 万 :一 (ea ) 一 {eyaiyaiyayyal ) 万 一 
(a)=G. 

例 4 设 G=(a) 是 100 阶 循环 群 . 因 100 的 正 因子 共有 9 个 :1,2,4,5,10,20,25,50， 
100, 故 G 的 全 部 子 群 是 9 个 循环 群 :Hi 二 (a)=={e},H,==(a*”) ,H,=(a’”),H,=(a”), 
日 ;二 (a"*),HH 二 (a ),Hi 二 (a'), Hs 二 (qa), Hg 二 (a) 二 G, 它 们 的 阶 分 别 是 1,2,4,5,10， 
20,25,50,100. 

3. 设 群 G 关 {e) ,证 明 ， 

G 除 单位 元 群 {e} 和 本 身 G 外 无 其 他 子 群 仿 G 是 素数 阶 循环 群 . 

证 (< 二) ”由 Lagrange 定理 得 知 . 

(之 ) 因 G 和 ({e), 故 3zEG, 而 zxe 有 (z)<G. 因 (x) 关 {e}, 故 由 已 知 , (zx) 二 G, 从 而 
G 是 循环 群 . 下 面 证 明 |z| 王 素数 . 事实 上 ,假设 不 然 , 若 |z| 二 =o, 则 G 有 子 群 (x?). 而 (z): 天 
{e) ,又 (x) 关 (zx) 二 G, 此 与 已 知 了 矛盾, 于 是 |z| 有 限 . 又 |zx| 关 1, 从 而 |z|== 合 数 , 于 是 3 正 


整数 1, 且 / 关 1,1 关 |z|, 使 得 二 |z1,1<!<<|z|, 从 而 G 有 子 群 (x'). 但 1(x)1=|z'| 一峰 | 
既 不 等 于 1 又 不 等 于 |z| ,又 产生 了 了 矛盾， 所 以 |z| = 素数 . 因此 G= (x) 是 素数 阶 循环 群 . 
注 第 七 章 , 二 ,6:“ 素 数 阶 群 C 是 循环 群 ?是 该 命题 的 一 个 特殊 情况 . 因素 数 的 因子 只 
有 1 与 本 身 , 故 G 只 有 {e} 与 本 身 是 它 的 子 群 ,从 而 由 该 命题 的 必要 性 知 ,G 为 循环 群 . 
4. 设 HG,K<G HIH|I=m,;|IK|==n, (m,n)=1, 证 明 : HK=t{e}). 
证 一 HN 站 K<H 有 HNK<<K. 设 IHNK|=d, 则 由 Lagrange 定理 ,d 
从 而 d| (m,n)==1, 于 是 d=1. 所 以 HNK={e}. 
证 二 VzxEHNK, 有 zxEH 且 xzEK. 因此 |z||m 且 |z||n; 从 而 |z| | m,n)=1. 
于 是 |z|=1, 所 以 z=e, 即 HN 站 K= {e}). 
证 三 YXxEHNMNK, 有 XxEH 且 x EK. 因此 x"=e 且 x"==e( 见 第 七 章 , 三 ,1,7)). 
因 (m,n)==1, 故 3s,tE€2 ,使 得 ms 十 nt==1. 从 而 Xx 二 x™*t1" = 一 (x")'(x")' 二 ee!'! 一 e， 所 
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以 HNK={e}. 
注 ” 该 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 即 : 设 H<G,K<G 且 HNK={e}, 未 必 ( HI,|K|)=1. 
例 G=((1),(1 2)(3 4),(13)(2 4),(14)(2 3)} ,H={(1),(1 2)(3 4)} <G,K= 
{C1),(1 3)(2 4)}<G 有 HNK={(1)}). 但 (| H|,|K|)=(2,2)]. 
5. 设 G 是 有 限 群 , 且 K 二 G, 晶 二 G,KCH, 证 明 :[G:K]=[G:H]J[H:K]. 
证 一 由 Lagrange 定理 ,有 |G|==|HILG:HjJ 且 1G|=|KILG:Kj. 因 K<H, 故 有 
IH|I=|KILH :KJ. 又 |K1 关 0, 从 而 
IG| _1IH | A Hj] 
IK| 
证 二 疫 [G1]:K]8 和 GC 关于 的 :个 不 同 的 右 陪 集 为 Ha; ,Has ,…， 
Ha,(al 二 e) ,HH 关于 K 的 1 个 不 同 的 右 陪 集 为 Kb1 ,Kbs,…, Kb,(bi 一 e). 即 
G= Ha UY Ha; UU :…… UU Ha,, 
H= Kb; U Kb;: UY … U Ko,. 
我 们 只 需 证 明 Kbjai:(i==1,2,…,s;37 二 1,2,…,t) 是 G 关 于 K 的 所 有 不 同 的 右 陪 集 . 
VgE€EG,g€E 某 Ha;, 从 而 g 二 ha;,h€E 昌 .而 对 于 hh, 又 有 hE 某 kb;, 从 而 hh 二 kb;,kEK， 
所 以 g= 二 kbja;E Kbja;, 于 是 
G=RKobial UYU Kbias UU Kobia,; UYU 
Kbsai U 天 Daas UU | Kbza, U 


[G:K] = = [G:HJLH :KJ. 


天 Dai YU Kbias UYU … U 天 Da， 

下 面 再 证 明 : 当 1 天 户 或 7/ 关 g 时 ,有 Kbja; (1 Kba, = $Y. 若 1 天 力 , 因 Kb;CH, 故 
Kbja;CHai. 因 Kb,CH, 故 KbiasCHas. 而 Ha; 门 Has= 二 名, 从 而 Kbjai 门 Kbas= 二 人 .车 
i 二 了, 则 j 关 gq. 如 果 3 了 rzEG, 而 zEKoa 人 天 ba 那么 zEK0iai 有 是 x EKba,. 于 是 工 一 
kba; BxX=hk bas kk EK, 从 而 xa;= kb; € Kb; HB ra,=kb, ERA 因此 xa;: € Kb 
K ,这 与 Kb; 门 Kb 一 VB 蔬 盾 . 所 以 Kbiai 站 Keas 一 2. 

综 上 所 述 ,G 关 于 K 的 所 有 不 同 的 右 陪 集 ，Kbja; 怡 为 st 个 ,所 以 [G:K]=[G: HJLH:K]. 

注 还 可 如 下 证 明 : 当 ;和 如 或 7 天 9g 时 ,Kbjai 门 Kbsa6 二 名 换 句 话说 ,只 需 证 :如 果 
Kba; 二 Kbsas, 那 么 i=p 且 j= 二 gq. 事实 上 , 若 Kbja; 二 Kboas;, 则 bja; € Kbsas, 即 bja; 二 
kbap skEK. Xb;,b,kEH,W 而 Ha;= Hbja;= Hkbsa,= Ha,, 于 是 i=p. 由 六 ai 一 ADa， 
知 5b; 二 kb, ,因此 Kb; 二 Kkb, 二 Kb,, 于 是 j==q. 


四 、 思考 问题 


1. 试 证 明 : 
1) 2 次 单位 根 乘 群 U: = (1, 一 1} 是 4 次 单位 根 乘 群 UU={1,i,—i, 一 1) 的 子 群 . U, 
/1+i, -1+i .一 1 一， 1 一 i 
是 8 次 单位 根 乘 群 Us f 人 -万 9 ,= 9 | 的 陪 
2) 正 有 理 数 集 @r 是 正 实数 乘 群 Rt 的 子 群 . 
3) H= {z|z=2",zEZ} 是 非 零 有 理 数 乘 群 @ 的 一 个 子 群 . 
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4) “五 = {r+is|r,s 是 偶数 ) 是 加 法 群 G= {a 十 廊 |a,5EZ } 的 一 个 子 群 . 
5) HH={p”"g"|m,nEZ } (p,q 是 两 个 不 同 的 素数 ) 是 非 零 有 理 数 乘 群 的 一 个 于 群 . 


5 al 4 (a 


过 方 阵 | 的 一 个 子 群 . 


b 
4 ,5 E 数 域 Y,ob 天 0| 是 乘法 群 G= ( ) 是 Y 上 2 阶 可 


7)” 设 RR 是 所 有 实数 作成 的 集 , 则 互 = { 民 的 变换 rs|ru:z 一 z 二 62E@Q} 是 对 于 变 
换 乘法 作成 的 群 G= { R 的 变换 tw |rw :xz 一 ar 十 b,a,5EQ ,a 关 0) 的 一 个 子 群 . 

8) 设 G 是 交换 群 ,n 是 固定 正 整数 , 则 玉 = {h|h€G,h 使 方程 z" 一 h 在 G 中 有 解 } 是 G 
的 一 个 子 群 . 

9) 设 G 是 交换 群 , 则 日 = {xEG |z 的 阶 委 2} 是 G 的 一 个 子 群 . 

10) 取 定 a€ 群 G, 则 末 = {a" |n EZ ) 是 G 的 一 个 子 群 . 

11) 设 G 是 交换 群 ,m 是 固定 整数 , 则 G = {x”"|z EG} 是 G 的 一 个 子 群 . Gem = 
{xEG|zx"=e} 也 是 G 的 一 个 子 群 . 

2. 设 G 是 n 阶 循环 群 ,nst,H 是 G 的 t 阶 子 群 ,证 明 ， 

1) 互 是 G 的 元 的 s 次 短 的 集合 , 即 H= {zx'|z €G). 

2) 电 是 G 中 阶 为 + 的 因子 的 元 的 集合 , 即 五 = { 

3. 试 求 出 ， 

1) 由 元 [25](E Zs) 生 成 的 循环 子 群 . 

2) 由 集 S={2,3}( 忆 整数 加 群 ZZ) 生 成 的 子 群 . 


3) 由 集 S= {pEQt+ |p 是 素数 }(C 正 有 理 数 乘法 群 Q@+ ) 生 成 的 子 群 . 


=e). 


4) 由 集 S 一 (1, 吝 ' 计 :了 De 
5) 由 集 S 一 | -(。 5 -( _ 1) (完全 线性 群 GL (CR) 一 {AEM2(R)| 


1A| 关 0) ) 生 成 的 子 群 . 
6) ”由 集 S= {AEGL,(R)|A 是 初等 矩阵 }(C 完 全 线性 群 GL,(R ) 生 成 的 子 群 . 
7) 由 集 S=HUK(C 加 法 群 M, (R)), 其 中 H= 1{ },K= 
{ “一 一 B} 生 成 的 子 群 . 
4. 设 a,5E 群 G, 且 |a|=2,15|= 二 3,ab 二 ba, 证 明 :由 集 S={a,6b) 生 成 的 子 群 百 = (S) 
是 循环 群 ,并 确定 日 的 阶 . 
5. 设 日 = {a+bV51a,bEQ } 对 于 数 的 加 法 作成 一 个 群 ，G= { (a,5) 
《al yp ) 一 (as yp ) Oa 二 ads 且 疡 一 2 ， 
(ai ,01) 中 (as ,b> ) 一 《ai 十 as ,Ob1 十 5,) 


a,bER } 对 于 


104 


第 七 章 ” 子 群 . 子 群 的 陪 集 


作成 一 个 群 . 试 求 G 的 一 个 子 群 昌 ', 使 H 衬 H.. 

6. 对 于 命题 :“ 设 互 <C, 则 G 的 单位 元 e 是 互 的 单位 元 ” ,下面 的 两 种 证 法 是 否 正 确 ? 

证 法 一 ”Ya€ 晶 , 因 HCG, 故 aE€G. 又 因 e 是 G 的 单位 元 , 故 ea 二 a, 从 而 e 是 日 的 
单位 元 . | 

证 法 二 YaE€HH, 因 HCG, 故 aE€G. 因 e 是 G 的 单位 元 , 故 ea=a, 设 e 是 了 H 的 单位 
元 , 则 VaE€E 晶 ,有 ea==a. 今 有 ea 二 a, 且 ea 二 =a, 从 而 由 G 的 单位 元 唯一 知 e==e. 所 以 e 是 
互 的 单位 元 . 

7. 设 G 是 有 限 群 , 晶 <<G ,a EG. 证 明 ; 存 在 最 小 正 整 数 m, 使 a” EH 且 m 是 |a| 一 n 的 因数 . 

8. 证 明 :无 限 群 G 有 无 限 个 子 群 . 

9. 证 明 : 阶 为 合 数 的 有 限 群 G 必 有 一 个 真子 群 . 

10. 设 及 =(a’),K==(a') 是 循环 群 G 二 (a) 的 两 个 子 群 .证 明 : 瑟 站 并 = (ae ) ,其 中 是 
s,t 的 最 小 公 倍 数 [s ,tj. 

11. 证 明 ;任意 一 个 群 G 都 不 能 是 它 的 两 个 真子 群 的 并 集 . 

12. 设 有 限 集 S= {a ,as ,44) 是 群 G 的 不 空子 集 , 且 aa; 二 Qa4i,1ai| 有 限 ,i,j 二 1,2,… ,kk. 
证 明 :(S) 是 有 限 交 换 群 . 

13. 试 求 出 下 列 群 G 的 子 群 五 的 全 部 右 陪 集 . 

2& 工 


1) G 是 6 次 单位 根 乘 群 |s |s 一 cos 从 < 二 isin 6 ,k=0,1,2,3,4,5 .HH= {e, ,é). 


2) G 是 12 阶 循环 群 {a’==e,a,a’,*…,au}.H={e,a'! ,as}). 

3) G 是 整数 加 群 . H={4k|lkEG)}. 

4) G 是 非 零 有 理 数 集 对 于 数 的 乘法 作成 的 群 . H={1, 一 1}. 

5)  G 是 非 零 有 理 数 集 对 于 数 的 乘法 作成 的 群 . 五 是 正 有 理 数 集 对 于 数 的 乘法 作成 的 群 . 
14. 设 互 ,<G, 互 :<CG, 证 明 : 

1) ”HHi 门 H; 的 任意 一 个 右 ( 左 ) 陪 集 是 Hi 的 一 个 右 ( 左 ) 陪 集 与 H; 的 一 个 右 ( 左 ) 陪 


2) 车 Hi 与 Hi 在 G 里 有 有 限 指 数 , 则 Hi 门 H; 在 G 里 也 有 有 限 指数 . 

15. 设 G 是 6 阶 群 ,证 明 :G 至 少 含 有 一 个 3 阶 子 群 . 

16. 设 a,bE 群 G,|a| 一 素数 p,a EC5). 证 明 ;(a) 门 (5)==《e). 

17. 交换 群 G 中 若 LG :Gu ] 为 有 限 数 ,证 明 :G% 为 有 限 群 , 且 1G% 1=LG:Gj], 其 中 
Gw={zEG|z:=e} ,GH ={r|r EG). 

18. 我 们 有 如 下 结论 : 设 互 是 群 G 的 有 限 子 群 , 则 日 的 任意 两 个 右 陪 集 所 含 元 素 的 个 
数 相等 . 当 G 不 是 群 时 ,该 命题 是 否 仍 成 立 ? 

19. 设 G 是 有 限 交 换 群 ,d 是 满足 条 件 :Ya EG,a’ =e 的 最 小 正 整 数 , 则 称 d 为 G 的 指 
数 . 设 有 限 交 换 群 G 有 |G| 二 ,证 明 : 

G 是 循环 群 参 G 的 指数 d= 二 x. 

20. 设 有 限 交 换 群 G 中 元 的 最 大 阶 为 m. 证 明 :G 中 任 一 元 的 阶 是 m 的 因数 . 

21. 设 互 ,K,N 是 有 限 群 G 的 子 群 , 且 K<=< 晶 ,证明 :LH :Kj] 宕 LNNH:NNKJ. 

22. 设 日 二 G,K<G, 证 明 :[G:K] 宕 [LH:HNMKJ]. 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. 举例 说 明 下 面 命题 :“ 设 N24G,aE€EG,anEaN== Na, 则 an 二 na” 不 成 立 . 

答 例 ,N={((),(123),(132))4S,,(12)ES:,(12)(123)E(L2)N, 因 (1 2)N 
=NG12), 故 (12)(123)ENCI2), 但 (12)(123) 一 (13) 天 (23) 一 (123)(12). 

正确 的 说 法 是 : 3 (1 3 2)E N, 使 得 (12)(1 2 3)=(13 2)(1 2). 问题 关键 在 于 aN= 
Na 是 指 两 个 集合 aN 与 Na 相等 ,并 不 要 求 YnEN ,都 有 an==na. 

2. 商 群 G/N 的 单位 元 是 什么 ? zN(E G/N) 的 逆 元 是 什么 ? 

答 ”G/N 的 单位 元 是 eN = NN. xN 的 道 元 (xzN) -一 ZN. 

3. 选择 正确 答案 . 

1) 商 群 G/G 是 (  ). 

DG: ©® (6; ©® {{z}|lz€EG); @rcrco © (9 @ 

2) 商 群 G/{e} 是 (  ). 

D G; ©® (cc @ {{z}|z€6}; @ zr€G); @ (te @ “ 

答 1) 选 @. 因 G/G= {aG|a €G)= {6G}. 

2) 选 @. 因 G/{e}= {zfe}|zE€G}=({{ze}|xzE€EG)={(zx}|zE€G). 

4. N= ((),(14)(2 3)}4 B= {0),( 2)(3 4),(13)(24),04)(2 3)), 问 B/N 
中 有 哪些 元 素 ? 

答 

(DN=N={(1) ,0 4)(2 3)} 一 (1 4)(2 3)N. 

(1 2)(3 DN 一 ({(12)(34)(1),(12)(3 4)(1 4)(2 3)) 
={(1 2)(3 4),(1 3)(2 4)} 一 (1 3)(2 DN. 
BWV/N={aNlaeG)=(N,(12)(3 WN}. 


5. 1) (3)={3glg EZ}42,2/(3)=Zs={0+N,1+N,2+N}={[0],[01], [52]}. 
$b:a—>a+t(3) = [aj 
是 Z 到 Z/(3) 的 一 个 同 态 满 射 ( 称 为 自然 同 态 ). 证 明 : 由 的 核 ker 中 一 (3). 

2) 一 般 来 说 ,N <G, 中 : a 一 aN 是 G 到 G/N 的 自然 同 态 , 则 ker 由 = N. 

证 1) Z/(3) 的 单位 元 是 (3). Ya Eker 中 ,有 中 (a) = 二 (3). 又 由 (4) 二 [a], 于 是 
[a]==(3), 因 此 acE(3), 从 而 ker CC3); 反 之 ,VY 3g El(3), 有 中 (3g)= 二 3qg 十 (3) 一 (3) ,因此 
3gE€ ker 由 ,从 而 (3)Cker 中 . 所 以 ker $=(3). 
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2) 可 仿 1) 来 证 明 . 还 可 如 下 证 明 : 由 已 知 由 :a 一 aN 知 
ker ={zEeGlhCz)=N)=(zEGlzN=N) 
={zEGlzeN}=N. 

注 @ 由 1) 可 知 ,不 变 子 群 (3) 不 是 有 限 群 ,但 (3) 在 Z 里 的 指数 LZ:(3)]=|12Z/(3)| 
一 3 是 有 限 正 整 数 . 

四 设 群 GXG/N. 若 少 不 是 自然 同 态 , 未 必 有 ker y 一 NN. 

例 取 G={((G),(12)(34),(13)(2 4),(1 4)(2 3)} 是 Klein 四 元 群 .N=((1)， 
(1 3)(2 4)}4G, 则 G/N= {N,( 2)(34)N) yl) 一 N (12)(034) 一 N, CGI3)(24) 一 
(12)(3 4)N,(14)(23) 一 (12)(34)N 是 G 到 G/N 的 同 态 满 射 , 但 ker y= 
{(1),(1 2)(3 4) 天 入 . 

6. 设 GL,(R) 一 {X|X 是 R 上 阶 可 逆 方 阵 } 是 n 次 完全 线性 群 . SL. (R) 一 


(XEGL,(R)||z| 一 1) 是 次 特殊 线性 群 . 证 明 ， 
1) SL,.(R)<GL,CR). 
2) 若 R* 是 非 零 实数 集 对 于 普通 乘法 作成 的 群 , 则 GL (R)/SL,(R) 幸 R*. 
1 


1 
证 1) 因 ?” 阶 单位 矩阵 . E SL,( 民 ), 故 SL,( 民 ) 隆 名, 显然 SLCRD)CGL, CR). 


1 
V X,YESL,(R),|XY|=|XI|lY|=|X|=1, 于 是 XYESL,(R). VXESL,(R),|X"!| 
二 |X|-! 二 1-! 二 1, 于 是 XE SL, (RR). 所 以 SL,(R)< 二 GL,(R). 

VXEGL,( 民 ),NESL,(R) ,|XNX- |=|X|IIN||X |=|X|.1. |1X|-!=1, 于 
是 XNX7'E SL,( 展 ). 所 以 SL,(R)<GL,(R). 

2) 中 :X 一 |X| 是 GL,(R) 到 RR' 的 一 个 同 态 满 射 , 即 GL.(R ) 吕 R*. 下面 证 明 ker 中 
二 SL,( 民 ). 事实 上 , 群 R" 的 单位 元 是 1. 

$CX)= 1XI 


X E ker $bOPX)=1 |X|=1O XESL,R), 


从 而 ker$ 二 SL, (RR). 由 同 态 基 本 定理 ,GL,(R)/SL,(R) 衬 R* . 同 构 映 射 p:XSL,(R ) 一 
X=$(X)=|X|. 

注 ” 同 态 基本 定理 是 群 论 中 最 重要 的 定理 之 一 . 许多 涉及 群 的 同 态 或 同 构 问 题 都 要 用 
此 定理 来 解决 . 

7. 1) 设 G 是 一 个 群 . 取 定 zEG,a€EG, 称 azxa-! 为 xz 的 共 轿 元 . 

2) 设 互 <G, 取 定 cEG, 易 证 aHa-!<G. 称 a 瑟 ao- 为 互 的 共 印 子 群 . 

3) 取 定 aEG, 易 证 

小.:z 一 aza 1(z 的 共 辆 元 ) 

是 G 的 一 个 自 同 构 , 称 由 . 是 G 的 一 个 内 自 同 构 . 

记 子 群 瑟 在 内 自 同 构 $。 下 的 象 为 g.CH) = {aha-!|hE 晶 )(HH 的 共 二 子 群 ). 

证 明 : 
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中 H<4GO Va€EG,4$,(H)=H. 
® | 五 |=|aHo- ,acEG. 
证 中 


H<4G©O Ya€EG,aHa '=H? 
4 一 一 一 YacEG, 中 (万 ) 一 万 . 


aHa !—$,(H) 

@ 显然 由 关 一 aha :是 互 与 acHa ! 间 的 一 个 一 一 映射 ,从 而 |H1=|aHa |. 

注 1) 结论 @ 说 明 , 在 群 G 的 所 有 内 自 同 构 下 都 不 变 的 子 群 是 不 变 子 群 . 这 就 说 明 
了 不 变 子 群 的 名 称 的 含义 . 不 变 子 群 也 称 正规 子 群 . 

2) 设 互 <G, 则 

理 <6 傅 互 与 它 的 所 有 共 斩 子 群 重合 
售 旦 的 共 罗 子 群 只 有 一 个 ,就 是 电 自己. 

因此 不 变 子 群 也 称 自 共 轿 子 群 . 

3) 设 互 <G, 则 

有 2G 司 HH 由 其 中 每 个 元 的 所 有 共 罗 元 组 成 
命 瑟 包含 其 中 每 个 元 六 的 所 有 共 轿 元 aha“' (Va€G). 

因此 G 的 一 个 元 的 所 有 共 斩 元 或 都 属于 某 一 不 变 子 群 ,或 都 不 属于 该 不 变 子 群 . 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 假定 群 G 的 不 变 子 群 N 的 阶 是 2. 证 明 :G 的 中 心包 含 NN. 

证 一 因 |NI=2, 故 可 设 N= (en 因 和 <G, 故 YaSEGanN=Na, 即 {aey az ) 一 
{eayna} ,从 而 ae 一 ca 一 eayaz 一 na 于 是 ez 都 EG 的 中 心 . 所 以 NCG 的 中 心 . 

证 二 设 N={fe'z). 因 NaG, 故 YaEG, 有 armar-IEN. 若 ana :一 e, 则 an 一 a. 由 消 
去 律 ,n 二 e, 此 为 不 可 能 ,从 而 ara 1: 一 2 于 是 an 二 na, 因 此 nEG 的 中 心 . 又 ae 一 cc, VaEE 
G, 可 见 eEG 的 中 心 . 所 以 NCG 的 中 心 . 

注 ”条件 “N 的 阶 是 2” 不 能 去 掉 . 即 命题 “ 设 NaG, 则 G 的 中 心 2 了 N” 不 成 立 . 例 ， 
N= 二 {(1),(1 2 3),(1 32)}<5;,S; 的 中 心 Z2 二 {(1)}, 但 Z 力 NN. 

2. 证 明 ,两 个 不 变 子 群 的 交集 还 是 不 变 子 群 . 

证 一 设 Ni <G,N; asG, 则 由 第 七 章 . 二 ,2,NimN<G. YaEG,nENINNi, 有 nE 
上 且 pmEN. 由 NG 上 且 NGararIcEN 且 arc-IE N ,从 而 arerIE NmN 所 以 
NN,<4G. 

证 二 设 NiaG, 一 1,2, 则 由 第 七 章 , 二 ,2,NimN<G, 且 VzEG,Niz 一 ZNii 一 1， 
2. 再 由 第 七 章 , 四 ,14,1),(NmN)z=Niz 站 Nizr=zNnzN 一 z(NfN),YVYzEG. 
所 以 ,Nif NeaC， 

注 1) 群 G 中 任意 多 个 (有 限 或 无 限 ) 不 变 子 群 的 交 仍 是 G 的 不 变 子 群 . 

2) 设 晶 二 ZG,N <4G, 则 HNN<4H. 事实 上 ,FEInN<G,HEmnNC 五 , 且 五 <G, 从 而 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 72. 定理 1. 
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HNMNN<H. YAEH,YaEHNMNN, 由 hEG,aEN,N 4G 知 ,hah i€E N, 由 hEH,a€H，, 
五 <C, 知 ah IE 万. 于 是 hah“!'€E HNMNN, 所 以 HNN<H. 

3) ”命题 “日 二 G,N 4G 二 HNMNN 4G” 不 对 . 例 ,H={(0),(1 2))<S: ,Ss <4S5,HNM 
SS; 二 旦 ,但 HH 不 是 S, 的 不 变 子 群 . 

4) 命题,“H<G,K<G 有 日 HNK<2H 二 K 4G” 不 对 . 例 ,H={(1),(12)}< 二 S;,K 
一 {(1),(13)}< 二 S$;, 且 HNK={(1)}<H. 但 KK 不 是 S$; 的 不 变 子 群 . 

5) 两 个 不 变 子 群 的 并 集 未 必 是 不 变 子 群 . 例 , 见 第 七 章 ,二 ,2, 注 1). 

3. 证 明 :指数 是 2 的 子 群 一 定 是 不 变 子 群 . 

证 一 设 互 是 群 G 的 指数 是 2 的 子 群 , 则 互 有 且 只 有 两 个 左 陪 集 e 互 ,a 互 ,两 个 右 陪 
集 He, Ha, 有利 eHUaH=G= He Ha,eH 站 aH 二 == He 准 Ha, 这 里 a EG 而 a EH. 显 
然 e 吾 = He 二 理 , 从 而 

aH =G—efH=G— He = Ha. 

所 以 VYzxEG, 都 有 xz 蝇 Hzx. 因此 H <G. 

证 二 设 昌 <G,[G:HjJ=2, 则 瑟 有 且 只 有 两 个 右 陪 集 He,Ha, 两 个 左 陪 集 eH,aH， 
这 里 aEG 而 a EHR. 因 He=e 晶 , 故 只 需 证 Ha=al. 

YbE Ha, 因 He 站 Ha 二 = 名, 故 bE He, 即 bEeH. 又 eHUaH=G, 从 而 5EaH. 所 以 
HaCaH. 类 似 可 证 aHCHa. 因此 aH= Ha. 于 是 H<4G. 

注 ”该 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 例 , N= {(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}<4S,， 


而 [S, : N] 一 全 一 6 天 2 


4. 假定 互 是 G 的 子 群 ,N 是 G 的 不 变 子 群 . 证 明 :HN 是 G 的 子 群 . 

证 一 HENCCG. e 二 ee EHN, 故 HN 关 V. 

1) VYVhinm,hnz EHN, hin) (hn)=h (nh)n. 因 N 4G,i 故 nhs € Nhz=hsN, 
从 而 3 ns EN ,使 得 nihz = hsns,. 于 是 hin) (hnz) = hhs) (nsn)E HN. 

2) VYVhnEHN. 因 NN<G, 攻 (hn) 1 一 nih!E Nh ! 二 hn1N, 从 而 3mn EN, 使 得 
(hn) 1!=h- in EE HN( 或 (hn) =n ih l=h i(hn lh EHN). tM HN<G. 

证 二 BHNCG. YA E HN, hin) Chon) !=h (mn ih, '). 因 N 26, 
故 mnns hE Nhs! 二 ho!'N, 从 而 jnEN ,使 得 nn 'h。!= 二 h。'n, 于 是 (hini)。， 
(hans) =hhs inEHNE[ 或 (hn) Chons) =hnmn hs l=hh (hnhi!) (hn !* 
hs-1)E HN, 这 是 因为 N <G, 所 以 hsmhz! ,hsns-!hs 1€ NJ. 于 是 HN<G. 

注 1) 若 互 G,N<G, 则 同 理 有 HN<=G. 

2) 命题 :“ 设 互 <G,K<G, 则 HK<G? 不 成 立 . 例 , H={(1),(12))}<<S;,K 
={(),(13)}<<S, ,但 HK={((G0),(12),(13),(123)) 不 是 Ss 的 子 群 . 因为 


1 0 
(123)(123)= (132)€ HK. 又 鲍 , H = |(。 ) 
a 


(De Ooms 


a ER ,a#0| = GL CR)， 


0 1 
2 0 


aeR ,ozo| ul )|esR ,sro 


和 real 了 人 仆人 ea 人 De 人 We mm am 
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对 于 矩阵 乘法 不 封闭 . 

3) ”该 命题 中 条 件 “N <4G” 是 充分 的 ,而 不 是 必要 的 , 即 ; 设 H<G,N<G, 且 HN<G,， 
但 N 与 未 必 是 G 的 不 变 子 群 ， 例 , H = ((D,(12)(034))< Se，N 一 
{C1) ,C1 3)(2 4)}<S,, 有 8 HN={(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(14)(2 3)} 二 S, 但 NN 不 
是 S, 的 不 变 子 群 . 因为 (1 3 2 4)N={(1 324),(3 4)}, 而 N(1324)={(1 3 24),(l 2)}，, 
所 以 (1324)N 天 NI1324). 瑟 也 不 是 S 的 不 变 子 群 ,因为 (1 2 3 4)H= 
{(1234),(2 4)), 而 HH(1 234)=={(1234),(13)}, 所 以 (1 23 4)H 关 H(l 2 3 4). 因此 
要 保证 HN 二 G, 条 件 N 4G 太 强 ,可 以 削弱 . 

4) ”分 析 该 命题 的 证 明 , 可 见 “ 对 于 hE,nEN,3nEN, 使 得 nh 二 hn ”这 一 事实 在 证 
明 中 起 了 决定 性 的 作用 . 实际 上 ,我 们 只 需 利用 “对 于 hE 日 ,nEN, IhEH,nEN ,使 得 nh 
一 pn” 就 可 证 明 HN<G. 因此 只 要 求 HN 一 NH. 从 而 有 下 面 的 命题 : 设 H<G,K<G, 则 

HK= KHOHK<SG. 

证 一 (二) HKCG. 因 e=ee EHK. 故 HK Nhiki,hsks € HK ,hikihk = 
hi(kihs)ko. 因 kh, EKH=HK. 故 了 hE 日 ,ks EK, 使 得 kh 二 hsks. 于 是 hikihsk 二 
(hihs) (kasko )E HK. VhEEHK, hk) =k hE KH= HK. 所 以 HK<G. 

(<) VEAREKH,kh=((EA)T) =(h ik 1 其 中 必 IRE-IE HK. 又 HK<G, 从 
而 刀 = (h-1k-1)-1E€ HK. 于 是 KHC HK. 反之 , Vhk € HK.hk= ((hk) 1) :一 
(Rih-1)-!1, 因 k-!1h-1€E€ KH, 又 已 证 得 KHCHK, 故 k-'1h- 1€ HK. 因此 dh EH,ki€ 
KK ,使 得 &-1h-! 二 hiki ,从而 hk 二 (kh71) 1 一 (hk ) != 二 ki'hi!' EKH. 于 是 HKCKH. 
所 以 HK=KH. 

证 二 (之 ) ”由 证 一 知名 关 HKCG. Vhiki, hks E HK, (hk) (PR ) 1 一 
hkikiihi'. 因 kkiihi1 CE KH 二 HK, 故 IJhEH,kEK, 使 得 kkz'hi! = 二 hk . 于 是 
(hiki) (hsks) 1!=hhk EHK. 所 以 HK<G. 

(<) VEAREKH,kh=(ek) (he). 因 ek,he EHK, 又 HK<G, 故 kh= (ek) (he)€ 
HK. 于 是 KHCHK. 反之 ,YhkE HK, 因 HK<G, 故 (hk)-1E HK. 因此 hEH,kE 
K, 使 得 Chk) -1 二 有 i; 从 而 hk 一 (Chk) 11)! 二 (hk) 1! 一 有!'h EKH. 于 是 HKCKH. 
所 以 HK=KH. 

证 三 DD 设 名 头 XC 群 G, 规 定 X := {zx !|zEX}). 则 有 (AB)-! 一 B-'A-!, 这 里 
ACG,BCG. 事 实 上 ,(AB)"!'=((aD)-!|a€A,b€EB)={b a!|a€EA,bEB}=B AL 

四 易 知 : 设 儿 关 HC 群 G, 则 H<G@S HH=H, 且 H"'=H%. 

图 下 面 证 明 : 设 日 过 G,K<=G, 则 

HK = KH © HK 一 G. 

(之 ) 显然 BB 关 HKCG. 由 已 知 HK 一 KH, 有 (HK)(HK)H(KH)KH(HK)K 
一 (HH)(KK)==HK. 同时 (HK)-! 一 K~!1H-! 二 KH 二 HK. 所 以 由 @ 知 HK<G. 

(<=) 由 HK<G, 有 HK=(HK) !'!=K-!'H !=KH. 

由 此 注 4) 知 ,交换 群 的 任意 两 个 子 群 的 乘积 还 是 子 群 . 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 .北京 ;高 等 教育 出 版 社 . 1978. 62. 定理 1. 
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5) 注 4) 可 推广 为 : 设 Hi ,日 :,… ,日 , 都 是 群 G 的 子 群 , 且 万 , 态 ;,… ,日 . 两 两 可 换 ， 
则 Hi1H;*…H,<<G. 

证 ”对 作 数 学 归纳 法 . 

@ n=2 时 ,由 注 4),H,H;<<G. 

@ 假定 n 一 1 时 命题 成 立 . 今 看 n 时 . 设 本 ,Hi,…,H, 是 G 的 子 群 , 且 Hi,H,,…， 
H, 两 两 可 换 ， 由 归纳 假定 ， Hi H; “°° Hi < CC 又 H, 二 G; 且 CH:H;* H,-1) H, 一 
吾 : (Hi HH2… 有 日 ,-1). 所 以 由 注 4) Hi 万: … 万 :万 ,一 C. 

6) 利用 注 4) ,容易 证 明 : 设 日 二 G,N 2G; 则 EN<G. 事实 上 , 因 N <4G, 故 Yh€ 
HCG, 都 有 AN 二 Nh. 而 HN 是 所 有 集合 hN(YVhEH) 的 并 集 , NH 是 所 有 集合 
Nh (YhEH) 的 并 集 , 因 此 HN=NH. 由 注 4), HN<G. 

由 该 证 明知 , 设 互 <G. 若 NaG, 则 必 可 推出 EN= NH. 但 其 逆 命 题 不 成 立 ( 见 注 3)). 

7) 设 H<G,K<G, 则 HK=KHS (HUK)=HK. 

证 一 (二 ) 因 HK=KH, 故 由 注 4) 知 ,HK 过 G. HK 含 互 也 含 开 ,因此 HK 是 会 HU 
K 的 子 群 . 而 (HU KR) 是 含 HUK 的 最 小 子 群 , 于 是 (HUK)CHK. 另 一 方面 , VYV hk € HK， 
都 有 hkECHU RK). 于 是 HKCCHUR). 所 以 (HUK)= HK. 

(<) 因 HK=(HUK), 故 HK<G, 由 注 4),HK=KH. 

证 二 (=>) Veg ECHUKR),g EHUK 即 g, EH 或 g; EK. 因 HK=KH, 
故 gaigz…g。 总 可 写成 hkChEH,REK) 形 ,从 而 g1g8.…g, E HK ,于 是 (HUK)CHK. 显 
然 有 HKCCHUK). 所 以 (HUK)= HK. 

(二) 见证 一 . 

8) 设 H<G,K<G,K<4CHUKR), 则 @ (HUK)=HK.® HNK<H. 

证 一 中 因 晶 <G,HC(HUK), 故 HHUK). 又 K<2(HUK), 从 而 HK 二 
(HUKR). 因 (EUK)<G, 故 HK 二 G. 由 注 4), HK 二 KH ,再 由 注 7), (HUK)=HK. 

@ 显然 HNK=H.YxEHNMNK,hEH, 有 XxEH, 此 时 hzxh EH. 又 XEK,hE 
(HUK) 且 K<4CHUK), 从 而 hzh-!'E€E K. 于 是 jzpriE HNK. 所 以 HNK<H. 

证 二 外 显然 HKC(HUK). 另 一 方面 ,VY zizx2*…x1 E(HUK),x:E€HUK, 妈 
XiEH 或 Xx; EK. 因 K <4HUK),HCCHUKR), 故 zz …zo 总 可 表 为 hkChEH,kEK) 
形 , 从 而 zizs…zx, EHK. 于 是 (HUK)CHK. 所 以 (HUK)= HK. 

@ 见证 一 . 

9) 设 H<G,K<G,HK=KH, 则 K<HK. 

证 由 HK==KH 及 注 4),HK<G. 又 K=KeCKH 有 和 且 K<G, 从 而 KHK. 

10) 设 NNi <2G,N, 26, 则 NiN;,<4G. 

证 一 显然 Ni <G.VzEG, 因 NG,Ns <、G, 故 z(CNINi)z 一 (zNz 1)。 
(zNszx71) 一 NiNs. 所 以 Ni Ni <4G. 

证 二 显然 NN:<G. YrxEGymmENN, 因 NN 2G;Ni <G, 故 zmnmzx 一 (za 和 1)。 
(znzsx ')E NNs. 所 以 NiNs 4G. 

证 三 显然 NiN; 二 G. VxXEG,nmnn: E NN;. Ni 必 G, 故 zn: ExNi==Niz, 从 而 
3n EN ,使 得 Xm 一 Ta zx. 又 因 N; <G, 故 Xn ExzN 一 Niz, 从 而 jx" EN, ,使 得 Xns 一 
nz xX. 于 是 Xmnzx 1 二 Xnszx l= 二 m1 ns XX 1 二 ne ENiN 所 以 NiN; aaG. 
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可 推广 为 : 群 G 的 任意 多 个 不 变 子 群 的 乘积 仍 是 G 的 不 变 子 群 . 

11) 命题 “N; <G,Ni<G 二 NiN: 24G” 不 成 立 . 例 ,{(1)} 25;,{(1),(1 2)})<S;， 
但 (CU {CD),(1 2)})=={(1),(1 2)) 不 是 S, 的 不 变 子 群 . 

12) 设 N<24G,H<G, 则 N <4HN. 

证 显然 HN<=G, 又 N=eNCHN,N<G6, 从 而 NHN. YXxEHNCG, 因 NN <4G, 故 
XN= Nz. 所 以 N<4HN. 

13) 设 N;4G6(i=1,2,… ,3), 则 NiN2…N,==CNiU NU*…UN,). 

证 一 “显然 YN NICCON UN U…UN), 反之 ,Vn mE(NiU Ni:U-…UN,). 

@ 车 二 二 … 荆 i, 则 显然 ni Ti “niENINN 

© 着 有 茶 > i 因 N; <G,， 故 nn EN, Ri 一 2 人 ,从 而 3n EN Ne 
局 本 一 及， 因此 总 可 使 下 标记 这 从 小 到 大 的 次 序 排 好 ， 从 而 也 有 m EN Na* 

于 是 (NUNU…UNDJCNN…N. 所 以 NAN 一 CNUNU…UN.). 

证 二 (NiU NU…UN,) 是 含 NiU NsU…UN, 的 G 的 最 小 子 群 . Ni Ni …N, 是 含 
ee UN, 的 G 的 子 集 . 下 面 证 明 六 和 <G 事实 上 ， 站 得 和 No 72 GE 
NiNN,. 因 N; 2G, 故 nn;E Nm 二 ny Ni, 从 而 3n” EN 使 得 mo = 二 nn 人 0, 因此 
(mn em nz ns ) 总 可 写 威 4n2 (WE Ni;,i 二 1,2,…,5) 形 .于 是 有 Guarm*…n.)。 
(1m Ns ns ym “NE NN nN Ymmen € NN N,, 同 理 , 有 (nm nn) 一 
nn NN NN 所 以 NiNs…… NN 过 G. 于 是 CN UN U…UND)C 
Ni N2 "oN,. 显然 有 NiN2*…N,CCON UN U…UNs). 因此 NiN2*…N,=ONi UV U…UN.)， 

证 三 对 * 作 数学 归纳 法 . 

四 s=2 时 , 因 Ni 4G,N; asG, 由 注 10),NiN<G, 由 注 4),NiN = 一 NeN ,由 注 7)， 
Ni N,= (Ni UN,). 

@@ ”假定 ;一 1 时 命题 成 立 . 今 证 * 时 命题 也 成 立 . 设 N; 4G(i==1,2,…,s) ,由 归纳 假 
定 ,NiN…N-= 一 (NUNU…UN- ,从 而 NiN2… NI<G, 因 此 (NiNi…N-:)N,<< 
G. 由 注 4) ,NIN2s* N_i1)N, 二 NN,(NiN2…NN,1), 由 注 7) Ni N° N,= CN, N2**N, ) N， 
=(NiN2°"N, i UN,)= (Ni UN, UU UN,.1) UN,) 一 (Ni UN: U.…UN, UN,). 

14) 命题 “ 设 H<G,K<~<G 且 aebEHK, 则 aEH ,bEK ”不 对 . 例 ,H = 


(G2) 
(2 5)(2 1)-(o 1)emK,(, s)en,( 2 1)eK' m3(, 1)en, 
| 


sx 全 和 (2 sj( 2 ij-(o 1)(o 路 


5. 举例 证 明 :G 的 不 变 子 群 N 的 不 变 子 群 Ni 未 必 是 C 的 不 变 子 群 . 
证 例 , 取 G=S,N= 二 {(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)) 是 Kiein 四 元 群 ,又 
NCS,, 从 而 N<S,, 下 面 证 明 NS 我 们 注意 到 六 中 除 (1) 以 外 ， 其 余 3 个 元 都 具有 形式 
tz Ls 


GD CD ,这 里 i ho 两 两 不 等 .又 Y=( 2 ,jEG, 经 验证 ,有 


11 ?2 ?3 24 


bER sat0) < GL (CR),K= (6 "| 
a 


«bER ,az0| < GL(R). 


Ris i N= (ii) (ii) EN, 
112 


第 八 章 “不 变 子 群 、 商 群 、 同 态 与 不 变 子 群 


ra 一 (za)(aza)EN， 
rr 一 (ia)(aza)EN， 
r(l)r- 一 ()EN. 
因此 ,YnEG,YnEN, 都 有 rn rrE N. 所 以 ,N 2G. 取 Ni 一 {(1),(1 4)(2 3)}， 因 
YnENi, 有 (1)n 一 n(1) 二 =nENi1,[(1 4)(2 3)]?= 二 (1)E Ni, 故 Ni 对 于 NN 的 乘法 封闭 . 
又 Ni 是 N 的 有 限 不 空子 集 ,从 而 Ni<N. 因 N 是 交换 群 , 故 N; 24N. 但 Ni 不 是 G 的 不 
变 子 群 . 因 取 (3 4)EG,(1 4)(2 3)E Ni ,有 (3 4)[(1 4)(2 3)](3 4) :=(1 3)(2 4)E 六 . 


xc 人 1 


so 1 


emi Nzga Neo vl 1)eml 1)( 1) - 


LI ew nwnco vk Neel em 


C OC DC YC TE 7) “en mmne 


ceQ| 


a,bEQ ,a0| 对 于 答 阵 乘法 作成 一 个 群 :N= | ( 1) 


nez|. 则 1) N26. 2) Ni <N. 3) NN 不 是 G 的 不 变 子 群 . 事实 上 ， 


D 因 ( 


1 0 
0 1 


-0 JsNmEEN<Nv( 1)e ml sw ye Do 7) 


Jevamoa men yl) “em WC 


0 1/\0 1 


(。 = 人 (。 "JEN 所 以 Ni <4N. 


1 
-EN T 
0 1 
注 子 群 有 传递 性 ,但 不 变 子 群 没有 传递 性 . 
6. 一 个 群 G 的 可 以 写成 a-16-!105 形式 的 元 叫做 换 位 子 . 证 明 : 
(i) 所 有 的 有 限 个 换 位 子 的 乘积 作成 的 集合 C 是 G 的 一 个 不 变 子 群 ; 
(ii 》 G/C 是 交换 群 ; 
ciii) 车 NN 是 G 的 一 个 不 变 子 群 ,并 且 G/N 是 交换 群 ,那么 
NDC. 
证 一 (i) 因 e=e-ie-iee EC, 故 C 关 名 且 CCG. 因为 有 限 个 换 位 子 的 乘积 与 有 限 个 
痪 位 子 的 乘积 的 乘积 还 是 有 限 个 换 位 子 的 乘积 . 所 以 C 对 于 G 的 乘法 封闭 . 即 Y ziz… 
zy yy EC, Ti yi (i=1,2,. ,5;j 二 1,2,*… ,1) 都 是 换 位 子 , 有 XiTX2 TY1y2 "YEC. 
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又 因 (a-1p iab) :一 0 1a !ba 是 换 位 子 , 故 Yziz…zECyziGi 一 1,2,…，5) 是 换 位 子 , 有 
(ziz…Zz)1 一 zz zzEC 所 以 CG. 

VgEG:cEC, 有 gcg- 一 (gcg ic icEC. 所 以 C4G. 

称 C 为 G 的 换 位 子 群 . 

(il) VaC,bCEG /CaC* bC=abC=ba(a !b ab)C=baC=bC，aC. 所 以 G/C 是 
交换 群 . 

(iii ) VYabEG, 因 G/N 是 交换 群 ,; 故 aN，bN= 二 bN，aN, 即 ab6N=baN, 于 是 abE 
baN. 因此 3nEN ,使 得 a6 二 ban, 即 4a-15-!14ab 王 nE€N. 说明 G 中 元 的 换 位 子 都 属于 N ,又 
N<G, 所 以 六 包含 任意 有 限 个 换 位 子 的 乘积 , 即 CCN. 

证 二 0) 见证 一 . 

(il ”YaC,bCEG /C,(ba)-1Cab 一 apo1apEC, 从 而 ap 一 oa, 于 是 ap 与 pa 属于 
同一 左 陪 集 , 即 cgC 一 peC. 因此 aC，6bC=bC，aC. 所 以 G/C 是 交换 群 . 


G/N 
(ii Va biabE€EC,a 'b labN=a bb IN aN. 5N -CC 的 15-1N 。DN，aN 


二 a -1b 1baN 一 eN= 二 N, 于 是 a 'b~!1abEN. 又 N<G, 所 以 CC N. 

证 三 ” (i) 见证 一 . 

(ii VaC,bCEG /Ca Cb iC aC* bC=a-!b liabC=C, 用 a -1C 55C 的 首 元 
(a-1C。b-10)-! 二 6C。aC 左 乘 等 式 两 端 ,得 aC，bC=bC，aC，C=bC，aC( 因 C 是 G/C 
的 单位 元 ). 所 以 G /C 是 交换 群 . 

(iii) 见证 一 . 

注 1) 用 换 位 子 o -21ap 右 乘 ba ,就 调换 了 4。 与 a 的 位 置 , 即 ba(a 'b 'ab) 二 ab. 

2) G 的 换 位 子 群 C 实际 上 是 由 G 中 元 的 所 有 换 位 子 生成 的 子 群 . 即 : 设 Q= 
{G 中 元 的 所 有 换 位 子 } , 则 C 一 (Q) = {qqe…g; |q; EQ,s 是 任意 正 整数 } = 站.H. 所 有 换 


HOQ 


位 子 未 必 能 作成 G 的 一 个 子 群 ,因为 两 个 换 位 子 的 积 不 一 定 还 是 一 个 换 位 子 . 

3) GL,《C) 是 nn 次 完全 线性 群 ,SL,(C ) 是 n 次 特殊 线性 群 . 与 第 八 章 ,一 ,6 同 理 ,可 
知 SL,(C)<GL,(C) 且 GL,(C)/SL,(C) 尘 C’* ,这 里 人 是 非 零 复 数 集 对 于 普通 乘法 作成 
的 交换 群 . 因而 GL.(C)/SL.(C) 也 是 交换 群 . 由 该 命题 ii) 知 ,CL,(C ) 的 换 位 子 群 包含 
在 SL, CC) 中 . 实际 上 ,SL,(C ) 就 是 GL,(C ) 的 换 位 子 群 ,证 明 略 . 

4) ”该 命题 说 明 : 对 于 任意 群 G, 总 存在 一 个 不 变 子 群 C( 即 换 位 子 群 ) ,使 G /C 为 交换 
群 , 且 换 位 子 群 C 是 G 的 使 商 群 ,G /C 为 交换 群 的 最 小 不 变 子 群 . 我 们 知道 G~G/C. 交 
换 群 G /C 较 易 于 研究 , 且 这 里 C 最 小 ,从 而 G/C 最大. 那么 G/C 最 接近 于 G, 因 此 利用 
G /C 来 研究 G 的 性 质 较 好 . 

5) G 是 交换 群 今 G 的 换 位 子 群 C= {e). 

证 G 是 交换 群 千 Ya,bEG,ab=ba 

OO VabEG,a pb lab=e © C= {e}. 

由 此 襄 知 , 换 位 子 群 是 测量 可 换 性 的 尺度 . 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 67 
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6) 当 G 是 交换 群 时 ,G 的 换 位 子 群 C= {e} ,因而 G/C=G/te}={{taj|lccG)=G. 

7) 设 H<G 且 G 的 换 位 子 群 CCH, 则 @ 万 4G;@ G/H 是 交换 群 . 

证 中 VgEG,hEH, 因 CCH. 又 ghg 1'h"'€EC, 故 ghg :hE 日 ,从 而 ghg 一 
(ghg 'h“' hEH. PW H<AG. 

@ YaH,bHEG /H,a-'ib!abECCH. 即 (ba) ~!iabE€H, 从 而 abH=baH, 于 是 aH。 
bH 二 bH，aH. 所 以 G /H 可 换 . 

该 命题 7) 是 命题 6 中 的 (iD 与 (ii) 的 推广 ,只 需 取 互 王 C 即 可 . 

由 该 命题 7) 可 见 命题 6 中 的 (iii) 的 道 命题 也 成 立 ， 

由 该 命题 7) 还 知道 :可 以 用 群 G 的 换 位 子 群 C 来 构造 不 变 子 群 和 交换 群 . 如 取 g EG， 
但 g 世 C ,那么 由 元 g 和 C 的 元 的 全 体 就 生成 了 一 个 G 的 不 变 子 群 理 , 且 G/H 是 交换 群 . 

8) 若 NaG,N' 是 六 的 换 位 子 群 , 则 NG. 

证 ”由 子 群 的 传递 性 ,N<G. VgEG,VYxzriyrizyEN zyEN， 

g(r ly zy)g!'= (gr'g !)(gy'g ')(gxg ')(gyg ') 
= (gxrg ') (gyg™') (grg ')(gyg '). 
因 N<24G, 故 gxrg-!',gyg EN, 从 而 g(x yzy)g 是 六 中 元 的 换 位 了 于 ,于 是 
gCzriyrizysriEN. 同 理 ,YnEN' ,也 有 gng "EN'. 所 以 NAG.， 

我 们 知道 ,一 般 不 变 子 群 不 可 传递 ,但 当 N’<4N ,N <4G, 其 中 NN’ 是 NN 的 换 位 子 群 时 ,有 
可 传 性 , 即 N <G. 

7. 我 们 看 一 个 集合 A 到 集合 & 的 满 射 由 . 证 明 : 若 A 的 子 集 S 是 到 的 子 集 S 的 逆 象 ,S 
一 定 是 S 的 象 ;但 车 5 是 S 的 象 ,S 不 一 定 是 S 的 逆 象 . 

证 1) 于 是 S 在 满 射 by 下 的 象 . 事实 上 ,已 知 S= {a|$(a) 一 a,a€E5). 要 证 S 一 
{zg$(a)=z,a ES}). YsES, 因 5S 的 逆 象 是 S, 故 S 中 每 个 元 的 逆 象 都 在 S 中 ,从 而 3sE 
S ,使 得 (5) 二 5, 于 是 3E{a|$(a) 一 4,a€S}. 反之 ,Yi5E(z|(a)=zaES}, 都 3sES， 
使 得 $b(s) 二 3. 因 S 是 5 的 逆 象 , 故 S 中 每 个 元 的 象 都 在 5 中 ,于 是 ES. 所 以 S 
={a|$(a)=a,a€S). 

2) S 不 一 定 是 S 的 逆 象 . 

例 设 A= {a,b),={c). 中 :a 一 c,b 一 c 是 A 到 A 的 一 个 满 射 . 令 S= {a), 于 是 5 
二 {c) 是 S 的 象 . 但 S= {a} 不 是 5= {c} 的 逆 象 {a,5}. 问题 关键 在 于 中 不 是 单 射 ,S 中 的 元 
的 道 象 不 唯一 ,有 的 逆 象 就 未 必 属 于 S. 

又 例 C 是 复数 集 , 民 是 实数 集 . jg:a 一 la| 是 C 到 R 的 一 个 满 射 . 取 S= 
{bi|bER }CC ,于 是 S 在 $9 下 的 象 是 全 体 非 负 实 数 集 S. 但 5 的 逆 象 是 C 隆 5S, 从 而 C 的 子 
集 5 的 象 5 的 逆 象 C 包 含 S, 但 不 等 于 S. 

注 ” 设 是 群 G 到 群 G 的 一 个 同 态 满 射 ,日 二 G. 又 设 瑟 是 在 中 下 的 象 , 记 为 P(H) 
= 百 . 记 百 在 $b 下 的 逆 象 为 b-!(H) $1(gCH)). 则 

1) -1C$( 晶 )) 未 必 是 有 HH. 

2) $1($(H))= HK, 这 里 K=ker 少 . 

3) ”当日 DK=ker $9 时 ,有 中 -1($(H)) 二 H. 反之 ,也 成 立 . 
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4) 若 VYaEG, 有 中 :CCa)) 一 a 开 ,这 里 天 一 ker 中 . 

证 1) 例 , 取 G= 整 数 加 群 Z,G= {z} 单 元 群 . 设 2 是 大 于 1 的 一 个 固定 整数 , 取 五 
一 {nd|aeEzZ)}, 则 <G. 由 :rz 一 是 G 到 人 的 一 个 同 态 满 射 . 于 是 $9-'($(H))= 二 $-(z) 
=GH. 

2) VYzxEq-1($CH)), 即 zz 是 $(HH) 中 一 个 元 的 北 象 ,从 而 (zx)E4$(H), 因 此 3hE 
五 ,使 得 由 (z) 一 由 (RD) ,于 是 Ghz 二 qCh- 下 (x) 二 四 (h) 1b (zr) = 由 (h)- 1 中 (hh) 二 ,这 里 
z 是 GG 的 单位 元 ,所 以 h-!xEK. 即 3kEK ,使 得 h!1x 一 上, 从 而 x 二 hk EE HK ,于 是 
$-1($(H))CCHK. 另 一 方面 ,VY hk E HK ,这 里 EH,EEK, 由 (hk)=p Ch) 人 bk) = bh)e 
二 中 (h)Eg( 昌 ), 从 而 hk 是 $(HH) 中 一 个 元 的 逆 象 , 即 hk Eq$ 1 (4$(H)), 于 是 HKC 
由 (由 ( 互 )). 以 $1 pH))= HK. 

3)” 当 HDK 时, 因 日 过 ZG,K<G, 故 $9-1(4$(H))= 一 HK==H. 反之 , 苦 由 (5( 互 )) 一 
五 ,由 2), 昌 = HK , 则 显然 KCH. 

4) ”用 与 2) 的 同样 的 证 法 可 得 结论 . 

8. 假定 群 G 与 群 G 同 态 ,N 是 G 的 一 个 不 变 子 群 ,N 是 NN 的 北 象 . 证 明 ;G/N 二 
G/N. 

证 一 ”由 同 态 基 本 定理 ?, 只 需 证 :1)G~G/N; 2)N 是 G 到 G/N 的 一 个 同 态 满 射 
的 核 . 

1) 由 已 知 , 可 设 由 ,zz 一 过 = 由 (z) 是 G 到 人 的 一 个 同 态 满 射 . 则 :> 条 = 中 ,(Z) 
是 局 到 G/N 的 一 个 同 态 满 射 2. 由 第 二 章 , 二 ,5, 中 :rz 一 元 万 = 中 ($(z) ) 是 G 到 GV/N 的 
一 个 同 态 满 射 . 所 以 GG /NN. 

2) 下 面 证 明 N=ker $' ,其 中 NN 是 NN 在 下 的 逆 象 . YxEN, 下 面 证 XE ker 中 . 
(zx) = ($Cz)) =$o (7z) =TN, 其 中 (x) 二 =z. 因 N 是 NN 在 中 下 的 逆 象 , 故 由 第 八 章 ， 
二 ,7,N 是 NN 在 9 下 的 象 . 所 以 $(zx) 二 TEN, 于 是 由 (x) 一 TN 二 NN, 而 太 是 G/N 的 单位 
元 ,因此 zE ker $9. 另 一 方面 , VzEker $ ,有 中 (zx) 二 NN, 其 中 NN 是 G /N 的 单位 元 ,下 面 
证 XEN. 因 g$ (zx)==$oC($(z)) 二 $0o(z)= 二 TN ,其 中 由 (x) 一 区, 故 语 =zN. 于 是 XEN, 其 
中 小 (z) 一 元 因 闵 在 由 下 的 逆 象 是 N , 故 zEN. 综 上 ,N 一 ker 中 . 所 以 由 同 态 基本 定理 ， 
G/N G/N. 

证 二 因 入 <4G, 故 G/N 是 商 群 . 设 $ 是 G 到 G 的 同 态 满 射 ,又 NN 是 不 变 子 群 六 在 中 
下 的 逆 象 ,从 而 NaG@. 所 以 G/N 是 商 群 . VYV Na€G /N, 令 

J:Na —> Na, 而 a = $(a) €G. 
则 yy 是 G/N 与 G/N 间 的 一 个 同 构 映 射 . 事实 上 ， 

1) VNaEG/N, 因 小 是 映射 , 故 JaE€G, 使 得 O(a)==a, 从 而 3Na EG/N, 使 得 

J: Na 一 Na, 又 这 样 的 Na 唯一 . 因为 :车 Na 一 Nb, 则 a~b, 即 ab"!'E N. 因 NN 是 六 在 下 的 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 76. 定理 2. 
@@ 同上 .75. 定理 1. 
加 同上 .78. 定理 4. 
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道 象 , 故 六 是 六 在 由 下 的 象 , 从 而 由 ap-1) 一 由 aa) 由 (0)-1E N. 于 是 由 (ce) 一 5 一 由 (8) 一 5 因 
此 Na=N5b, 可 见 G/N 的 每 一 个 元 Na 在 J 下 有 且 只 有 一 个 象 NaEG/N. 所 以 少 是 
映射 . 

2) YNaEG/N, 因 中 是 满 射 , 故 3 aE€G, 使 得 a 二 g(a), 从 而 3 Na EG /N, 使 得 
y: Na— Na. 所 以 儿 是 满 射 . 

3) 若 和 xz= 太 D, 则 za~0 即 DIE 六 ,从 而 bo) 一 由 a) 由 (0 一 DIE 和 因 六 
在 下 的 逆 象 是 N, 故 ap IE N, 即 a 一 5, 于 是 Na 二 Nb. 所 以 少 是 单 射 . 

4) VNa,NbEG/N. 


Jy;:Na > Na, 而 &=$(a), 
Nb—> Nb, 而 6=$ (2). 
于 是 
YJ:Na* Nb=Nab ~ Nab=Na b=Na* NG,. 


所 以 J 是 G/N 与 /于 间 的 一 个 同 构 映 射 . 即 G/N G/N. 
例 设 G=(a) 是 12 阶 循环 群 ,G=(65) 是 6 阶 循环 群 . 令 
中 (e) 一 由 (as ) 一 E， $b(a)=b(a’)=6, 
中 (a: ) 一 由 (as ) 一 天， 由 (aa ) 一 由 (Ca ) 一 久 ， 
中 (a:) 一 由 (al ) 一 路 ， 由 (a5) 一 由 (al ) 一 天. 

则 $ 是 G 到 区 的 一 个 同 态 满 射 . 取 六 = {z,5) 一 (5)<G, 于 是 NN 在 下 的 递 象 
N={e'as,asyar} 一 (as). 由 该 命题 ,G /as) 兰 G/ (8). 

注 1) 该 命题 表示 两 个 同 态 群 的 商 群 之 间 的 一 个 同 构 关系 . 它 是 同 态 基本 定理 的 推 
广 . 事实 上 , 设 由 是 群 G 到 群 G 的 一 个 同 态 满 射 . 取 六 = {z} ,其 中 是 G 的 单位 元 , 显然 
N24G 有 G/N=G. 则 夺 在 下 的 递 象 N = kerg. 由 该 命题 :G/N 守 G/ 太 , 妈 
G/N 二 G. 

2) ”将 该 命题 的 条 件 改 为 :“ 设 是 群 G 到 群 G 的 一 个 同 态 满 射 ,NaG, 六 是 N 在 gp 下 
的 象 ”, 于 是 该 命题 的 结论 :“G /N 衬 G /N” 未 必 成 立 . 因为 在 这 个 条 件 下 ,由 第 八 章 ,二 ,7， 
注 , 寺 的 逆 象 是 NK ,其 中 KK=ker 由. 所 以 结论 应 为 G/NK 衬 G/N. 

我 们 再 举 出 一 个 例子 . 设 G= Zs,,G= 廿 , 则 中:[a] -~ [aj 是 Z1 到 ZZ 的 一 个 同 态 满 射 . 
他 (C0DD ,由 ([4]),$([18])} = 二 {50],[4j,[2]). 于 是 :关于 N 的 商 群 Z/N={N,[1J 十 N， 
[2] 十 N,[3] 十 N) ={ {[0],54],58]}, {C1], C5], C9)}, {C2],56],C10]), {C3],L7], [11]}}. Zz 
关于 万 的 商 群 zw/ 六 = (NN,[1] 十 N) = ({[0],[2],[4]),{[1],[3],[5])} 显然 Zs/N 与 
忒 /NN 不 同 构 . 问题 产生 在 N 不 包含 K 一 ker 中 ,但 N 十 开 = {[0],[2],[4],[6],[8],[10]}. 
Zs/N+K={(N+K,[1]+N+K} ,从 而 Z/N+K = 2/N. 

9. 假定 G 和 石 是 两 个 有 限 循环 群 , 它 们 的 阶 各 是 m 和 x 证 明 :G 和 6 同 态 , 当 且 仅 当 ?| 时 . 

证 - (>) 设 GX4G,N=ker$, 则 由 同 态 基本 定理 ,G/ HG. 从 而 |G/N|=1G|， 
即 | 一 1G1, 于 是 mw 一 |N| mm 所 以 lm 
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(二 ) 设 G=(a),G=(@), 则 4:ai 习 a' 是 G 到 G 的 一 个 同 态 满 射 . 事实 上 ， 

1) Yai€EG,Ia'i€G, 使 得 (ai)=a'. 若 ai==ai, 则 a 二 e, 因 |a|==m, 故 m|i—j. 
又 nm, 从 而 n|i 一 j. 因 |al==n, 故 a "1 一 5, 于 是 z'==&’, 即 对 于 G 中 的 每 一 个 元 ,不 论 其 
表 法 如 何 , 在 由 下 有 且 只 有 唯一 的 一 个 象 . 所 以 由 是 映射 . 

2) Va EG,3arEG, 使 得 pC(a*) 一 a“， 所 以 9 是 满 射 . 

3) Va'iya’ EG,$P aia)=h(aTi)=a "i=a a i =P(a')$ (ai). 

综 上 ,和 是 G 到 G 的 一 个 同 态 满 射 . 所 以 GXG. 

证 二 (=>) 已 知 G 忆 GE, 由 第 六 章 , 二 ,7, 同 态 满 射 由 把 G 的 生成 元 a 映 到 局 的 生成 
元 &, 即 9:a 一 元 由 la| 二 m 及 中 保持 运算 ,有 中 :a”" = 二 e 一 45". 在 同 态 满 射 由 下 ,G 的 单位 元 
e 的 象 是 巨 的 单位 元 z, 即 由 :e -> z@. 由 中 是 映射 ,5 "一 z, 又 |z| 二 n, 从 而 n|m. 

(<) 设 G=(a),G 二 (@), 则 :ai> a ,其 中 i 二 qn 十 r,0 志 7r 过 n, 是 G 到 G 的 一 个 同 
态 满 射 . 事实 上 ， 

1) YauEG,jd'rEzZ ,使 得 i 一 qn 十 r,0 志 7r 过 n, 从 而 3a'EG, 使 得 (a')==a ', 且 这 
样 的 7 唯一. 即 设 ai 一 ai ,i 关 j ,i 二 qin 十 71 ,7 二 qen 十 rs ,0 传达 nn,0 扩 rs 之 n, 四 (a')=a 7", 
(a) 二 a 3, 则 =r2. 不 然 , 著 7 关 r7z ,不 妨 设 ni 之 rz ; 则 i 一 j= 二 (qi 一 ge)n 十 (ri 一 7z),0< 
nn 一 rp<n. 因 aTi=e,|a|=m, 故 m|i 一 j. 又 n|m, 从 而 n|i 一 j. 显然 4| (qi 一 qz)n, 可 见 
n|ri—r ,此 与 0 过 ni 一 7 过 n 了 矛盾. 所 以 7 二 r,， 当然 #1 二 a ,于 是 四 是 映射 . 

2) Ya’' EG,0 过 rr 二 n, 3ja  €G, 使 得 $C(a’)==a ,其 中 r= 二 0n 十 r,0 世 rr 二 n. 于 是 中 
是 满 射 . 

3) Ya',a€0G, 设 h=gn 十 7 ,0 寺 r <n,k= 二 qn 二 7,0 志 7 之 n, 则 四 (a*)==a 7", 由 (a*) 
二 ”,h 十 k 二 (gq 十 9 )n 十 7 十. 设 7 十 六 = 二 qn 十 r,0 志 7r< 之 n; 则 有 h 十 k= 二 (g 十 十 q)n 十 r. 于 


由 lal=n 


是 由 (aia 杀 一 中 (aite) 一 巨 了 一 玖 7 人 一 下 7“ (a") Ia 7 一 由 (ao ) 中 (at). 
所 以 GG. 
证 三 〈 之 ) 见证 一 . 


(<=) 设 G=(o). 因 w|m, 故 (nm) 二 =n. 由 第 六 章 , 二 ,5,1a"| 二 一 一 == 之 . 于 是 NN 


Cm) nn 


一 (ar) 是 G 的 天 阶 不 变 子 群 . 所 以 G~G /N. 因 G 是 循环 群 ,由 第 六 章 , 二 ,7,G/N 也 是 特 


环 群 . 又 1G /N| 一 一 一 n,G 也 是 阶 循环 群 , 故 由 第 六 章 ,一 ,4 中 结论 ,G /NN 兰 G, 再 由 


了 
加 
n 
第 二 章 , 二 ,5,G 一 G. 
注 若 G 与 不 是 循环 群 , 则 该 命题 的 必要 性 也 成 立 . 即 设 G 和 G 是 两 个 有 限 群 , 且 
1G1=m;1G|=xn. 著 G~G, 则 |m. 
10. 假定 G 是 一 个 循环 群 ,N 是 G 的 一 个 子 群 . 证 明 ;G /N 也 是 循环 群 . 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 43. 定理 2. 
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证 一 设 G=(a). 由 第 六 章 , 二 ,4,G 是 交换 群 . 于 是 N <GD?, 从 而 G/N 是 商 群 . 因 
此 G~G/N. 由 第 六 章 , 二 ,7,G /N 也 是 循环 群 . 

证 二 设 G=(a), 由 第 六 章 , 二 ,4,G 是 交换 群 . 于 是 N <4G8 ,从 而 G/N 是 商 群 . 

VbNEG /N,bEG, 可 设 5 一 a*,kEZ ,从 而 bN= 二 atN. 我 们 有 a*N 一 (aN)*. 事实 上 ， 

1) & 是 正 整 数 时 ,由 商 群 G/N 中 元 的 乘法 定义 :zN， >N=zyN, 有 


(aN)*:=aN 人 “ 一 二 一 a* 
一 CN.aNaN = (aa … a)N=a™N. 


2) & 一 0 时 ， 
(aN):*=(aN)’=N=eN=a’ N=a:N. 

3) 上 是 负 整 数 时 , 设 & 二 一 h,h 是 正 整 数 , (aN)* 二 (aN)* 二 ((aN) 7 1)" 二 (a N) 
=(a ')N=a *N=a'N. 

所 以 6N= 二 (aN)*, 于 是 G/N 二 (aN) 是 循环 群 . 

注 1) 循环 群 G=(a) 的 商 群 G/N 的 生成 元 是 G 的 生成 元 a 所 在 的 六 的 陪 集 aN. 

例 取 G= Zw 一 (1]), N= ([6])= {50j,[6]}<Zw. 则 Za/(L6]) 一 (LI 二 N) 一 
{[0J] 十 N,[1J 十 NN,[2j 十 N,[3j 十 N,[4j 十 N,L5j 十 N), 其 中 [0] 十 N= {[0],[6j),[1] 十 
N= {£1j,L7]},L2j+ N= {[2j,[8]},L3]+ N= (3] 十 [9]), [4 十 和 一 (人 L4] 十 L10] )， 
[5j+ N= {[5]4,L11j)}. 

2) 设 G=(a) 是 无 限 循环 群 ,N=(a”")<G 且 NN 关 {e},m 是 正 整 数 , 则 |G /N|=m. 

证 因 G/N=(aN), 故 只 需 证 |aN| 一 m. 事实 上 , 因 a”EN, 故 (aN)"= 二 a”"N= 二 NN, 而 
N 是 G/N 的 单位 元 .Ym ,1 过 m 二 mp; 有 (aN)” 二 a”N 关 NN, 不 然 , 若 a”N 一 N, 则 a”"E€ 
N ,又 1 信 m < 之 m. 但 由 G 是 无 限 循环 群 及 第 七 章 , 二 ,3 的 证 明知 ,m 是 N 中 元 的 唯一 确定 
的 最 小 正 整数 指数 ,因此 产生 了 矛盾 . 所 以 (aN)" 关 NN, 从 而 laN1==m. 于 是 |G/N| = 二 =m. 

由 第 七 章 ,三 ,2,2) 也 可 知 此 结论 . 

读者 可 进一步 考虑 : 当 G 是 有 限 循 环 群 时 ,结论 是 否 仍 成 立 . 

3) ”该 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 即 : 设 N 2G, 商 群 G/N 是 循环 群 ,但 G 未 必 是 循环 群 . 


例 取 G=S;,N={(1),(123),(132)}) 二 S;, 因 [G:N]j= | 一 号 一 2, 故 由 第 作 


章 , 二 ,3,N <45;. 又 |S; /N| 二 2, 而 2 是 素数 ,从 而 由 第 七 章 , 二 ,6,5S。 /N 是 循环 群 。 但 Ss 
不 是 循环 群 . 


三 、 讲 与 练 


1. 设 GL,(R ) 是 完全 线性 群 . 试 分 别 验 证 : 


@@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 71. 例 3. 
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Hi={(a)E GL,(R) |as=a; 当 izj 时 ,as =0}， 
Hs:=((as)E GL(R)| 当 i 了 ij 时 ,as =0)， 
Hs= {(a)E GL,(R) | 当 i>j 时 ,a; =0) 
是 否 为 GL,(R ) 的 不 变 子 群 . 
解 显然 Hi 二 GL,(R),k 二 1,2,3. Hi 中 每 一 元 都 是 n 阶 纯 量 矩阵 ,而 n 阶 纯 量 矩阵 
与 任 一 n 阶 和 矩阵 可 交换 ,所 以 Hi < GL, CR). 
1 1 1 
1 一 1 
取 1 EGL,(R), 1 E H;, 因 


1 1 
1 1 1 1 1 -1 /1 —2 
1 一 1 1 一 ! 

1 1 1 一 1 eH,. 


1 1 1 


1 1 1 
取 1 EGL,(R), 1 EE 日 ;, 因 
1 1 
1 1 1 1 -1 0 1 
1 1 1 1 1 一 1 2 
1 1 l 一 1 所 万 ， 
1 1 1 1 
故 日; 不 是 GL,(R ) 的 不 变 子 群 . (以 上 各 矩阵 , 除 主 对 线 以 外 的 没有 注 明 的 元 素 都 是 0. ) 
2. 下 面 关 于 不 变 子 群 的 一 些 叙 述 , 哪 些 是 正确 的 ? 
1) 循环 群 的 子 群 都 是 不 变 子 群 . . 
2) 若 群 G 的 子 群 互 的 每 个 左 陪 集 e 互 的 元 的 个 数 与 互 的 元 的 个 数 相同 , 则 H 4G. 
3) 和 群 G 的 不 变 子 群 是 交换 群 . 
4) 群 G 的 交换 子 群 是 G 的 不 变 子 群 . 


5) 设 NaG,NCH<G, 则 Na 
6) 设 晶 是 群 G 的 一 个 阶 为 n 的 子 群 , 且 G 中 只 有 这 样 唯一 的 一 个 n 阶 子 群 , 则 


7) 设 N<G,H<G 且 HN, 则 H4G. 
解 1) 正确 . 因为 循环 群 是 交换 群 . 
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2) 不 正确 . 例 , 互 ={(1),(12)}<S: .YaEG，,a 五 的 元 的 个 数 =| 五 |=2, 但 万 不 是 
Ss 的 不 变 子 群 . 

3) 不 正确 . 非 交换 群 G 就 是 G 的 一 个 不 变 子 群 . 

4) 不 正确 . 例 ,= {(1),(12)} 是 S, 的 交换 子 群 ,但 互 不 是 S: 的 不 变 子 群 . 

5) 正确 . 证 :NH. 事实 上 ,NCH. 已 知 N<CG, 从 而 N 关 2B. (i) 因 互 <G, 故 万 
的 乘法 就 是 G 的 乘法 . 因 N<G, 故 N 对 于 G 的 乘法 封闭 ,从 而 N 对 于 互 的 乘法 也 封闭 . 
(Gil YnEN, 因 N<G, 故 nn 在 G 里 的 遂 元 n-71EN, 又 有 H<G, 从 而 nC(E NCH) 在 G 里 的 
逆 元 n-"! 就 是 在 日 里 的 逆 元 ,于 是 nn 在 日 里 的 逆 元 n “EN. 所 以 N<H. YhREHCG,， 
VnEN, 因 N43G, 故 hnh™1i€EN. 所 以 N <4H. 

注 Q@ 命题 说 明 ,; 若 N44G, 则 NN 也 是 “中 间 子 群 ”H 的 不 变 子 群 . 

@ 设 N42G,NCH<=G, 但 未 必 日 <4G. 例 , Bs = {(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4)， 
(1 4)(2 3)}< Si. {(1),(1 2))<S ,由 第 八 章 ,二 ,4,B,{(1),(12)) 一 ((1)， (1 2)(3 4)， 
(13)(2 4),(1 4)(2 3),(1 2),(3 4),(1234),(1432))<S.B CB,{(1),(l 2))}. 
但 Bi{(1),(1 2)} 不 是 S, 的 不 变 子 群 , 因 为 取 (1 3)E Se,(12)EB (CI1)，(1 2)}， 
有 (1 3)(1 2)(1 3)-: 一 (23)E Bi{(1),(12)). 

6) 正确 . 证 :VaeEG,aHa-: 一 6G. 事实 上 , 因 e=aea IEaHa-, 故 aHa ! 关 B 且 
aHa-ICG. Vahia-lyahipariEaHa- (aha-)(aha-) 1!=ahia lahzla-1 一 ahihsa IE 
aHa-!. 所 以 aHa-1<G. 由 第 八 章 ,一 ,7,aHa-! 是 日 的 任 一 共 轿 子 群 . 因 中 :h > aha-! 
是 互 与 4aHa-! 间 的 一 个 一 一 映射 , 故 |laHa !'|==|1H|=n. 由 题 设 中 的 唯一 性 ,aHa 一 万 ， 
YaE€G. 所 以 H<4G. 

7) 不 正确 . 例 ,B,=({(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(14)(2 3))}<45S,,H=({(1 2), 


(3 4)})={(1),01 2),(3 4)，(1 2)(3 4)1<S,. 又 
$:(1) —> (1) 
(1 2) -> (1 2) (3 4) 
(3 4) -> (1 3) (2 4) 
(1 2)(3 4) — (1 4) (2 3) 
是 互 与 B, 间 的 一 个 同 构 上 映射 ,从 而 互 兰 B,. 但 互 不 是 S, 的 不 变 子 群 , 因 取 (1 3 4)E S,， 
(1 2EH, 有 (1 3 4)(1 2)(1 3 4)-! 一 (2 EH. 
3. 下 面 关 于 群 的 中 心 的 叙述 ,哪些 是 正确 的 ? 
1) G 是 交换 群 全 G 的 中 心 2 二 G. 
2) 若 一 个 群 G 的 中 心 Z 不 是 整个 群 G, 则 G 不 能 是 循环 群 . 
3) 任何 群 G 的 元 的 个 数 永 远 是 这 个 群 G 的 中 心 的 元 的 个 数 的 倍数 . 
4) 群 的 每 一 个 交换 子 群 都 是 群 的 中 心 . 
5) 著 一 个 群 G 不 是 交换 的 , 则 G 中 必 至 少 有 两 个 元 不 在 G 的 中 心 2 里 . 
6) 和 群 的 中 心 是 交换 群 . 
7) ”车 群 G 的 中 心 只 含 G 的 单位 元 e ,那么 G 必 为 非 交 换 群 . 
8) 设 Z 是 群 G 的 中 心 ,2<2Z, 则 ZaC. 
9) 设 群 G 和 <G,Z 是 G 的 中 心 ,Z 是 的 中 心 ; 则 Va€2,$(a)EZ. 
121 


近世 代数 基础 问题 探析 


解 1) 正确 . 证 :G 是 交换 群 会 CCZ, 又 ZUCG 全 GZ=G. 

2) 正确 . 证 :Z 关 G 过 G 不 是 交换 群 > G 不 是 循环 群 . 

3) 不 正确 . 因为 当 |G1 二 oo 时 ,命题 不 成 立 . 当 |G| 有 限时 ,命题 成 立 . 

4) 不 正确 . 例 , 互 ={((1),(1 2) ) 是 S; 的 交换 子 群 ,但 互 不 是 Si 的 中 心 {(1) )}. 

5) 正确 . 证 : 因 G 不 是 交换 群 , 故 3a,bEG,a 关 4b, 使 得 ab 关 ba. 从 而 <EZ,5EZ. 

6) 正确 . 由 定义 直接 可 知 . 

7) 不 正确 . 当 C={e} 时 ,G 是 交换 群 . 当 G 关 {e} 时 ,G 是 非 交 换 群 . 

8) 正确 . 证 : 因 2 过 2Z, 又 ZG, 故 2Z1 二 G. YgE€G,yEZ1C2Z, 因 2 是 G 的 中 心 , 故 
gz 一 zg, 从 而 gzg 一 xzgg !'! 二 zE€21. 所 以 Z1 4G. 

9) 正确 , 证 ;Ya€2Z,(a)E G. 下 面 证 (a)E Z. YEG, 因 中 是 满 射 , 故 33 x EG ,使 
得 (x) 二 x. 因 aEZ, 故 az 一 za. 因由 是 同 态 映 射 , 故 由 (ca) 工 一 中 Ca) 由 (z) 一 由 (az) 一 由 (za) 
一 小 (z) 中 Ca) 一 元 由 (ac). 所 以 $b (WE 2 

注 设 群 G 之 G,Z 与 Z 分 别 是 G 与 6 的 中 心 ,a €G,$(a)€E Z, 但 未 必 a€E2. 例 ， 
中 :A 一 |Al 是 实数 域 R 上 2 阶 线性 群 GL,(R ) 到 非 零 实数 乘 群 R' 的 一 个 同 态 满 射 . 因 R* 
是 交换 群 , 故 R' 的 中 心 是 R" . 因 GL;(R ) 不 是 交换 群 , 故 GL (RR ) 的 中 心 Z 不 是 GLz CR). 
3 |， screm | sz | | |= || -ie 

1 1 1 1 1 1 1 1 

4.1) ”证明 :有 限 群 G 的 商 群 G /N 一 定 是 有 限 群 . 反之 , 群 G 的 商 群 G /N 有 限时 ,G 
一 定 是 有 限 群 吗 ? 

2) 证明: 交换 群 G 的 商 群 G /N 一 定 是 交换 群 . 反之 , 群 G 的 商 群 G /N 是 交换 群 
时 ,G 一 定 是 交换 群 吗 ? 

证 1) 因 G 是 有 限 群 ,又 N<G, 故 NN 也 是 有 限 群 . 而 G/N 的 阶 是 NN 在 G 里 的 指 


数 ,因此 |G /N| =-[G:N]=| 铝 ,从 而 G/N 是 有 限 群 ， 反之 ,G 的 商 群 G /N 有 限时 ,G 未 


必 是 有 限 群 . 例 ,整数 加 群 也 的 商 群 也 /(z) = Z, 是 模 的 剩余 类 加 群 ,因此 商 群 Z/(m) 是 n 
阶 有 限 群 , 但 之 是 无 限 群 . 

2) YNei,Ng: EG/N, 因 G 是 交换 群 , 故 gig; 二 gzg1, 从 而 Ng * Ngs 二 Ngig? 二 
Ngzg1 一 Ng:， Ng1. 所 以 G/N 是 交换 群 (或 我 们 有 G~G /N, 因 G 是 交换 群 , 故 G/N 也 
是 交换 群 ). 反之 ,G 的 商 群 G/N 是 交换 群 时 ,G 未 必 是 交换 群 . 例 , N={ (1),(123)， 
(1 3 2)}<S;,S; 的 商 群 S; /N= 二 {N,(1 2)N) 是 2 阶 交换 群 ,但 S, 不 是 交换 群 . 

5. 设 G 是 有 限 群 , 且 GG, 证 明 :G 是 有 限 群 , 且 |G| | 1G|. 


IG| 


证 ”由 同 态 基本 定理 ,G /ker $ 衬 G, 从 而 1G|=|G /ker 由 = [ee 了 


, 即 1G| 王 |1CHker 中 | ， 


所 以 到 是 有 限 群 , 且 1G||1Gc|. 
6. 设 B, 二 {e,a,b,ab}) 是 Klein 四 元 群 . NN 二 {e,a). 求 出 B 到 Bi/N 的 自然 同 态 . 
解 因 六 在 B, 里 的 指数 LB, :Nj=2, 故 由 第 八 章 ,二 ,3,N<B,, 从 而 B/N 是 商 群 ， 
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且 B/N= {N,N6b) 二 ({e,a),{5,ab})). 所 以 自然 同 态 为 


中 : e 一 Ne 一 (ea} 
a 一 Na = {(e,a)} 
D >Nb = {6b,ab} 
ab — Nab = {b,ab} 


使 B, 一 B, /N, 其 中 N= {e,a} 二 ker 中 . 

7. 设 C 是 全 体 复数 对 加 法 作成 的 群 ,R 是 全 体 实数 对 加 法 作成 的 群 . 9:a 十 站 一 a 是 
C 到 民 的 一 个 同 态 满 射 ,使 CR. 

1) 求 出 ker 4. 

2) 求 出 与 民 同 构 的 商 群 C /ker 中 . 

解 1) ker 中 一 {6i|65ER}. 事实 上 ,VxE ker 中 ,x EC ,可 设 z==a 十 后 ,中 (Xx) 一 0, 又 
由 的 定义 ,由 Ca 十 抽 ) 二 a, 从 而 a 一 0, 于 是 z+ 二 a 十 所 一 所 EE {所 |5ER). 反之 , Vbi€ 
{ 丰 |5ER ) ,由 中 的 定义 ,中 (bi) 二 0, 于 是 BiE ker 中. 所 以 ker $ 一 {bi|5 ER ). 

2) 由 同 态 基本 定理 , C /ker 中 兰 民 . VY (ae 十 五 ) 十 ker EC/ker $,(at+bi)+ker $= 
Co 十 Ker $)+ Bitker $) = (atker 由) 十 Ker 和 一 < 十 ker 由 即 C/ker 由 中 的 每 一 
个 元 (ker 由 的 陪 集 ) 恰 由 实 部 相等 的 一 切 复数 所 组 成 . 所 以 C /ker $9 一 {a 十 ker 中 | ER ). 

注 1) 因为 复数 可 以 看 成 是 坐标 平面 上 的 点 ,所 以 ker 中 可 以 看 做 是 纵 轴 上 的 一 切 
点 ,而 C /ker 中 的 元 就 是 坐标 平面 上 的 一 切 平行 于 纵 轴 的 直线 . 

2) 车 将 中 改 成 :a 十 上 一 所 ,此 时 , 同 理 可 得 kery={ala ER}=R. C/kery=C/R 
二 {所 i 十 ker$|5 ER } 圭 RR. 即 C /kery 中 的 每 一 个 元 (kery 的 陪 集 ) 恰 由 虚 部 系数 相等 的 一 
切 复数 所 组 成 . 于 是 kery 可 以 看 做 是 横 轴 上 的 一 切 点 ,而 C/kery 的 元 就 是 坐标 平面 上 的 
一 切 平行 于 横 轴 的 直线 . 

8. 首先 给 出 定义 . 设 由 是 集 A 到 集 A 的 一 个 映射 . 若 SCA, 称 集 {$Ca)|aES )} 为 S 
在 由 下 的 象 , 记 为 CS)= {g(a) |aES}. 车 SCA, 称 集 {a|$(a) 一 a,a€E5) 为 5 在 9 下 的 
逆 象 , 记 为 9-1(5)={al$(a) 一 a,a€E5). 

今 设 由 是 群 G 到 G 的 同 态 映射 . 

1) 车 日 <G, 证 明 :$(HD)<G. 

2) 若 互 <G, 证 明 :$9-'(H)<G. 

证 1) 因 玉 <G, 故 $( 昌 ) 不 空 , 且 $(H)CG. Ya,6Eq(H), 由 qb( 惠 ) 定 义 , 3a,b€ 
五 ,使 得 由 Ca) 一 a,$(5)=b. 于 是 元 =$(a) ($C6)) '=b(a)$ (5 ')=g(ab '). 因 
及 <G, 故 apiE H. 由 中 (日 ) 是 玉 在 下 的 象 ,35 "Eq$(H) ,从 而 $CH)<<G. 

2) 因 互 <G, 故 3 单位 元 zfE 互 , 又 3 单 位 元 eEG, 使 $Ce) 二 B, 从 而 e Ej"!'( 吾 ), 即 
由 -:( 百 ) 不 空 . 显然 p91( 吾 )CG. Ya,pEd-:( 互 ) ,由 "1!( 脏 ) 的 定义 ,3a,6E 百 ,使 (a) 一 
a,9(5) = 二 5. 因由 是 同 态 映射 , 故 p (ab 1!) 二 由 Ca) 四 (571) = 由 (a) [四 (5)] . 因 互 <G, 故 
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由 (a)[ 由 (DIE 百 , 即 由 apDE 百 ,从 而 ab :EP ICH). 所 以 由 百 )<G， 

9. 用 同 态 基本 定理 证 明 循 环 群 G==(a) 的 结构 定理 : 

1) 若 lal=co, 则 整数 加 群 忆 兰 G. 

2) 若 |aj=” 则 模 ”的 剩余 类 加 群 Z., 估 G9. 

证 “显然 $:m 一 a" 是 Z 到 G 的 一 个 同 态 满 射 , 即 ZG. 由 同 态 基本 定理 ,了 /ker 由 G， 
其 中 ker $= {kEZ | at=e). 

1) 若 la| 二 oo0,; 则 ker 中 = {0). 事实 上 ,YkEker 中 ,有 a 二 e, 因 |al 一 co, 故 有 =0E 
{0) 3 反之 ,由 (0) 一 @ 一 e, 从 而 0Eker 中 . 所 以 ker 中 一 10)}. 此 时 , Z 了 /ker 中 一 了 /10)} 一 
{m+{0} mEZ}= {{m} |mEZ)=Z, 所 以 ZG. 

2) 车 ia| 一 nn, 则 ker 中 二 (ng|q EZ )=(n). 事实 上 ,YkE ker 中 ,a 一 e, 于 是 |al 
即 njk, 从 而 3gq EZ ,使 得 k=ng€{nglg EZ |}; 反之， Vng€{nglg EZ ,由 (ng) 一 am 一 
(ar = ,从 而 ngeEker 少 . 所 以 ker $= {nglg EZ). 此 时 , Z /ker $= 2Z/(n)= ZZ,，, 
所 以 ZZ, 衬 G. 

10. 命题 “ 设 G 是 交换 群 , 则 G 的 每 一 个 子 群 都 是 不 变 子 群 " 是 成 立 的 . 举例 说 明 ,此 命 
题 的 逆 命 题 不 成 立 . 即 : 设 群 G 的 每 一 个 子 群 都 是 不 变 子 群 ,但 G 未 必 是 交换 群 . 


mo ls 0) ss net 


k, 


章 ,二 ,3, 注 2),G 对 于 矩阵 乘法 作成 一 个 非 交换 群 ， xmr,0=(|( 2， 小 人 川 


下 面 证 明 G 的 每 一 个 子 群 都 是 不 变 子 群 . 这 类 非 交 换 群 叫做 汉 弥 尔 顿 (Hamilton) 群 . 
我 们 知道 ,G 的 子 群 的 阶 是 8 的 因子 ,从 而 G 只 可 能 有 1,2,4,8 阶 子 群 .1 阶 ,8 阶 子 群 
必 是 G 的 不 变 子 群 ,而 4 阶 子 群 对 G 的 指数 是 2. 由 第 八 章 ,二 ,3,4 阶 子 群 也 是 G 的 不 变 子 


一 1 
群 . 最 后 看 2 阶 子 群 , 它 是 循环 群 ,由 2 阶 元 生成 ,而 G 中 2 阶 元 只 有 一 个 : ( 


0 _ 了 


是 G 只 有 一 个 2 阶 子 群生 |(。 1),(”。 _))| 由 于 豆 中 的 元 者 是 纯 量 矩阵 ,它们 与 
G 中 的 元 都 可 交换 , 即 日 是 G 的 中 心 ,从 而 玉 <G. 所 以 非 交 换 群 G 的 每 一 个 子 群 都 是 不 
变 子 群 . 

11. 举例 说 明 ,Lagrange 定理 的 道 命题 : 设 G 是 有 限 群 且 xm | 1G1, 则 G 有 m 阶 子 群 ” 
不 成 立 , 从 而 命题 :“ 设 G 是 有 限 群 且 m |1G|, 则 G 有 m 阶 元 ”也 不 成 立 . 

解 例 , 设 As 二 和 (1),(1 23),(] 32),(1 34),(l1 43),(124),(142),(2 34), 
(2 4 3),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}. 由 A, 对 于 S, 的 乘法 封闭 知 A, 二 S41. 称 A， 
为 4 次 交错 群 . 14A,|=12, 又 6|12, 但 4A, 没有 6 阶 子 群 .事实 上 , 若 4A. 有 6 阶 子 群 互 , 则 
单位 元 e 一 (CD)E 五 . 因 A, 中 有 且 只 有 3 个 2 阶 元 (ab)(cd)(a,pc,dEtl,2,3,4))， 故 6 阶 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 59. 定理 
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子 群 及 中 必 有 3 一 循环 置换 (apc)(a,p,cE(1,2,3,4)) ,于 是 (apc) 的 逆 元 (apc)-: 一 (acb)E 
五 . 因而 在 互 中 ,3 一 循环 置换 成 对 出 现 . 又 (1)E 互 ,于 是 及 中 至 少 含 一 个 2 阶 元 ,不 妨 设 
为 (ab) (cd). 因此 ,Cabc) [Cab)(cd)]==(bd)E H,[(ab)(cd) (abc)= (acd)€ H, (Cacd) 一 
二 (adco)E 再 , 即 H 中 至 少 有 7 个 元 :(1),(abc) (acb),(ab) (cd),(bdc),(acd),(adc). 此 与 
I 五 |==6 忒 盾 . 所 以 As 中 没有 6 阶 子 群 . 

12. 设 再 <G, 证 明 : 豆 <G 的 充分 与 必要 条 件 是 日 的 任意 两 个 左 陪 集 的 乘积 仍 是 一 个 
左 陪 集 ( 即 互 的 所 有 左 陪 集 的 集合 S 对 于 乘法 封闭 ). 

证 一 (一 ) Vz,yEG, Vhsh EH, (rR)(CyR) =rhy)h. 因 HJ2G, 故 hy€EHy= 
y 昌 ;从 而 3 hs € 昌 , 使 得 hy 二 yhs ,于 是 (Xxh) Cyhi) 二 x Cyhsj)hi 二 (xXy) (hshi)E(xzy)HH. 由 
h,hi 是 日 中 任意 元 ,有 (xH)(yH)CCCry)H. 反之 , YhREH,(xy)h’ = (zxe) (yh’)E 
(XxX 日 )(yH), 因 此 (xy)HCCzH)CyH). 所 以 (zx)(yH) 二 (xy)H. 至 于 这 个 乘法 是 S 的 

一 个 代数 运算 的 证 明 留 给 读者 . 

(二) 已 知 本 <G 且 VzyEG,(Cz5)(CyE) 仍 是 一 个 左 陪 集 , 从 而 3zEG, 使 得 
(XH)(y 日 ) 一 zH. 于 是 xy 二 (xe) (ye)E(xH)(yH)=zH. 因此 xzH = (xy) 昌 , 即 
(rH)(yH)=(zxy)H. YXEGhEH, rhrx 一 (zh)(Cz le)E(rH) (rH)= (rr !)H= 
eH=H. 所 以 H 46G. 

证 二 〈 一 ) ”见证 一 . 

(<=) 由 已 知 , YrxEG, 可 设 (xH)(x-'H)==zH. 因 e=(xe)(x 1'e)E(XH)(zx 1!1H)= 
z 昌 H, 故 zH=eH=H. 即 (xH)(x'!H)= 二 =H. VxEG,hEH,xhr 一 (zh)Cz le)E 
(zxH)(z-1H)=H. 所 以 H 4G. 

注 1) 由 该 命题 知 下 面 结 论 : 设 互 <G, 则 态 <G 的 充分 与 必要 条 件 是 互 的 所 有 左 
陪 集 的 集合 S 对 于 乘法 来 说 作成 一 个 群 . 

2) 举 一 例 说 明 , 当 子 群 玉 不 是 G 的 不 变 子 群 时 ,日 的 所 有 左 陪 集 的 集合 S 对 于 乘法 
来 说 不 能 作成 一 个 群 . 设 互 ={(1),(1 2)} 过 S;, 甩 不 是 Ss 的 不 变 子 群 .S={H,(1 3)H,， 
(2 3)H}. (13)H=(1 32)H,(2 3)H=0 2 3)H, 而 ((1 3)H)((2 3)H)=((1 3)(2 3))H 
=(123)H,((132)H)((123)H)=((132) (123)) 晶 = (1) 昌 ,因此 ((13)H)((23)H) 


关 ((1 3 2) 昌 )((1 2 3) 有 H). 从 而 (xH)(yH)= 二 (zy)H 不 是 S 的 一 个 代数 运算 . 所 以 S 不 
能 作成 一 个 群 . 

13. 设 $ 是 群 G 到 群 G 的 一 个 同 态 映射 ,e 是 G 的 单位 元 ,z 是 G 的 单位 元 . ker 中 一 
{aEG| 和 ca)= 引 .证 明 ， 

中 是 单 射 会 ker 中 一 {e)}. 

证 (〈=>) VzEker 由 CCz) 一 z, 又 中 (e) 一 5, 从 而 由 zz) 一 小 (e). 因由 是 单 射 , 故 一 e. 
所 以 ker 由 一 (e)}. 

(二) Ya'pEG, 若 ba) 一 中 CD) ,下 面 证 c= 四 (a) (CD)) 一 z 即 由 (ab ) 一 5 从 
而 cpriE ker 中 . 因 ker 由 一 {e} , 故 ab-! 一 e, 于 是 a 一 b. 所 以 是 单 射 . 

14. 设 N<G, 证 明 : 

1) FH<G/N©SO H=H/N,NCH<G. 
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2) 车 NCH<G, 那 么 H<46G SH/N 46G/N. 

证 一 1) (二 ) g:a 一 aN 是 G 到 G/N 的 自然 同 态 ,使 GX<G/N 且 N=ker 中 . 
因 互 <G /N, 故 H=$9-'1(H) 二 G. HDker $b 一 N. 事实 上 ,VaE€ker $=N,$(a)=aN= 
N. 又 互 <G/N, 从 而 G/N 的 单位 元 N E 互 ,于 是 NN 在 下 的 北 象 aE€q9-1 (及) 二 昌 , 所 以 NN 
CH. 由 第 八 章 ,二 ,7, 因 互 是 百 的 逆 象 , 故 百 是 互 的 象 , 即 五 = 由 (CH). 因 N 46,NCH 
一 G, 故 由 第 八 章 ,三 ,2,5),N 4H, 从 而 $CH)= {hN|hEH)=H/N. 所 以 HH=H /N. 

(二 ) 已 知 N<G,NCH<G, 于 是 N<4H, 从 而 吾 =H/N 是 群 . YANEH /N, 有 
ANEG /N,; 从 而 昌 /NCG/N. 又 H/N 对 于 G/N 的 乘法 作成 群 ,所 以 H=H/N 一 
G/N. 

2) 因 N<4G,NCH<G, 故 N24H. 又 GG/N, 其 中 是 自然 同 态 :a 一 aN,N=ker 小 . 


于 是 $C(H)= {AN|h EH}=H/N. 
(二 ) 因 昌 <2G, 故 $(H)==H/N 4G/N0. 
(<) 由 第 八 章 ,二 ,7; 注 3),$-1(H/N)- 下 人 HN 电 XEH. 因 H/N< 


G/N, 故 $g-'(H/N)=H4G. 

证 二 1) 见证 一 . 

2) (>) VegNEG/N,g EG, VRNEH/N,hREH,(gN)(hN)(gN) '= (ghg 1)N. 
因 H<G , 故 ghg-!EH, 从 而 (gN)(hN) CgN)-1EH/N. 再 由 1),H/N<G/N. 所 以 H/N4 
G/N. . 

(< 二) 已 知 HZG. YgEG,hEH, 因 H/N4G/N, 故 (geN)(N)(gN) !'=(ghg-' NE 
再/N. 从 而 3 hE 日 ,使 得 (ghg-!1)N=h'N. 于 是 3nEN ,使 得 ghg ' 二 hin. 又 NCH< 
G, 因 此 ghg-!'€ H. 所 以 H4G. 

15. 证 明 :1) 设 a€E 群 G,Z(a)= {xEG|zxa=ax), 则 Zla)<G. 称 Zla) 是 元 a 在 G 
内 的 中 心 化 子 , 或 称 Z(a) 是 元 a 在 G 内 的 正规 化 子 . 

2) 设 SC 群 G,S 关 8,2Z(S)= {zxEG|YVsES,zs==sz), 则 ZCS)<G. 称 Z(S) 是 集 S 
在 G 内 的 中 心 化 子 . 

3) 设 SC 群 G,S 天 g,N(CS)={zEG|rS=Sz}), 则 NGS)<G. 称 NCS) 是 集 S 在 G 
内 的 正规 化 子 . 

4) 设 HE<G, 则 互 aG 扣 NOCH)=G. 

5) 设 晶 <G, 则 HN(CH). 

6) 设 昌 <G, 则 ZCH)< NCH). 

7) 设 互 <G, 则 ZCH)aG. 

证 1) 显然 Z(4a)CG. 因 aa==aa; 故 a€2Z(a), 从 而 Z(a) 关 人 B. YzyE2ZCa)za 一 


1 


一 (az)y = 


一 1 


aryya 一 ay 于 是 ax- 一:a. 因此 (xy 1')a=x(y aa) 一 Zay 0) 一 (Za)y 
azy-1). 可 见 zyrIE Zla). 所 以 Zla) 达 G. 


人 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 77. 定理 3. 
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2) VYsE€S, 因 es 二 se, 故 eE€2Z(S) 关 名 . 显然 Z(S)CG. VYzyEZGS) ,VSsES,zs 一 
sTX ,ys 二 sy. 于 是 (XxXy)s= 二 XC(ys) 二 TX(sy) 二 (Xs)y 二 (5sT)y 二 s(xy), 从 而 Xxy EZ2(S). 
YrE€EZ(S),YVsES,zs= 二 sz 两 端 左 、 右 各 乘 x ,得 sz = 一 xz 1s, 从 而 x 1E€ ZZ(S), 所 以 
Z(S)<G. 

3) 因 eS=Se, 故 eENICS) 天 他 . 显然 N(S)CG. Yrx,yE€EN(S),xS= Szr,yS= Sy. 
于 是 (zy!1)S 一 (zy ')S(yy ')=zxy (Sy)y 一 zy '(yS)y '!=zx(y !'y)Sy 一 (ZS)y 一 
(Sz)y :一 SCzy 1), 从 而 xy IE NGS). 所 以 NIS)<C. 

4) H<4GO VgEG,gH=HgSO VgEG,gEN(H) GG=N(H). 

5) YhEH, 因 蝇 之 G, 放 hhHH== 昌 Hh, 从 而 hENCH), 于 是 HCNCH). 又 互 对 于 
N( 理 ) 的 代数 运算 作成 一 个 群 ,所 以 二 N(H). YzEN(H), 有 zxH= Hzx, 从 而 H< 
N (H). 

6) VzEZ(H),YhEH, 有 zh 二 hz, 从 而 z 昌 Hz, 于 是 xzEN( 昌 ), 因 此 Z(H)CC 
NCH). 又 Z( 日 ) 对 于 N(CHH) 的 代数 运算 作成 一 个 群 ,所 以 ZCH)<NCH). Vg €NCH)， 
VzE2Z(H), 要 证 Z(H)< N(CH) ,内需 证 gzg !'E€ Z(H 日) ,只 需 证 YhEH,gzg !'h 一 hgzg 1. 
我 们 来 看 : YAEH,gzg 'h(gzg 1) ' 一 gz(g ihg)zx ig !. 因 gEN(H), 故 Hg 一 g 昌 ,从 
而 igEHg = 二 g 日 ,于 是 3h EH ,使 得 g ihg 二 g !'gh’ = 二 hEH. 又 x€EZ (日 ), 故 z 与 g-!'hg 
可 交换 ,因此 gzg 'h(gzg 1')"' 一 gg 'hgzz !g ! 一 hh, 即 YAEH,gzg 'h 王 hgzg ,从 而 

gzg 'E Z(H). 所 以 Z(H)4 NOCH). 

7) 由 6), 有 ZCH)<4NCGH). 今 理 <2G, 由 4),N(H)==G, 从 而 Z(H)<4G. 

注 1) Z(e)=G. 

2) 设 G 是 交换 群 , 则 Ya€G,Z(a) 二 G. 

3) GG 的 中 心 是 G 在 G 内 的 中 心 化 子 Z(G). 

4) 车 |G| 之 2, 则 |2Z(a)| 宇 2. 因为 当 a 一 e 时 ,Z(a)==G, 从 而 |Z(a)|=1G| 之 2; 当 
a 关 e 时 ,aE€2(a) 有 和 且 eE€2Z(a), 从 而 |Z(a)| 宇 2. 


四 、 思 考 问 题 


1. 试 判断 下 面 群 G 的 子 群 互 是 否 为 G 的 不 变 子 群 . 
1) G= 二 {ea;byc,d; 了) ,其 中 


1 0 0 
-( 1 中 | 
0 0 1 
0 
0 
1 


G 对 于 和 矩阵 乘法 作成 一 个 群 . 有 H={e,a}<<G. 
2) G= (RR 的 变换 rs |rs:z 一 az 十 abE@Q,a 天 0} 对 于 变换 乘法 作成 一 个 群 . 互 一 
{RR 的 变换 ne | ne:z -一 z 十 ,2E@} 一 G( 见 第 七 章 , 四 ,1,7)). 


O Op” OO OO ~ 
PO OO OO” oo 
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2. 设 N <4G, 试 写 出 商 群 G/N. 

1) G 是 模 9 的 剩余 类 加 群 ,N= ([3])<G. 

2) G=(a) 是 15 阶 循环 群 ,N 二 (a’)<4G. 

3) G 是 有 理 数 集 对 于 加 法 作成 的 群 ,N 是 整数 加 群 ,N <G. 

3. 设 N 4G. 试 写 出 下 面 各 商 群 G/N 的 元 ,并 证 明 :G/N 衬 G. 

1) N= 二 《(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)},G 二 S41,N <4G( 见 第 八 章 ,二 ,5).G=5,. 


2) N=-|(。 “saj,c=|( ") 


0 1 
是 全 体 有 理 数 集 对 于 乘法 作成 的 群 . 
4. 设 HH; 二 G,i=1,2,3,4. 试 判断 下 面 命题 是 否 正确 . 
1) 车 Hi H;=H;H;,; 则 Hi= H;. 
2) 车 HCH;,H;CH,, 则 
(HiH;) MN H; NN H, = (Hi f} H,)(H; NN H,). 
3) 车 H;2G,i=1,2,3, 自 HjCH;, 则 HH; < HH;. 
5. 设 理 与 KK 都 是 群 G 的 有 限 子 群 ,证 明 :乘积 HK 中 全 元 的 个 数 | HK | 


asbEeQ ‘az0| ;,N <4G,( 见 第 八 章 ,二 ,5).G 


LHI* IK| 
IHANK| “ 
6. 证 明 :6 阶 群 G 至 多 含有 一 个 3 阶 子 群 . 
7. 设 Hi,H;,…,H， 都 是 群 C 的 有 限 不 变 子 群 , | Hi |,|H; | ,…, | 五 . | 两 两 互 素 . 证 


明 : | HiH2*…H,|=|H;|* |H:|*…|H,l. 

8. 设 群 G 的 子 群 及 是 循环 群 . 证 明 : 互 的 共 罗 子 群 S 仍 是 循环 群 . 

9. 找 出 包含 不 空子 集 S 的 群 G 的 最 小 不 变 子 群 . 

10. 令 x 和 (i2…ii) 属 于 S,, 证明: 

TD) 一 

即 在 S, 里 , (is…i4) 的 共 轿 置换 Ginzz…i)r 就 是 将 (za…) 中 的 每 个 数字 i 换 成 i." 
所 得 的 置换 ,t= 二 1,2,… ,. 

11. 当 ”之 3 时 ,证 明 :S, 的 中 心 Z2=={(1)}. 

12, 设 G 为 非 交 换 群 ,Z 是 G 的 中 心 ,证明 :G /2 不 是 循环 群 . 

13. 证 明 : GL。(R) 的 中 心 Z 由 所 有 R 上 的 2 阶 可 逆 纯 量 和 矩阵 组 成 , 即 Z 


-| 人 ( ,| ER ,ezo| 


14. 设 民 '* 是 全 体 非 零 实数 集 . 卡 氏 积 R* X 民 对 于 代数 运算 :(a,b)(cd) 一 (acypc 十 d) 
作成 一 个 群 . 求 元 (1,1) 在 R* XRR 内 的 中 心 化 子 Z((1,1)). 

15. 设 G 是 交换 群 , 电 二 G,a EG,a,a:,…,a”!E€ 昌 ,但 a" EH. 假定 a 是 有 限 阶 元 . 
求证 :n 是 a 的 阶 |a| 的 因子 , 且 7 等 于 商 群 G /HH 中 元 a 的 阶 |aHl. 

16. 设 G 是 交换 群 , 电 是 G 中 一 切 有 限 阶 元 所 成 的 集 . 证 明 : 玉 <G, 且 G/H 中 除 单 
位 元 外 ,不 含有 限 阶 的 元 . 

17. 证 明 :N <4G 镶 YaEG,36EG, 使 得 aN==NNb. 
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18. 设 Ni 4G,N,<4G 且 Ni 站 Ni 二 (e) ,证 明 :YzENiyENi ,都 有 zy 一 yzZ. 

19. 设 A<=G,B<G,C<G 且 A <4B. 证 明 :CmnAacCDB. 

20. 设 电 <G,K <4G, 且 G/ 日 ,G/K 是 交换 群 . 证 明 :G/HNK 也 是 交换 群 . 

21. 若 群 CC 天 {e)) 除 {te} 及 G 以 外 无 其 他 不 变 子 群 , 则 称 G 为 单 群 . 设 G 是 有 限 交换 
群 . 证 明 :G 是 单 群 的 充分 必要 条 件 是 G 的 阶 |1G| 是 素数 . 

22. 若 群 G( 关 (e}) 除 (te) 及 G 以 外 无 其 他 不 变 子 群 , 则 称 G 为 单 群 . 设 G 是 单 群 ， 
且 G~G. 证 明 :G 是 单 群 或 G=={z} ,其 中 z 是 G 的 单位 元 . 

23. 设 G 是 有 限 群 ,N <G, 且 (|N|1,[G:Nj)==1, 证 明 : 阶 为 |N| 的 因数 的 G 的 子 群 旺 
必 为 N 的 子 群 . 

24. 设 K<2H,H2<G,|K|=n,|H| 二 nm,;(n;ym) 一 1, 证 有 明 ;K <4G. 

25. 设 VgE€E 群 G,， VY 自然数, 方程 z”==g 在 G 内 恒 有 解 ,证 明 : VY H <4G,HG， 
[G:HJ=%. 

26. 证 明 :1) 设 下 是 数 域 ,下 对 于 普通 加 法 来 说 作成 一 个 交换 群 . 则 Y H<F,H 关 F， 
有 [LF:Hj=%. 

2) 数 域 下 上 人 全体” 阶 矩 阵 集 M 对 于 矩阵 加 法 来 说 作成 一 个 交换 群 . 则 YH=M,， 
日 关 M, 有 [LM:Hj]=%. 

3) 数 域 下 上 全 体 一 元 多 项 式 集 F(x) 对 于 多 项 式 加 法 来 说 作成 一 个 交换 群 . 则 Y HH 一 
FLxj, HFLzj], 有 [LF[Lzj]: Hl]=~. 

27. 设 G 是 群 ,将 换 位 子 a-15 1ab 记 为 [a,6j. Ya,b,cEG, 证 明 : 

1) [a,6] !=[2b,al. 

2) [Lab,c|=6 lLa,cleLeb,c] 

一 [acjLta,c],p [Layc]. 

3) [a,bc]=[a,cje '[a,ble 
一 [a,cjLa,p]jLEa,o],c]. 

4) fa !,b 1]=ab[la,bj(ab) 1， 

5) [a,b =b[b,ajb . 

6) fa!i,b]=afb,ala !. | 

下 面 假定 任 一 换 位 子 [a, 的 与 G 中 任 一 元 g 可 交换 , 即 [a,5jg 二 gLa,6j. 证 明 : 

7) [ab,cl]=[a,cjLe,cl. 

8) [a,bc]=[a,bjLa,c]. 

9) [ae71, 0 一 [ao0]. 

10) [fa,bl,c]=[La,Lb,cj]. 

11) [a,b6]j c=cLa,bj i. 

28. 设 NaG,N 具有 有 限 指数 n,:EG, 且 hh 是 使 ! EN 的 最 小 正 整数 . 证 明 ;h|n. 如 
果 t 的 阶 有 限 ,1t| 一 x, 证 明 :h|7. 

29. 设 zE 群 G, 元 z 在 G 内 的 中 心 化 子 Z(z)={aEG|zra=az}<G( 见 第 八 章 , 三 ， 


15,1)). 设 D= {y€EG |y=gzxg! ,gEG) , 即 万 含 与 x 共 印 的 所 有 的 元 ( 见 第 八 章 ,一 ,7， 
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1)). 若 G 是 有 限 群 ,证 明 :D 含 元 的 个 数 =[G :2Z(zx)j]. 

30. 设 Z 是 阶 为 p"(p 是 素数 ) 的 群 G 的 中 心 , 证 明 :Z 中 至 少 含 两 个 元 . 

31. 设 G 是 p? 阶 群 ,p 是 素数 ,证 明 :G 是 交换 群 . 

32. 设 昌 2G,|1G|==p",p 是 素数 ,IH|==p,Z 是 G 的 中 心 , 证 明 :HCZ. 

33. 设 G 是 有 限 交换 群 ,1G| 一 n,p 是 素数 ,p|n. 证 明 :G 中 存在 阶 为 p 的 元 . 从 而 G 
有 zp 阶 循环 子 群 . 

34. 设 p,q 是 互 异 素数 ,1G| 二 pq. 证 明 :G 中 存在 gq 阶 子 群 . 

35. 若 素 数 p| 1G| ,证明 ; 群 G 有 pp 阶 元 . 从 而 G 有 pp 阶 循环 子 群 . 

36. 设 p,q 是 互 异 素数 ,1G1 二 pq,G 是 交换 群 . 证 明 :G 是 循环 群 . 

37. 设 pq,g 是 素数 . 证 明 ;pg 阶 群 G 不 能 有 两 个 不 同 的 g 阶 子 群 . 

38. 设 p,qg 都 是 素数 ,p 二 g. 证 明 :; pg 阶 群 G 的 g 阶 子 群 必 为 不 变 子 群 . 

39. 设 G 是 有 限 群 ,p|1G|,p 是 素数 ,车 方程 z* 二 e 在 G 内 恰 有 zp 个 解 ,证 明 :这 个 
解 的 集 电 二 {xzEG |x*=e) 是 G 的 不 变 子 群 . 

40. 判断 下 面 各 命题 是 否 正确 . 

1) 中 是 群 G 到 G 的 同 态 映射 

己 g 是 群 G 到 G 的 一 个 子 群 G 的 同 态 满 射 . 

2) 设 4 与 B 都 是 群 , 若 存在 B' 是 日 的 真子 群 ,使 As B'; 存 在 4' 是 4A 的 真子 群 ,使 
B8 幸 A’, 则 A 与 B 都 分 别 与 自己 的 一 个 真子 群 同 构 . 

3) 设 群 6 之 群 瓦 , 且 Hi,H; 是 G 的 不 同 子 群 , 则 由 (Hi),$(CH2:) 是 G 的 不 同 子 群 . 

4) 设 群 Gt 群 G,4,B 都 是 G 的 子 群 ,AD 二 B, 量 A,B 在 由 下 的 象 分 别 是 A,B， 
则 有 二 瑟 . 

5) 设 群 G 芯 群 刀 , 群 G 忌 群 民 , 若 ker $==kerg, 则 HH 位 K. 

6) 设 CG=(g) 是 循环 群 ,1G|==n==st. Hi 二 (g”) 与 Hs 一 Cg) 是 G 的 子 群 , 则 H, <G， 
H, <G,H G/H':  H;,G/H; Hi. 

41. 设 下 面 各 由 是 群 G 到 群 G 的 同 态 满 射 , 试 写 出 $ 的 核 ker 小. 


1) G 是 整数 加 群 ,G= {1, 一 1} 对 于 普通 冬 法 作成 一 个 群 . 由 :一 


1,n 是 偶数 时 ; 
一 1,n 是 奇数 时 . 


CS 


) G 是 全 体 非 零 实数 集 对 于 普通 乘法 作成 的 群 ,G= G， 由 :全 过 . 
) G 是 全 体 非 零 实数 集 对 于 普通 乘法 作成 的 群 ,G 是 全 体 正 实 数 集 对 于 普通 乘法 作 
成 的 群 . $:z 一 |z|. 
4) G={1,—1,i,—i},G={1,—1}). :1 一 1 一 1 一 1 一 一 1 一 一 一 1. 
) G 是 整数 加 群 ,G={11, 一 1 一 让 .中 :ma 一 了 下. 
6) ”G 是 整数 加 群 ,dG 一 { [0],[1],[2],，…,[z 一 七) 是 模 的 剩余 类 加 群 . 和 :a > [a]. 
7) G=([o],[1],[2],…,[7]} 是 模 8 的 剩余 类 加 群 .G= {[0],[1]} 是 模 2 的 剩余 类 
[oj,” 是 偶数 时 ; 
[1],” 是 奇数 时 . 


CD 


< 


加 群 . 中 :[n] ~ | 
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8) G= (co) 一 (a 一 eaya ya ) 是 6 阶 循环 群 ,G= (ea )}=(a) 是 2 阶 循环 群 . 
Pie—> ea>a’,a ea aa 一 > ea’ > 0Q3. 

9) G={[0j,[1j,[2j,…,[11j) 是 模 12 的 剩余 类 加 群 ,G= {1, 一 1,i, 一 i}. $;[n] 一 让. 

10) G 是 任意 一 个 群 ,G 也 是 任意 一 个 群 ,z 是 G 的 单位 元 . 由 :z 一 去 

11) ” G==GL,( 民 ) 是 实数 域 民 上 的 一 切 n 阶 可 道 方 阵 集 对 于 和 矩阵 乘法 作成 的 群 ,G 是 
全 体 非 零 实 数 集 对 于 普通 乘法 作成 的 群 . :4 一 |Al. 

12) G 是 整数 加 群 ,G= (a) 是 循环 群 . 由:n -> a"， 

13) G 是 交换 群 , 取 定 REZ ,G= {a:|a EG}). $b:a>at. 

14) G 是 全 体 正 有 理 数 的 集 对 于 普通 乘法 作成 的 群 ,G 是 整数 加 群 . YaEG,a 可 唯 
一 地 表 成 a 一 2” ,其 中 是 整数 ,p,q 是 奇数 .中 :a 一 

15) G=GL CQ) 是 有 理 数 域 @ 上 的 一 切 2 阶 可 道 方 阵 集 对 于 矩阵 乘法 作成 的 群 ,G 


={(。 7) nEZ YAEG,141 可 唯一 地 表 成 141 一 2" 全 ,其 中 是 整数 ,pgEZ ,p,q 
1 nn 

是 奇数 . :4 一 (。 了 

16) G= (rw |YVzER,x% 二 axr 十 b,a,bER,a 关 0) 是 RR 的 一 个 变换 群 ( 见 第 五 章 , 二 ， 
3),G 是 全 体 非 零 实数 集 对 于 普通 乘法 作成 的 群 . 中 ;rs 一 a. 

17) G= (2"3"|m,nEZ } 对 于 普通 乘法 作成 一 个 群 ,G= {2" |m EZ } 对 于 普通 乘法 
也 作成 一 个 群 . 中 :2"3?" 一 2”. 

42. 设 G 是 由 集 S 生成 的 群 ,由 是 群 G 到 群 G 的 同 态 满 射 . 证 明 : 集 S 在 由 下 的 象 
小 CS) 生成 群 G. 

43. 设 互 aG,[G :万 ]=2. 证 明 :Yg EG, 者 有 g”EH. 

44. 设 G 是 有 理 数 集 对 于 普通 加 法 来 说 作成 的 群 . 证 明 ; YH<G,H 了 G, 有 [G:Hj=ce. 

45. 设 G 是 非 零 复数 集 对 于 普通 乘法 来 说 作成 的 群 . 证 明 ; Y H<G,H 了 G, 有 [G:Hj=o. 

46. 设 N<4G,H<4G,NCH. 证 明 :G/H 尘 (G/N)/(H/N). 

47. 设 N 424G,H<G. 证 明 ;G /NH 衬 (G /N)/(NH /N). 

48. 设 NaG,H<G. 证 明 : NNH<4H 且 H /NN 村 NH /N. 

49. 设 G 是 有 限 群 .NN<G.1N|=n,|G/N|==m,(m,n)= 二 1. 证 明 :N 是 G 的 唯一 的 一 
个 阶 为 n 的 子 群 . | 

50. 取 定 a€ 群 G,YzxEG,$,:z 一 aza ! 是 G 的 一 个 内 自 同 构 ( 见 第 八 章 ,一 ,7,3)). 
1(G)= {9。|a EG) 是 G 的 所 有 的 内 自 同 构 的 集 . 已 知 G 的 所 有 自 同 构 的 集 对 于 变换 乘法 
来 说 作成 一 个 群 , 记 为 AutG, 称 AutG 为 群 G 的 自 同 构 群 . 证 明 : 

1) G~1(G). 从 而 1(G) 对 于 变换 乘法 来 说 作成 一 个 群 , 称 1(G) 为 群 G 的 内 自 同 构 
群 , 且 由 . 是 1(G) 的 单位 元 ,其 中 。 是 G 的 单位 元 . 

2) 车 Z 是 G 的 中 心 , 则 G/Z 实 1(G). 

3) ICG) AutG. 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. 环 的 三 大 来 源 是 什么 ? 

答 ” 整 数 环 Z 、 数 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 F[zx] 二 {f(x)| f(x) 的 系数 在 数 域 下 中 } 和 
数 域 玉 上 的 nxm 矩阵 环 . 

2. 环 的 两 个 代数 运算 :加 法 与 乘法 的 关系 是 什么 ? 

答 所谓 两 个 代数 运算 是 指 一 个 代数 运算 不 能 用 另外 一 个 代数 运算 来 代替 ,不 能 由 一 
个 代数 运算 的 存在 就 导出 另 一 个 代数 运算 的 存在 , 谁 也 推 不 出 谁 来 . 但 是 , 环 的 两 个 代数 运 
算 又 不 是 孤立 的 ,而 是 通过 乘法 对 于 加 法 的 左 . 右 分 配 律 紧密 联系 在 一 起 的 . 在 环 中 两 个 代 
数 运算 通过 分 配 律 溶 为 一 体 ,由 此 才 形 成 了 具有 两 个 代数 运算 的 环 的 结构 理论 . 

例 设 Z 是 整数 加 群 . Ya,5EZ ,规定 a6 二 a, 这 是 Z 的 一 个 代数 运算 且 适 合 结合 律 . 
但 3(1 十 1)==3 隆 6 二 3 十 3 二 3，1 十 3，。1, 从 而 不 适合 左 分 配 律 . 因此 Z 对 于 这 两 个 代数 运算 
来 说 不 能 作成 一 个 环 . 

3.1) 加 群 G 的 寒 元 与 元 a 的 负 元 是 如 何 定义 的 ? 又 如 何 判别 ? 

2) 加 群 G 中 元 的 差 是 如 何 定义 的 ? 又 如 何 判别 ? 

答 1) ”加 群 G 的 单位 元 叫做 G 的 零 元 , 记 为 0. 即 :2EG， 

b 是 G 的 零 元 售 YaE€G,b 二 a==a. 
实际 上 可 如 下 判别 .bE€G， 
b==0 仿 ja€G ,使 得 5 十 a=a. 

例 要 证 明 04 二 0, 其 中 4a€ 环 R,0 是 环 RCR 当然 是 加 群 ) 的 零 元 . 因 04 二 (0 十 0)a= 
0a 十 0a, 故 由 判别 条 件 ,0a 一 0. 

加 群 G 中 元 a 的 逆 元 叫做 a 的 负 元 , 记 为 一 a， 判别 方法 为 :a,5E 加 群 G， 

b 是 a 的 负 元 :5 二 一 a 全 8 十 a 一 0. 

例 设 R 是 一 个 有 单位 元 1 的 环 ,a ER ,证 明 :( 一 1)a= 一 a. 

证 因 ( 一 Data=( 一 Ja 二 la=( 一 1 十 1)a 一 04=0, 由 判别 条 件 ,( 一 1)a= 一 a. 

当然 ,直接 利用 定义 也 可 证 明 :( 一 1)a==1( 一 a) 二 一 a. 

2) Ya,65E 加 群 G, 定 义 4 与 5 的 差 为 a 十 (一 , 记 为 a 一 5 二 a 十 (一 上 .判别 方法 为 : 
a,b,c€ 加 群 G， 

Cc 一 QQ 一 0 全 十 c 一 4 

4. 环 尺 的 可 逆 元 的 定义 是 什么 ? 如何 判别 ? 

答 ” 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 ， 
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a ER,a 是 环 R 的 可 北 元 cs 36ER， 
使 得 ba 一 ap 一 1.2 称 为 a 的 道 元 , 记 为 6 二 a '. 
判别 条 件 为 :a,5E 有 单位 元 1 的 环 R， 
b=a'COOm=ab=1. 

例 设 a 是 有 单位 元 1 的 环 R 的 一 个 可 道 元 ,证 明 : 一 a 也 是 可 逆 元 , 且 ( 一 a) ”一 
证 因 < 可 道 , 故 3a-ER, 使 得 ar-ia=aa- 一 1, 从 而 (一 ca)( 一 aa) 一 aa 一 1， 
(一 a)( 一 ar-1) 一 aa-1 一 1. 由 判别 条 件 , 一 za 是 可 道 元 , 且 ( 一 a) 一 一 一 4 . 

读者 可 用 同样 方法 证 明 : 若 a,8 是 有 单位 元 1 的 环 R 的 两 个 可 逆 元 , 则 ab 也 可 逆 , 且 
(ab) '=b la. 

注 粗略 地 讲 , 环 RR 的 可 北 元 就 是 整除 单位 元 的 元 . 

5. 设 a€E 环 尺 ,n 是 正 整 数 . 若 nER, 能 否 将 a 的 n 倍 na 看 成 是 环 R 中 两 个 元 n 与 a 
的 积 呢 ? 

答 不 能 . 例 , 设 Z 是 整数 加 群 ,定义 乘法 为 ab 二 0, 则 了 Z 是 一 个 环 . 取 2E€Z, 正 整数 
3EzZ ,于 是 2 的 3 倍 3(2) 王 2 十 2 十 2 一 6, 但 3 与 2 的 积 却 为 0. 

当 环 尺 有 单位 元 1 时 ， 


a 


-只 _ 哎 
na 二 n(l1a) 二 la 十 la 十 … 十 la 二 届 十 1 十 … 十 1)a== (nl1)a， 
从 而 a 的 n 售 是 R 中 两 个 元 n1 与 a 的 积 . 
6. 含 任意 有 限 多 个 元 的 环 是 否 都 存在 ? 
答 ” 存 在 . 设 n 是 任意 一 个 正 整 数 , 则 模 n 的 剩余 类 环 Z, 一 {[0],[1],…,[x 一 1]) 就 恰 
含 个 元 . 
注 1) 在 证 明 [aj 十 [==[a 十 四 与 [a][6j 二 Labj 是 Z, 的 两 个 代数 运算 时 , 需 注意 证 
明和 与 积 的 唯一 性 ,不 受 代表 选择 的 影响 . 
2)” 世 , 的 零 元 0 二 [0],[aj 的 负 元 一 [aj==[ 一 aj, ZZ 的 单位 元 1=[1]. 
7. a 是 环 R 的 左 ( 右 ) 零 因子 与 零 因子 的 定义 分 别 是 什么 ?如 何 判别 环 尺 有 无 零 因子 ? 
答 a 是 环 R 的 左 ( 右 ) 零 因子 对 1) aE 环 Ra 天 0 
2) 32ER,p 天 0, 使 得 a8 一 0(pa 一 0). 
a 是 环 尺 的 零 因 子 名 a 既是 环 R 的 左 零 因 子 , 又 是 环 尺 的 右 零 因子 . 
环 尺 有 零 因子 台 3a,8E 环 尺 ,a 天 0,0 天 0, 使 得 o2 一 0. 
环 尺 无 零 因 子 局 环 尺 既 无 左 零 因 子 , 又 无 右 零 因子 
全 Ya,bE 环 R,a 关 0 且 b 关 0 时 ,ab 关 0 
全 YabE 环 R,ab 一 0 时 ,a 二 0 或 6=0 
名 YabE 环 RR, 若 ab 一 0,a 了 0, 则 6 二 0. 
(常用 最 后 一 种 形式 来 判别 RR 无 零 因子 ) 
注 1) 环 R 有 左 零 因子 忆 环 RR 有 右 零 因子 . 
2) 粗略 地 说 , 环 R 的 零 因子 就 是 零 元 0 的 非 零 因子 ,或 说 环 RR 的 零 因 子 就 是 整除 零 
元 0 的 非 零 元 . 
8. 斌 给 出 有 零 因 子 环 、 无 零 因 子 环 和 整 环 的 例子 . 
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答 ”任意 一 个 至 少 含 两 个 元 的 循环 加 群 R, 规 定 乘法 运算 为 :VY a,5ER,ab 一 0. 于 是 RR 
是 一 个 有 零 因 子 环 . 数 集 对 于 普通 的 数 的 加 法 和 乘法 来 说 作成 的 数 环 都 是 无 零 因子 环 . 零 环 
{0) .整数 环 都 是 整 环 . 

9. 试 判断 下 列 各 命题 是 否 正确 . 

1) 把 群 G 的 代数 运算 叫 加 法 , 记 为 十 , 则 G 为 加 群 . 

2) 设 a,b;cE€ 环 RR, 若 a 十 b= 二 a 十 c, 则 56==c. 

3) 环 尺 对 于 乘法 来 说 作成 一 个 群 . 

4) 设 G 是 任意 一 个 加 群 ,那么 一 定 可 以 对 G 规定 一 个 乘法 ,使 G 作成 一 个 环 . 

5) 在 环 中 必 存 在 元 素 与 其 他 元 素 对 于 乘法 来 说 可 交换 . 

6) 环 尺 中 必 有 单位 元 . 

7) 设 xE 环 R, 则 x ER, 只 要 zx 冯 0. 

8) 若 环 尺 有 单位 元 , 则 环 R 至 少 有 两 个 元 . 

9) ” 设 环 尺 有 单位 元 1, 则 1 十 1 一 2， 

10) ” 设 环 R 有 单位 元 1, 则 1 的 负 元 一 1 等 于 1. 

11) 在 有 单位 元 的 环 中 , 零 元 永远 没有 逆 元 . 

12) ”YaE€ 环 RR,a 关 0,4 必 有 道 元 . 

13) ” 设 环 RR 有 单位 元 1,a ER,a 关 0 且 4 在 R 里 有 北 元, 则 a ' 关 一 a. 

14) 在 任意 一 个 环 尺 里 ,YaER,a 的 负 整 数 次 寡 都 有 意义 . 

15) 设 尺 是 无 零 因 子 环 ,zER 且 3z 一 0, 则 x=0. 

16) Q@ 环 尺 里 两 个 乘法 消去 律 成 立 . 即 : Ya,bcER,a 天 0, 有 

左 消 去 律 ap=ac 之 8 一 c， 
右 消去 律 ” ba 二 ca 之 b=c. 
@ 在 无 零 因子 环 R 中 ,有 ap 一 ac 地 b 二 c. 

17) ”在 恰 有 7 个 元 的 环 R 中 , Ya€ER,na=0. 

答 1) 不 正确 . 加 群 对 于 加 法 来 说 必须 作成 一 个 交换 群 . 

例 G={0,a,b,c,d,e} 对 于 加 法 


十 0 a b C d e 
0 | 0 a 6 C d e 
a. a b 0 d e C 
b b 0 a e C da 
C C e d 0 b a 
dad C e a 0 vb 
e d C 2 a 0 


来 说 作成 一 个 群 .但 因 G 不 是 交换 群 , 故 G 不 是 加 群 . 
2) 正确 . 因 环 R 是 加 群 , 故 加 法 消去 律 成 立 . 
3) 不 正确 . 例 , 因 整数 环 忆 中 的 零 元 无 道 元 , 故 乙 对 于 乘法 来 说 不 能 作成 一 个 群 . 
4) 正确 . 规定; Ya,5EG,ab 二 0, 于 是 G 作成 一 个 环 . 
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5) 正确 . 因 环 中 必 有 零 元 0, 而 0 与 环 中 其 他 元 素 对 于 乘法 来 说 都 可 交换 . 

6) 不 正确 . 例 , 偶 数 环 2Z 二 {2n|n EZ } 无 单位 元 . 因为 若 3eE2Z ,使 得 V2n E22 ， 
e2n 二 2ne 二 2n, 则 必 e 二 1. 但 1€22Z ,从 而 2Z 无 单位 元 . 同 理 , 当 k 是 大 于 1 的 正 整 数 时 ， 
hkZ = {kn|n €Z } 也 是 无 单位 元 环 . 

7) 不 正确 . 因由 定义 x" 二 1, 但 环 尺 未 必 有 单位 元 1. 例 ,2E 偶 数 环 2Z ,但 2 €22， 
虽 2 了 0. 只 要 环 尺 有 单位 元 1, 必 有 x" 二 1E€R, 不 需 条 件 zx 关 0. 

8) 不 正确 . 例 , 零 环 {0} 有 单位 元 0, 但 {10} 只 有 一 个 元 . 可 是 我 们 有 下 面 的 结论 : 若 环 
RR 有 单位 元 1, 则 0 关 1 今 R 至 少 有 两 个 元 . 

9) 不 正确 .应 为 1 十 1=2。1( 单 位 元 1 的 2 倍 ). 例 , 环 Z,={[0],[1]) 有 单位 元 1= 
[1];, 但 1 十 1=[1j 十 [1] 二 2[1]=[2j]==[0j 关 2. 当 尺 特殊 是 整数 环 时 ,有 1 十 1 一 2. 


10) 不 正确 . 例 , 环 MCQ) 一 | (” “je2caEQ| 有 单位 元 1= (0 1)- 但 1 的 负 


一 1 


#1 当然 也 有 可 能 一 1 二 1. 例 ,R 二 {0,1) 对 于 


十 | 0 1 。 
0|01 0 
1|110 1 


来 说 作成 一 个 有 单位 元 1 的 环 . 因 1 十 1 一 0, 故 一 1 一 1. 

11) 不 正确 . 例 , 零 环 {0} 有 单位 元 0. 因 0。0 王 0, 故 零 元 0 有 逆 元 . 若 环 R 了 关 10) , 则 零 
元 没有 逆 元 . 

12) 不 正确 . 例 , 偶 数 环 无 单位 元 ,其 中 元 就 不 可 能 有 逆 元 . 又 例 , 数 域 下 上 的 2 阶 甜 


元 -1=( 


0 1 
0 0 
0 1 


阵 环 MCP) 一 | 人 ， 4brcvdEF| 昌 有 单位 元 (， 1 ,但 (。 )(#(0 0 ) 也 天 
逆 元 . 
和 不 正确 . 由 上 面 10) 中 第 2 个 例子 可 知 ,1 的 逆 元 1-:=1 一 一 1. 又 例 , 模 5 的 剩余 


类 环 Z 一 ([0],[1],[2],[3],[4]) 有 单位 元 [1]. [2] 关 [0],[2]-' 二 [3], 一 [2]=[3], 从 而 
[2]-! 二 一 [2]. 当然 ,可 能 a-! 关 一 a 如 [4]E Zs ,54] 关 [0],[4]-' 一 [4], 一 [4] 二 [一 4]= 
[1], 于 是 [4]-! 关 一 [4]. 

14) 不 正确 . 因为 a 的 负 整 数 次 军 如 下 定义 ; 设 是 正 整 数 ,a 一 (4-1)"， 所 以 环 RR 
必须 有 单位 元 , 且 a 得 有 北 元 a-'€ R. 例 , 数 域 玉 上 的 2 阶 和 矩阵 环 MeCP) 中 的 元 { 。 0 ) 的 
负 整数 次 宕 没有 意义 . 

15) 不 正确 . 例 , 模 3 的 剩余 类 环 忆 是 无 零 因子 环 ,[2Je ZZ , 且 3[2] 一 [o] ,但 [3] 天 [0]. 

16) @ 不 正确 . 例 ,在 模 4 的 剩余 类 环 Z, 中 ,[2] 尖 [0],[2][3]=[2][1], 但 [3] 却 
[1]. 需要 加 条 件 :R 是 无 零 因 子 环 . 即 ， 

环 尺 无 零 因子 参 环 尺 里 两 个 消去 律 成 立 . 

进一步 还 有 

RR 是 无 零 因子 环 马 Va,bcE 环 及 ,a 天 0, 下 面 三 条 等 价 : 
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(1) b=ce; (ii) ab=ac; (iii) pa 一 ca. 

@ 不 正确 . 例 , 整 数 环 Z 是 无 零 因子 环 ,0， 2 一 0，3, 但 2 关 3. 注意 , 环 中 消去 律 与 群 
中 消去 律 的 区 别 . 

17) 正确 . 因 环 RR 是 加 群 , 故 由 第 七 章 ,三 ,1,7) 知 命题 成 立 . 

10. 证 明 : 

1) ” 零 元 0 是 环 RR 的 单位 元 今 环 R= (0). 

2) 环 尺 中 零 元 0 有 逆 元 仿 环 R={0}. 

证 1) (二 >) YaER, 因 0 是 R 的 单位 元 , 故 04a 一 a. 又 04a==0, 从 而 a 二 0. 所 以 ， 
R={0}). (<) 因 0。.0=0, 故 0 是 R 的 单位 元 . 

2) (之 ) ( 反 证 法 ) 车 RR 关 {0), 则 由 1) 知 0 不 是 R 的 单位 元 1, 从 而 Ya€R， 
04 二 0 关 1, 即 0 无 逆 元 ,此 与 假设 矛盾 . 所 以 R= 二 (0). (< 二 ) 因 0，0=0, 故 0 有 道 元 0. 

注 ” 该 命题 的 逆 否 命题 为 

1) ” 零 元 0 不 是 环 RR 的 单位 元 驴 环 R 关 {0}. 

2) ” 环 RR 中 零 元 0 无 逆 元 今 环 R 关 {0}. 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 证 明 : 设 S 是 加 群 G 的 非 空子 集 , 则 

1) S 是 G 的 子 群 售 (i) a,bE€S 二 a+b€S， 
(Gil a€S—=> 一 zcES. 
(这 里 一 a 是 a 在 G 中 的 负 元 ) 

2) S 是 G 的 子 群 侣 (ii) a,bES 二 a—b€S. 

证 1) (二 )(i) Ya,bE€5S, 因 SG, 故 a 二 bE€S. 

(ii) Q@@ 5S 的 零 元 0' 就 是 G 的 零 元 0. 因为 YaES, 在 S 中 ,0' 十 a==a; 在 G 中 ,0 十 a 
二 a, 从 而 0’ 十 a 二 0 十 a. 因 G 是 加 群 ,消去 律 成 立 , 故 0 一 0€S. 

@ a 在 S 里 的 负 元 a 就 是 a 在 G 里 的 负 元 一 a. 因为 ,aeES, 由 中 知 S 的 零 元 就 是 G 
的 零 元 0, 从 而 有 0 二 a 十 a. a 当然 在 G 中 ,从 而 有 0 二 (一 a) 十 a. 因 G 是 加 群 , 故 方程 y 十 a 
二 0 在 G 中 的 解 唯一 . 所 以 a' = 一 a€S.( 另 一 证 法 .已 证 明 S 的 零 元 0 就 是 G 的 零 元 0E 
S.aES, 下 面 证 明 a 在 S 里 的 负 元 a’ 就 是 a 在 G 里 的 负 元 一 a:a 二 a 十 0=a 十 (a 十 (一 a))== 
(a' 十 Q) 和 十 (一 4) 二 0 十 (一 a)=0 十 (一 a)= 二 一 a€5.) 

(<) SGH SCG. 

I. 由 已 知 S 对 于 G 的 加 法 封闭 . 

.结合 律 成 立 . 

NY.S 有 零 元 : 因 S 关 名 , 故 3a€5, 由 已 知 一 a€5, 从 而 a 十 (一 a)= 二 0€S. 

V.YaES, 由 已 知 3 一 a€5S, 使 得 一 a 十 a==0. 

所 以 S<G. 

2) 只 需 证 (iD ,Ci 全 (iii)， 

(二 ) Ya'pES, 由 (ii ,一 56ES, 由 (iD),a 十 (一 人 一 a 一 ES, 从 而 (iii) 成 立 . 

(二 ) VaES, 由 (ii),a 一 ae=0ES, 再 由 (iii) ,0 一 ca 一 一 zaES, 从 而 (iD 成立. 
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Va;pES, 由 (ii ,一 pES, 由 (iii),a 一 (一 人 一 oa 十 poES ,所 以 (iD 成立 . 
2.。 R= 二 {0,a,5,c}). 加 法 和 乘法 由 以 下 两 个 表 分 别 给 定 ;: 
| 0 a 


b ce 0 a br 
O00 a brc 010 0 0 0 
ala 0 c 5 al00 0 0 
blIb ec 0a b|I0 a pc 
cc ba 0 cl10a pc 


证 明 :R 作成 一 个 环 . 
证 RR 对 于 加 法 和 乘法 封闭 . 对 于 加 法 来 说 ,由 第 七 章 , 二 ,11 知 尺 与 阶 为 4 的 非 循环 
群 (Klein 四 元 群 ) 同 构 , 且 R 也 是 一 个 群 .又 阶 为 4 的 非 循 环 群 是 交换 群 , 从 而 尺 也 是 交换 
群 . 所 以 R 作成 一 个 加 群 . 
R 的 乘法 适合 结合 律 :VY x,y,zxER， 
ZX(Y) = (xy)z. (1) 
事实 上 , 当 x=0 或 x==a 时 ,(1) 的 两 端 都 是 0. 当 x 一 5 或 xz 一 c 时 ,(1) 的 两 端 都 是 yz. 这 就 
讨论 了 所 有 的 可 能 性 ,所 以 乘法 结合 律 成 立 . 
两 个 分 配 律 都 成 立 : VY x,y,zER， 
Z(y 十 z) 二 Xy 十 XZ， (2) 
(y 十 2)X 一 3yZ 十 2zr， (3) 
事实 上 ,(2) 的 证 明 与 (1) 的 证 明 一 样 ,只 看 x 二 0 或 z==a 和 xz 一 8 或 z=c 的 情况 即 可 . 
下 面 证 明 (3) 成 立 . 
中 y==0 时 ,(3) 的 两 端 都 等 于 xx. 
由 加 法 适合 交换 律 ,z=0 时 ,(3) 也 成 立 . 
@ y=a 时 ,z==a, 则 (3) 的 两 端 都 等 于 0;z 一 5 或 c, 则 (3) 的 两 端 都 等 于 广 . 
由 加 法 适合 交换 律 ,z 二 a 时 ,(3) 也 成 立 . 
图 y=5b 时 ,z 二 5 或 c, 则 (3) 的 两 端 都 等 于 0. 
因 加 法 适合 交换 律 , 故 z=65 时 ,(3) 也 成 立 . 
@ y=c 时 ,z= 二 c, 则 (3) 的 两 端 都 等 于 0. 
以 上 穷尽 了 各 种 可 能 情况 ,因此 (3) 成 立 . 
所 以 R 是 一 个 环 . 
注 1) 证 明 乘 法 结合 律 z(yz) 二 (zy)x, Vx,y,zER, 要 验证 Ci*， Cl* C=4=64 
个 等 式 ,比较 麻烦 . 因此 要 尽量 寻找 规律 性 . 同样 证 明 右 分 配 律 (3): Vx,y,zER,Cy 十 z) 工 
二 yz 十 zx, 也 要 验证 64 个 等 式 . 所 以 ,我 们 也 要 利用 运算 的 特点 来 简化 验证 过 程 . 验证 (3) 
还 可 采用 下 面 方法 : 
QD 当 y 或 z 中 有 一 个 等 于 0 时 ,(3) 的 两 端 显然 相等 ， 
@ 当 y=z 时 , 即 y 十 z=0, 从 而 (3) 的 两 端 都 等 于 0. 
@” 当 y 关 z, 且 y 隆 0,z 关 0 时 ,具体 来 说 ,有 以 下 三 种 情况 : 
(a+b)rx=cr=x,， ax+br=0+zx=x; 


(a 二 ec)z=bz=X， az 十 cz 一 0 十 工 一 并 
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(8 十 c)z 一 azZ 一 0， pz 十 cz 一 十 一 0. 

又 RR 的 加 法 适合 交换 律 , 所 以 VX,y,zxER, 均 有 (y 十 z)X 二 yx 十 zz. 

下 面 再 给 出 一 个 验证 (3) 的 方法 : 

i) 当 ?y 十 zx 一 0 时 , 即 y= 二 xz, 从 而 (3) 的 两 端 都 等 于 0. 

i) 当 y 二 xz 二 a 时 ,y 一 0,z 一 a 或 y 一 6,z 一 c, 从 而 (3) 的 两 端 都 等 于 0. 

i)” 当 y 十 z==5 时 ,y= 二 0,z 二 5 或 y= 二 a,z==c, 从 而 (3) 的 两 端 都 等 于 z. 

iv) 当 y 十 z=c 时 ,y=0,z=c 或 ?一 az 一 5, 从 而 (3) 的 两 端 都 等 于 z. 

因 RR 的 加 法 适合 交换 律 , 故 z 十 y 与 y 十 z 的 情况 相同 .所 以 Vzyy,zER, 都 有 (y 十 z) 工 
一 y 关 十 zT. 

2) 因 含 1,2 和 3 个 元 的 环 对 于 加 法 来 说 都 作成 循环 群 , 故 由 第 九 章 , 二 ,4, 该 题 中 的 
尺 是 含 元 的 个 数 最 少 的 非 交 换 环 ,而且 尺 无 单位 元 . 

3. 证 明 :二 项 式 定 理 


(ae 十 人 "一 0 十 ( 笠 )ar10 十 … 十 要 
在 交换 环 R 中 成 立 , 其 中 是正 整数 . 
证 ”对 作 数 学 归纳 法 . 
n 二 1 时 , (a 十 5)! 二 a! 十 绰 , 等 式 成 立 . 
假定 7 一 上 时 ， 
(a 十 BD)* 二 a 十 ( 售 )ar-16 十 … 十 (ar 十 … 十 扩 ， 

下 面 证 明 ”一 & 十 1 时 ,等 式 也 成 立 . 
(a 二 5b)*11 二 (a 十 b)* (a 十 6) 
一 ( 必 十 ( 秆 )a 和 28 十 …… 十 ( 生 )a 和 人 十 十 外)(Ca 十 轨 

由 ab 一 pa 

分 配 律 “ 


(p11 )ab te 
一 of 十 | (从 十 (多 Jet.+t[ (的 十 人 和] 后 和 二 十 | (多 十 人 本 十 的 
一 ct 十 (4 才 1)a 妇 十 … 十 (4 本 1 at 本 十 十 (二 二)e 到 十 br 
(由 (4 1)=(£)+ (£1),0<rSk) 
根据 归纳 原理 ,对 于 任意 正 整数 ”等 式 都 成 立 . 
注 证 明 的 关键 是 利用 a 与 5 可 交换 及 分 配 律 . 不 需 R 是 交换 环 , 只 需 ab==ba. 
4. 假定 一 个 环 R 对 于 加 法 来 说 作成 一 个 循环 群 . 证 明 ;R 是 交换 环 . 
证 设 R=(a)== {najnEZ).VYna,maER, 有 


二 (ja 十 十 (ja 于 Bi 二 十 a 如 十 a 地 十 十 (2 上 1 )ar 6' 十 … 十 


(na) (ma)= nLa(ma)]= nL[m(aa) J—(nm)a’. 
(ma) (na)= mLa(na) j= mln(aa) d=—(mn)a’ = (nm)a’, 
因此 na) (ma)== ma) (na), 从 而 RR 是 交换 环 . 
注 ” 由 该 命题 知 ,元 的 个 数 少 于 4 的 环 必 为 交换 环 . 
5. 证 明 :对 于 有 单位 元 1 的 环 R 来 说 ,加 法 适合 交换 律 是 环 定义 里 其 他 条 件 的 结果 ( 利 
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用 (a 起 (141)). 

证 Va,bER, 
at) 141) ESE ea) altbl oo a4biatb, 
(CatD UH) EE 1) 641) -e614b1 oatatbtb, 
从 而 


4 十 pb 十 a 十 一 4 十 十 p 十 0. 
因 a,5 有 负 元 一 a, 一 bER 且 民 对 加 法 封闭 , 故 
《一 gq) 十 a 十 565 十 a 十 6 十 (一 ) 二 (一 a) 十 a 十 a 十 6 十 5 十 (一 所 ). 
由 加 法 适合 结合 律 及 负 元 定义 ， 
0 二 5 二 a 十 0 二 0 十 a 二 + 5b 十 0. 
由 零 元 定义 ,6 十 a 二 a 十 6b. 所 以 加 法 适合 交换 律 . 
注 下 面 的 证 法 是 错误 的 :Ya,bER， 
(aa 十 0 十 [一 (8 十 ao) 一 aa 十 2 一 (十 a) 
从 而 a 十 6 二 一 [一 5 十 a) ]==6 十 a. 
因为 证 明 中 利用 了 一 (5 十 a) 二 一 6 一 a, 而 这 个 等 式 的 证 明 却 利用 了 加 法 交换 律 @. 所 以 
该 命题 中 不 可 将 R 有 单位 元 这 一 条 件 去 掉 . 还 可 从 下 例 来 看 :G= 二 {0,a,b,c,d,e} 对 于 加 法 


a+6b—b—a?=0, 


十 | 0 a 6b cd e 
0 0 a b cd e 
a a bb 0d e ce 
b b 0 a ee cd 
C c ed 0 ba 
d Id ¢ ea 0 
e ed cc pa 0 


来 说 作成 一 个 群 ( 见 第 九 章 ,一 ,9,1)). 定 义 Vz,yEG,zy=0, 则 G 满足 环 定义 里 除了 加 法 
交换 律 以 外 的 所 有 条 件 . G 无 单位 元 . 加 法 交换 律 不 成 立 . G 不 是 环 . 因此 加 法 交换 律 独立 于 
环 定义 里 的 其 他 条 件 . 


6. 证 明 : 由 所 有 实数 a 十 5Y2(a,b 是 整数 ) 作 成 的 集合 对 于 普通 加 法 和 乘法 来 说 是 一 个 
整 环 . 


证 设 R={at+bV21a,6bEZ1). 
1) R 是 加 群 . 事实 上 , 因 0=0 十 0V2 ER, 故 R 取 2. 
I. RR 对 加 法 封闭 . Va 十 bV2,c 二 dV2 ER， 


(ae 十 5V2) 十 (c 十 dQV2) 一 (ae 十 c) 十 (8 十 c)V2 ER 
( 因 a 十 c,5 十 cE€2Z) 且 和 唯一 . 
1. 加 法 结合 律 和 交换 律 都 成 立 . 因为 R 是 实数 集 的 一 个 子 集 ,而 实数 的 加 法 是 可 结 


CDG@ 张 禾 瑞 .近世 代数 基础 .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 81. (5) 
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合 、 可 交换 的 . 

. R 有 零 元 0=0 十 0 V2. 

V. YatbV2 ER,a+bV5 有 人 负 元 一 (a 十 bY2) 二 一 a 十 (一 DV2 € 民 , 使 得 (a 十 bV2) 十 
(一 a 十 (一 bY2) = 二 0 十 0 V2. 

所 以 R 是 加 群 . 

2) ”RR 对 乘法 封闭 . Ya 十 5V2,c 十 d V2 ER, 因 ac 十 2bd,ad 十 bc EZ , 故 
(a+bV2) (c+dvV2)==(ac 十 26d) 十 (ad 十 bc)V2 ER 且 积 唯一 . 

3) ”乘法 结合 律 成 立 . 因为 实数 的 乘法 适合 结合 律 . 

4) ”两 个 分 配 律 成 立 . 因为 实数 满足 乘法 对 于 加 法 的 分 配 律 . 

所 以 R 是 一 个 环 . 又 

1) 乘法 适合 交换 律 . 因为 实数 的 乘法 可 交换 . 

2) R 有 单位 元 1 二 1 十 0 V2. 

3) R 没 有 零 因子 . 因为 任意 两 个 非 零 实数 的 乘积 必 不 等 于 零 . 

所 以 R 是 一 个 整 环 . 

注 1) 证 明 RR 是 加 群 还 可 采用 下 面 方法 . 

全 体 实数 的 集 民 对 于 普通 加 法 来 说 作成 一 个 加 群 . R= {a 十 bYV2|a,5EZ |} 是 民 的 非 空 
子 集 . Ya 十 bV23,c 二 dV ER,(a 二 bY2D) 一 (c 二 dV) 二 (4 一 0 个 十 (6 一 d)Y2 ER, 从 而 由 子 加 
群 的 判别 条 件 ,R 是 民 的 子 加 群 . 所 以 是 加 群 . 

2) 证 明 尺 无 零 因 子 还 可 利用 以 下 方法 . 

Va 二 pvV5,c 二 dvVZ ER, 若 a 十 bV2 关 0; 而 (a 十 6V2)， (ec 十 d V2) 二 0, 则 《ac 十 264) 十 
(ad 十 bc)V2 = 二 0, 即 


人 
ad 十 pc 一 0. 
因 a 十 6Y2 关 0, 故 a,b 不 全 为 0, 从 而 方程 组 
(人 
GZ 十 cy 一 0 
有 非 零 解 ,于 是 其 系数 行列 式 |5 24 | 一 0, 即 必 一 24d* 一 0,e* 一 2d? ,一 士 V2d. 因 < 为 整数 ， 


为 无 理 数 , 故 d= 二 0, 从 而 c=0, 因 此 c 十 dV2 二 0. 所 以 尺 无 零 因 子 . 


还 可 用 下 法 证 明 R 无 零 因 子 . 
Va+bV2,c 十 dV2 ER, 车 a 十 5V2 关 0, 而 (a 十 bYV2)，(《c 十 dV2)==0, 则 
ac 十 20d 一 0， (4) 
ad 十 pc 一 0. (5) 
从 而 apcd 十 2(8d)2 一 0,apcd 十 (bc) 2 一 0， 即 
2(6d)? = (bc)’. | (6) 
@ 若 5=0, 由 (4),ac=0. 因 a 十 6V2 关 0, 故 ae 天 0. 由 Z 无 零 因子 ,c= 二 0. 再 由 (5),d 一 0. 
于 是 c 十 dV2=0. 
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@ 车 5b 关 0, 由 (6) 及 Z 中 消去 律 成 立 ,2d: 一 c, 即 c= 十 V2d. 因 c EZ ,V2 为 无 理 数 ， 
故 d==0, 从 而 c==0, 因 此 c 十 4d V2 二 0. 
综 上 可 知 ,R 无 零 因子 . 


三 、 讲 与 练 


1. 首先 给 出 定义 : 
设 R 是 一 个 环 . 若 3eER, 使 得 YaER,ea 二 a(ae= 二 a), 则 称 e 为 R 的 左 ( 右 ) 单 位 元 . 
设 尺 是 一 个 有 单位 元 1 的 环 ,aER. 若 3a'ER, 使 得 aa=1(aa 二 1), 则 称 a 为 a 的 左 
( 右 ) 逆 元 , 称 a 为 R 中 的 左 ( 右 ) 可 逆 元 . 
试 判 断 下 面 各 命题 是 否 正确 . 
1) ”车 环 RR 有 左 单位 元 , 则 R 有 右 单位 元 . 
2) ” 环 RR 的 右 零 因 子 是 R 的 左 零 因 子 . 
3) 在 有 单位 元 1 的 环 尺 中 ， 
@ 若 a 是 可 逆 元 , 则 a 不 是 零 因 子 . 
@ 左 ( 右 ) 可 道 元 不 是 左 ( 右 ) 零 因子 . 
@ 车 a 是 左 ( 右 ) 零 因子 , 则 a 或 者 没有 右 ( 左 ) 逆 元 ,或 者 最 少 有 两 个 右 ( 左 ) 道 元 . 
4) 在 有 单位 元 1 的 环 R 中 ， 
@ 车 a 不 是 零 因 子 , 则 a 是 可 逆 元 . 
@ 若 a 不 是 左 ( 右 ) 零 因子 , 则 a 是 左 ( 右 ?可逆 元 . 
图 若 < 或 者 没有 右 ( 左 ) 北 元 ,或 者 最 少 有 两 个 右 ( 左 ) 逆 元 , 则 < 是 左 ( 右 ) 零 因子 . 
5) 在 有 单位 元 1 的 环 R 中 ,a 的 右 道 元 是 a 的 左 逆 元 . 
6) 设 尺 是 无 零 因 子 环 , 则 R 的 左 ( 右 ) 单 位 元 是 R 的 单位 元 . 
7) 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 ,R 无 零 因子 . 若 al€ R) 有 左 ( 右 ) 逆 元 , 则 a 有 右 ( 左 )? 道 元 . 
8) 在 有 单位 元 1 的 环 尺 中 ,车 a 既 有 左 逆 元 a' ,又 有 右 道 元 a , 则 a 二 a.. 
a vb 
解 1) 不 正确 . 例 ,R= { (6 小 


“6E @ | 对 于 矩阵 加 法 与 乘法 作成 一 个 环 vceaQ， 


C 1 
( “者 是 尺 的 左 单位 元 ,从 而 及 有 无 穷 多 个 左 单位 元 .但 玉 无 右 单位 元 ,因为 对 于 (? eR, 


‘ea DC OC WN nmin 


注 对 称 地 , 环 R' 一 | (” | “peQj 中 ,YeeaQ'，(。 都 是 R' 的 右 单位 元 ,从 而 
R' 有 无 穷 多 个 右 单位 元 . 但 R' 无 左 单位 元 . 


2) 不 正确 . 例 ,在 环 R=| 人 0 a5E Qj 中 ,VeEQ,(。 (是 R 的 有 零 因子 ,办 
Wascosat demenl A 人 -人 al Sramsns 
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ny (ojsR( jz(。 0) Wt oj oj o)*(o o) 


注 _Q@ 对 称 地 ,在 环 R'=| 人 ,) 
但 不 是 右 零 因子 . 
@ Mo=|( ") 


1 
.beQ | 中， veeQ,( 是 R' 的 左 零 因子 ， 


obvcvdE 人 @Q | 对 于 怎 阵 加 法 与 乘法 作成 一 个 环 vfeQ, 


(。 站 是 McQ) 的 右 零 因子 , 同时 ({。 71) 也 是 M,CQ) 的 左 零 因子 . 因为 
3( 7 (< o))e Me) (0)( 1 = (oo) vieo, 


(， 0] 是 MeCQ ) 的 左 零 因子 ,也 是 右 零 因子 


@ 环 的 单位 元 显然 不 是 零 因子 . 但 环 的 左 ( 右 ) 单 位 元 可 能 是 右 ( 左 ) 零 因子 . 如 环 
(人 ( 1 apE Q | 的 左 单位 元 (。 0 jcce Q) 是 有 零 因子 . 环 ( 0) | be | 的 右 单 


bp 0 
位 元 ( ) ] (ce Q@) 是 左 零 因子 . 显然 左 ( 右 ) 单 位 元 一 定 不 是 左 ( 右 ) 零 因 于 


3) ” Q@ 正确 . 因 a 是 可 逆 元 , 故 3]a 'ER, 使 得 a !a 一 1. Yb5ER, 若 ab 一 0, 则 a 'ab 
二 a 10, 即 56 一 0, 从 而 a 不 是 零 因 子 . 

中 正确 .事实 上 , 设 a 是 左 可 逆 元 , 则 3JaER, 使 得 wa=1. 假 定 a 是 左 零 因子 , 则 3 了 2E 
R ,5 天 0, 使 得 op 一 0, 从 而 aap=a'0. 于 是 16=0, 即 5 一 0, 产 生 矛 盾 . 所 以 a 不 是 左 零 因子 . 
同 理 可 证 右 可 道 元 不 是 右 零 因子 . 

@ 正确 . 因 已 知 a 是 左 零 因 子 , 即 365( 关 0)E R, 使 得 ab 二 0. 如 果 a 没有 右 道 元 ,那么 
命题 已 成 立 . 如 果 a 有 右 道 元 a ,使 aa'=1. 因 aa' 十 ap 王 1 十 ab,ap 一 0, 故 a(a 十 5) 二 1, 从 
而 a’ 十 5 是 a 的 一 个 右 逆 元 . 因 5 关 0, 攻 a 十 6 关 a ,所 以 a 最 少 有 两 个 右 逆 元 a 与 a 十 类 
似 地 可 证 明 另 一 情况 . 

注 ”该 命题 的 逆 否 命题 成 立 . 即 : 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 , 则 

Q@@ 尺 的 零 因 子 一 定 不 是 可 逆 元 . 

RR 的 左 ( 右 ) 零 因子 一 定 不 是 左 ( 右 ) 可 道 元 . 

图 ”如果 a(ER) 有 唯一 的 一 个 右 ( 左 ) 道 元 ,那么 a 不 是 左 ( 右 ) 零 因子 . 

4) 

© 

二 


a 


Q@ 不 正确 . 例 ,整数 环 Z 是 有 单位 元 1 的 环 . 2 人 E Z ) 不 是 零 因子 ,但 2 也 不 是 可 逆 元 . 
不 正确 .2(EZ ) 不 是 左 ( 右 ) 零 因子 ,但 2 也 不 是 左 ( 右 ) 可 逆 元 . 
不 正确 . 2(EZ ) 没 有 右 ( 左 ) 逆 元 ,但 2 也 不 是 左 ( 右 ) 零 因子 . 

注 ”命题 4) 说 明 命 题 3) 的 逆 命 题 不 成 立 . 

5) 不 正确 . 例 , 设 下 是 数 域 ,F- 是 所 有 形 如 


(asE 开 ) 的 无 限 阶 矩阵 所 作成 的 集 , 其 中 ,每 一 列 和 每 一 行 都 只 有 有 限 多 个 元 天 0. 规定 上 
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的 十 和 ，。 分 别 为 矩阵 加 法 和 乘法 . 则 F., 作 成 一 个 有 单位 元 的 环 ,此 单位 元 是 主 对 角 线 上 的 
元 素 都 是 1, 其 他 元 素 都 是 0 的 矩阵 . 
1 
1 
| ! “ 


1 
4 一 0 1 ， 了“ 一 


设 

0 
1 0 
1 0 ||. 
1 


ao) 中 与 主 对 角 线 相 邻 的 右 ( 左 ) 上 (下 ) 斜 线 上 的 元 素 为 1, 其 余 的 元 素 都 是 0. 
1 


1 
| !, | 1 1 ] ee as 


1 
Fa 0° josr eeroamoas 


F. 的 左 零 因子 ,由 上 面 题 1.3),@ 知 ,a 无 左 道 元 . 

注 ”该 例 中 ,5 有 左 逆 元 4, 但 5 无 右 逆 元 .a 是 左 零 因子 ,但 不 是 右 零 因子 .5 是 右 零 因 
子 ,但 不 是 左 零 因子 . 

6) 正确 .事实 上 , 若 R= (0), 则 命题 显然 成 立 . 若 R 关 {0}, 设 e 是 尺 的 左 单位 元 ,显然 e 
天 0 目 ee 二 e. 于 是 YaER,aee 二 ae, 即 (ae 一 a)e= 二 0. 因 RR 无 零 因 子 ,e 关 0, 故 ae 一 a 二 0, 妈 ce 一 
a, 从 而 e 也 是 右 单位 元 . 因此 e 是 单位 元 . 同 理 R 的 右 单位 元 也 是 左 单位 元 ,因此 是 单位 元 . 

注 ” 由 证 明 可 见 , 条 件 减弱 为 :R 是 没有 右 零 因子 的 环 或 尺 是 没有 左 零 因子 的 环 ,结论 
也 成 立 . 

7) 正确 .事实 上 ,车 尺 = {0) ,命题 显然 成 立 . 若 R 关 {0) , 设 a 是 a 的 左 道 元 , 则 a’ 关 0， 
a‘a 二 1. 于 是 a'laa’ 二 la 二 a’1, 即 a’(aa’ 一 1) 二 0. 因 a’ 关 0,R 无 零 因子 , 故 aa’ 一 1==0, 即 
aa 二 1] ,从 而 a 也 是 a 的 右 北 元 . 类 似 地 可 证 ,车 a 有 右 道 元 , 则 a 有 左 逆 元 . 

注 ”条件 减弱 为 :R 无 左 零 因子 或 RR 无 右 零 因子 时 ,结论 也 成 立 . 

8) 正确 . 事实 上 , 因 a44 = 二 1,aa ==1; 故 a =1a ”=(a'‘a)a’=a’(aa’)==a’l=a.. 

2. 车 环 尺 有 和 且 只 有 一 个 左 ( 右 ) 单 位 元 e, 证 明 :e 必 为 R 的 右 ( 左 ) 单 位 元 . 

证 一 ”( 反 证 法 ) 假 设 RR 的 左 单位 元 e 不 是 RR 的 右 单位 元 , 则 33xER ,使 得 xe 隆 x, 从 而 
Ze 一 Z 天 0, 即 ze 一 Zz 十 ee. Va€R， 

(ze 一 十 e)a 一 Zea& 一 Za 十 ea 一 ZQ 一 ZQ 十 4 一 Q。 
说 明 ze 一 zx 十 e 是 RR 的 一 个 左 单位 元 ,但 ze 一 z 十 e 天 e, 此 与 已 知 了 矛盾. 所 以 e 是 尺 的 右 单位 
元 .类 似 地 可 证 , 环 R 的 唯一 的 右 单位 元 也 是 R 的 左 单位 元 . 
证 二 已 知 e 是 R 的 左 单 位 元 , 即 YaE€ER,ea=a. VDER， 
(ae—at+e)b=aeb—ab+eb=ab—abti+b=b. 
说 明 ae 一 a 十 e 是 尺 . 的 左 单位 元 ,又 左 单位 元 瞧 一 ,从 而 ae 一 a 十 e= 二 e, 踊 ae 一 4 一 0,ae 一 4， 
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YaER. 所 以 。e 是 R 的 右 单位 元 . 同 理 可 证 另 一 情况 . 

注 ”命题 的 逆 否 命题 是 :车 e(E 环 R) 不 是 RR 的 右 ( 左 ) 单 位 元 , 且 e 是 R 的 左 ( 右 ) 单 位 
元 , 则 R 有 不 只 一 个 左 ( 右 ) 单 位 元 . 

3. 在 有 单位 元 1 的 环 尺 中 ,着 a 有 唯一 的 左 ( 右 ) 逆 元 ,证 明 :a 是 可 逆 元 . 

证 一 〈 反 证 法 ) 假设 a 不 是 可 逆 元 .已 知 a 是 一 个 左 可 逆 元 .从 而 3awcER, 使 得 aa 一 
1, 即 a 是 a 的 左 逆 元 .但 a' 不 是 a 的 右 道 元 , 即 aa 天 1, 于 是 aa 一 1 天 0,a 十 aa 一 1 关 a'. 因 

(a +aa—l)a=aa+aaa—a=1+al—a=1. 

故 a 十 aa’ 一 1 也 是 a 的 一 个 左 道 元 .但 a 十 aa 一 1 天 ae 此 与 已 知 矛盾 .所 以 a 是 可 道 元 . 另 
一 情况 类 似 可 证 . 

证 二 、 因 a 有 左 逆 元 , 故 了 a'ER ,使 得 oa 一 1, 从 而 

(ea 十 aa 一 lb)a=aae 二 aaa 一 a=1 十 al 一 aa 一 1 
于 是 w“ 十 aa' 一 1 是 ea 的 一 个 左 逆 元 . 因 a 的 左 逆 元 唯一 , 故 十 ea 一 1 一 a , 即 aa 一 1 一 0， 
aa' 一 1. 所 以 “也 是 a 的 右 逆 元 . 因此 a 是 a 的 道 元 ,a 是 可 闭 元 . 同 理 可 证 另 一 情况 . 

: 证 三 若 R=(0) ,命题 显然 成 立 . 车 RR 关 10}, 因 a 有 左 道 元 a , 故 aa 一 1, 且 ao 天 0. 从 
而 aa 一 al=la, 即 (aa 一 1)a=0. 已 知 ac 有 了 瞧 一 的 左 道 元 ,由 上 面 题 1,3),@ 知 < 不 是 右 
零 因子 . 又 a 天 0, 于 是 aa' 一 1 一 0, 即 aa’ 二 1. 所 以 a 也 是 a 的 右 逆 元 .因此 a 是 a 的 道 元 , 即 
a 是 可 道 元 . 车 a 有 唯一 的 右 逆 元 ,结论 同 理 可 证 . 

注 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 .a(E R) 不 是 可 逆 元 ,但 a 有 左 ( 右 ) 逆 元 , 则 a 有 不 只 一 个 
左 ( 右 ) 逆 元 . 

4. 设 环 R 有 单位 元 1 关 0,aER,a 有 右 逆 元 .证 明 下 面 各 命题 等 价 . 

1) a 有 不 只 一 个 右 道 元 ; 

2) 4a 没有 左 道 元 ; 

3) a 是 一 个 左 零 因子 . . 

证 一 1) 二 3): 因 a 有 不 只 一 个 右 逆 元 , 故 3a ,a€ER,a 天 wa ,a 都 是 a 的 右 北 元 ， 
即 aa’==1,aa” 二 1, 且 a 关 0,; 从 而 aa’ 二 aa”, 即 a(a’ 一 aa”)=0 且 a’ 一 a 关 0. 又 a 关 0, 于 是 a 
是 一 个 左 零 因子 . 

3) 之 2) : 见 上 面 题 1,3),@. 

2) 之 1): 见 上 面 题 3. 

证 二 1) 之 2):( 反 证 法 ) 若 a 有 左 道 元 a' ,a'a 二 1. 已 知 a 至 少 有 两 个 右 道 元 al,az， 
aq 一 1,aaz 一 ], 于 是 

ad 一 la 一 (aa)al = a (l(a) =al=a’, 
as = las = (aa)as =a’(aas) =al=a’, 

从 而 ai = 二 a; ,此 与 已 知 了 矛盾 . 所 以 a 无 左 道 元 . 

2) 二 3): 因 a 有 右 首 元 w, 故 aa’ = 二 1, 是 a 关 0. 因 a 无 左 逆 元 , 故 aa 关 1, 即 a4a 一 1 寺 0. 但 

alaa—1)=aaa—a=la—a=0, 

且 a 关 0, 从 而 a 是 一 个 左 零 因子 . 

3) 二 1): 见 上 面 题 1,3),@. 

注 将 该 命题 中 的 “ 右 ” 改 为 “< 左 ”,“ 左 ” 改 为 “ 右 ” 以 后 ,结论 也 成 立 . 

$. 设 环 尺 有 单位 元 1,a ER ,a 的 右 道 元 多 于 一 个 ,求证 :a 有 无 限 多 个 右 逆 元 . 
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证 一 作 集 S={sER|s 是 a 的 右 逆 元 , 即 as==1} , 则 S 中 至 少 有 2 个 元 . 取 定 w E S. 

再 作 集 K= {sa 一 1+s|sES} ,因为 VA=se 一 1+sE 开 ， 

中 一 aa 一 1 十 %) 一 asa 一 4 十 ao 一 la 一 4 十 1 一 | 
所 以 kES, 因 此 KCS. 因 a 有 不 只 一 个 右 道 元 , 故 由 上 面 题 4,a 没有 左 逆 元 ,从 而 VsES， 
Sa 天 1, 即 sa 一 1 关 0,sa 一 1 十 so 关 5o. 于 是 so EK ,因此 K 是 S 的 真子 集 . 令 由 :ss 一 Sa 一 1 十 So， 
显然 gp 是 S 到 K 的 一 个 满 射 . Ys,1 ES, 若 (5) 二 (2), 即 sa 一 1 十 so 二 ta 一 1 十 560; 则 se 一 如 
于 是 saso = 二 taso ,从 而 s1= 红 , 即 ;二 t, 因 此 中 是 单 射 .所 以 9 是 S 与 K 间 的 一 个 一 一 映射. 因 
K 是 S 的 真子 集 , 故 S 是 无 限 集 ,从 而 a 有 无 限 多 个 右 道 元 . 

证 二 ”( 反 证 法 ) 假 设 a 只 有 有 限 多 个 右 道 元 .车 a 恰 有 7 个 互 不 相同 的 右 道 元 :ai ,az ,…， 

a ;y 则 aa 二 1(1 二 1,2,…,n). 今 
Ri 一 aa 一 1 十 ai 一 1 2，……)71 

因 

Ri; 一 aaia 一 1 十 ai) 一 aaia 一 al 十 aal 一 la 一 4 十 1 一 1， 
故 (i 二 1,2,…,n) 也 是 a 的 右 道 元 . 当 大 7 时 , 若 忆 一 三 , 即 aia 一 1 十 ai 王 aja 一 1 十 ,从 
而 aia 二 aja ,两 边 都 右 乘 al ,得 aiaai 一 aaal, 即 ai1==a;1. 于 是 a; 二 aj(i 才 站, 矛盾. 所 以 , 当 
1 天 时 ,天 天 局. 即 忆 ,是 a 的 互 不 相同 的 n 个 右 逆 元 . 又 上 已 和 关 aa (i 一 1,2,…,n), 事 
实 上 ,假设 =ai, 即 aa 一 1 十 oa 一 ai, 从 而 aa 一 1. 因 此 a 有 左 逆 元 a;, 但 a 至 少 有 两 个 右 
逆 元 . 此 与 上 面 题 4 矛盾 ,从 而 有 了 a1. 于 是 aa ,As 是 a 的 nn 十 1 个 互 不 相同 的 右 逆 
元 . 此 与 a 恰 有 7 个 互 不 相同 的 右 道 元 矛盾 . 所 以 a 有 无 限 多 个 右 逆 元 . 

注 ”命题 中 ,“ 右 ” 改 为 “ 左 ”, 结 论 仍 成 立 . 

6. 证 明 :任意 一 个 不 仅 含 一 个 数 的 有 限 数 集 A 对 于 普通 加 法 与 乘法 来 说 不 能 作成 一 
个 环 . 

证 〈 反 证 法 ) 设 A 是 一 个 环 . 因 A 不仅 含 一 个 数 , 故 3 a EA ,使 得 a 冯 0. 因 A 是 环 , 故 
a;24;…,na,… A, 其 中 是 正 整 数 . 因 a 关 0, 故 当 m 与 二 是 两 个 不 同 的 正 整数 时 ,ma 天 
na, 于 是 A 中 有 无 限 多 个 数 , 此 与 A 是 有 限 数 集 矛盾 . 所 以 A 不 能 作成 环 . 

7. 设 尺 是 一 个 环 ,整数 ”之 1. 

M,(R) 二 {A|A 是 元 在 环 尺 中 的 n 阶 和 矩阵 } 
与 通常 矩阵 一 样 地 定义 M,(R) 的 加 法 与 乘法 , 则 M,CR) 作 成 一 个 环 . 称 M.(R) 为 环 R 上 nn 
阶 全 和 矩阵 环 . 证 明 ， 

1)” 当 环 尺 有 单位 元 1 时 , 环 M,(R) 也 有 单位 元 . 

2) 若 环 R 隆 {0},n 之 1, 则 MM,(R) 有 零 因子 . 

3) 若 3ja,b5ER ,使 得 azg 天 0,7>>1, 则 M, CR) 非 交换 . 


1 
证 1) | 1 J mint 
1 
2) 因 R 关 {0}, 故 3aE€R,a 关 0. 取 
a 0 0 0 0 0 
A=|? ， "|，B=| 23， 0 |eM,CR)， 
0 0 0 0 0 a 
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从 而 A 隆 0,B 隆 0, 但 AB 一 BA 一 0, 所 以 A,B 是 M,(R) 的 零 因子 . 
3) 因 ab 关 0, 故 a 关 0 且 5b 关 0. 取 


a 0 0 0 bp 0 0 
c=|， : : |，Dp= : 2 9 Jem,R), 
0 0 0 0 0 0 0 
则 
0 ab 0 … 0 
cp=-|: :3 ~ ?|z0. 
0 0 0 .0 


而 DC=0, 因 此 CD 关 DC. 所 以 M,(R) 非 交换 . 
注 1) 虽 尺 为 交换 环 , 但 M,(CR) 可 能 为 非 交 换 环 . 例 , Z: 是 交换 环 , 零 元 0 一 [0j, 单 


人 元 -0 到 (。 (jewcz (lo oo o)= (0 oo ol o)- 


(0 09) 加 此 ,(。 6)(。o) 王 (。o)(。 me 为 交换 环 


2) 虽 R 为 无 零 因 子 环 ,但 M,(R) 可 能 为 有 零 因子 环 . 例 , Z, 是 无 零 因 子 环 , 取 
(iswczol o)lo re srt meal o 


(0 ) 是 M,CZ) 的 零 因子 . 


8. 设 下 是 数 域 ,A EM,(F),A 隐 0, 证 明 : 
A 是 M,(F) 的 零 因 子 仿 A 不 是 可 道 矩 阵 . 
证 一 ”由 《高 等 代数 ) 了 (第 四 章 习 题 14) 知 : 设 AEM.(F),A 取 0, 则 
3 BEM,(F),B 隐 0, 使 得 AB=0 
且 3CEM,(CF),C 天 0, 使 得 CA=0 
下 面 我 们 来 证 明 这 个 命题 . 
(二 ) 已 知 AEM,(F),3BEM,(F),B 了 0, 使 得 AB=0. 设 B=(B,B,…,B), 其 中 h， 
尺 ,…,B 是 B 的 列 向 量 . 因 B 关 0, 故 不 妨 设 h 关 0. 因 AB==0, 故 (AB ,AB&，…,AB) 一 0. 从 而 
AB =0, 于 是 齐 次 线性 方程 组 AX 王 0 有 非 零 解 h& ,所 以 |A|= 二 0, 因 此 A 不 是 可 首 矩阵 . 
(<=) 已 知 AEM,(F), 且 A 不 是 可 道 和 矩阵 , 即 |A|= 二 0. 于 是 齐 次 线性 方程 组 AX=0 有 


售 A 不 是 可 道 和 矩阵 . 


Obi bi 0 的 0 
bs, bs 0 0 0 

非 零 解 h=| ,|. 取 B=| , ， ， EM,(F), 则 B 关 0 县 使 AB=0. 
b, b, 0 . 0 


下 面 我 们 再 证 明 , 当 |A|=0 时 ,也 3CEM,(F),C 关 0, 使 得 CA 二 0. 因 (CA) 一 AC ， 


@ ”北京 大 学 数学 系 几何 与 代数 教研 室 . 高 等 代数 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978 
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di 
故 只 需 证 明 A'C'==0. 因 |A'|=|1A|==0, 故 齐 次 线性 方程 组 A'X=0 有 非 零 解 v 一 ” . 令 


ds; 


0 … 0 
D= : . EM,(F), 则 D 关 0 有 使 AD=0. 取 C=D'EM,(F), 于 是 C 关 0, 且 


al 0 wo. 0 
C==D, 即 A'C’=0, 从 而 CA 一 (A'C’)’=0. 

所 以 由 零 因子 定义 ,立即 有 : 设 AEM,(F),A 关 0, 则 

A 是 M,(F) 的 零 因 子 仿 A 不 是 可 逆 矩 阵 . 

证 二 (二 >) ( 反 证 法 ) 若 A 是 可 逆 怎 阵 , 则 了 Ar-:E M,(F). 已 知 A 是 M,(F) 的 零 
因子 ,从 而 3 BEM,(F),B 关 0, 使 得 AB==0, 于 是 A-'AB 二 A-'0, 即 B= 一 0, 矛盾 .所 以 A 不 
是 可 逆 和 矩阵 .( 见 上 面 题 1,3) ,中 ) 

(< 二) 已 知 4 不 是 可 道 符 阵 , 即 1A|=0. 又 A 尖 0, 从 而 0 二 秩 A==r<n. 于 是 3 可 道 矩 阵 


1 
入 r 个 
1 
0. 


P,QEM,(F) ,使 得 PAQ== 一 D, (矩阵 中 主 对 角 线 外 的 元 素 都 是 0), 用 


0 
| ) mcm seme Enmore 0) , 右 乘 上 式 两 边 ,得 PAQH=D,H= 
1 


0, 用 P-: 左 乘 上 式 两 边 ,得 AQH 一 0, 其 中 QH 了 0. 事实 上 ,车 QH 一 0, 因 Q 可 逆 , 故 3 QE 
M._(FF) ,使 得 Q-1QH 二 Q-10, 即 了 H 二 0, 矛 盾 . 从 而 QH 天 0, 所 以 A 是 M,(F) 的 左 零 因子 ,再 
用 五 左 乘 PAQ==D, 两 边 , 得 HPAQ 二 = HD, 二 0. 因 QQ 可 道 , 故 HPA==0. 因 PP 可 逆 ,H 关 0， 
故 HP 头 0. 所 以 A 是 M,(F) 的 右 零 因子 .于 是 A 是 M,(F) 的 零 因 子 . 

注 1) 设 下 是 数 域 ,a 之 1, 则 阶 全 矩阵 环 M,(F) 有 零 因子 . 

2) 所 有 的 非 零 不 可 道 的 数 域 上 阶 和 矩阵 就 是 M,(F) 的 所 有 的 零 因子 . 因此 环 
M,CF) 的 零 因子 完全 被 刻 划 清 楚 了 . 

3) 在 M,(F) 中 没有 左 、 右 零 因子 之 分 .但 M,CF) (na>>1) 非 交换 . 

4) 在 该 命题 中 ,车 将 数 域 下 改 为 整 环 , 则 结论 不 成 立 . 例 ,在 M; (Z) 中 , 取 A 
( 2) , 则 A 不 是 可 逆 算 阵 ,但 4 不 是 M,C 荆 ) 的 零 因子 . 因为 Y ( ceoe MZ), 


(。 3)( 2)— (a >] 关 0, 所 以 A 不 是 左 零 因子 ,从 而 A 不 是 零 因子 . 


9. 设 R 是 定义 在 实数 集 R 上 的 所 有 实 函 数 的 集 . V f,g ER ,VY zx ER ,规定 
Cr 十 g)(Cz) = f(z)+elr), (fe)(z) = fx)g(z). 
证 明 ， 
1) R 是 交换 环 ; 
2) RR 有 零 因子 . 
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证 1) VsgER, 了 i 实 函数 fgER, 从 而 尺 对 十 封闭 . 
Vf,g,hER,YxER ,由 数 的 加 法 适合 结合 律 , 有 
LCF 二 g) 十 由 (z) 一 (FTg)(z) 十 Pz) 一 (CCz) 十 gCZ)) 十 AZ) 
= f(z)+ (gx) +h(z)) 一 Crz) 十 (Cg 十 jz) = [f+ (gi+h) lz), 
从 而 (f 十 g) 十 h= 二 ff 十 (g 十 hh). 
VY f,g ER, VxER ,由 数 的 加 法 适合 交换 律 ,有 
(fi+g) x) = f(x)+ g(x) = gx) f(x) = (g++ (x), 
从 而 jg 一 8 十 
了 3 零 函 数 0ER,VYVzER ,0Cz) 一 0, 使 得 YER, 有 
(FF 十 0)(Cz) = zz) 十 0Cz) = fz), 
即 f 十 0 二 f, 从 而 0 是 R 的 零 元 . 
VfER,f 的 负 函 数 一 f ER,YzxER,( 一 (x) 二 一 A(x) ,使 得 
(f+(— x) = fr) x) = fr) t+ fx) = fx) — f(x) = 0 = 0(7x), 
即 f 十 (一 了 ==0, 从 而 一 f 是 了 的 负 元 . 
所 以 R 是 一 个 加 群 . 
Vf,g ER, 4| 实 函数 fg ER, 从 而 R 对 ， 封 闭 . 
Vf,g,hER,YxzER ,由 数 的 乘法 适合 结合 律 ,有 
[Cfe)hlzx) = (fa)(r)h(r) = (f(x)g(ri h(x) 
= f(x)(g(x)h(r)) = flr) (gh)(zx) = [f(gh)] 7), 
从 而 (fg)h= f(gh). 
Vf,g;,hER,YxER ,由 数 的 乘法 对 加 法 的 分 配 律 成 立 ,得 
[CpGCg 十 ji](z) = fxr) Cg +h) (zr) = FGz)LgGCz) t+ hr)] 
= f(z)g(z)+ fr)hzr) = (fg) (zr) + (fh)(x) = (fg fh) (x), 
从 而 f(g 十 h) 二 fg 十 fh. 同 理 (g 十 h)f=gf 二 hf. 
综 上 所 述 ,R 是 一 个 环 . 
Vf,g,ER,YxER ,由 数 的 乘法 适合 交换 律 , 知 
(fg) (xz) = f(r)g(x) = g(x)f(x) = (gf) (zx), 
从 而 fg 二 gf. 所 以 R 是 一 个 含有 无 限 多 个 元 的 交换 环 , 称 为 实数 域 民 上 的 全 实 函 数 环 . 
2) 令 
0, 过 1 1, x1 
， gg(X) 一 。 
1,z>>1 0, X11 
显然 f,g ER,f#0,gz0,fg,gf ER,VXER, 
(fg)(z) = (gf) (7x) = 0 = 0(7x), 
从 而 fg 二 gf 二 0,; 所 以 f,g 都 是 RR 的 零 因子 . 
注 1) 定义 在 闭 区 间 [a,6] 上 的 所 有 实 函 数 的 集 对 于 普通 的 孙 数 的 加 法 与 乘法 ( 见 该 
命题 ) 来 说 也 作成 一 个 交换 环 , 称 为 La,5] 上 的 全 实 函 数 环 . 
2) ”在 该 命题 中 ,将 实 函 数 分 别 改 成 连续 实 函 数 、 可 微 实 函 数 与 可 积 实 函 数 时 ,R 仍 作 
成 一 个 交换 环 . 
3) ”该 命题 可 推广 为 如 下 形式 : 设 S 为 非 空 集 ,K 是 环 ,R 表示 定义 在 S 上 而 取 值 在 K 
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内 的 所 有 函数 作成 的 集合 , 即 R 为 集 S 到 环 K 的 所 有 映射 作成 的 集合 . 定义 :VY f,g ER， 
YrE€S, 
(FF 十 g)(Cz) = f(x)+elr), (fe)(z) = f(x) g(x). 

则 R 作成 一 个 环 , 称 RR 为 集 S 上 的 取 值 在 环 K 内 的 全 函数 环 . 

当 S= 开 一 民 时 ,推广 的 命题 即 为 原来 命题 . 

当天 是 交换 环 时 ,R 也 是 交换 环 . 

当 集 S 至 少 有 两 个 元 , 环 KK 闫 {0} 时 , 环 RR 有 零 因 子 .事实 上 , 因 KK 隆 {10), 故 3kEK， 
k 关 0. 由 S 至 少 有 两 个 元 , 3a,6ES,a 关 b. 令 A={a},B= 二 S 一 A, 于 是 6€B,B2 且 ANMB 
二 儿 ,AUB=S. 取 
k, TEA 0, TEA 
0, zeB' 87 ,zeB 
显然 ,f,g,fg,gfER,f 取 0,g 关 0, 但 fg 一 gf 二 0. 所 以 f,g 都 是 R 的 零 因子 . 

当 S=K 时 ,R 是 环 K 的 所 有 变换 作成 的 环 . 

4) ”在 该 命题 中 ,车 将 乘法 改 为 : 

(fg) (xz) = flg(x)), 
则 R 不 作成 环 . 因为 左 分 配 律 不 成 立 . 例如 , 取 f(z) 二 x? ,g(x) 二 2,h(x)= 二 z+, 于 是 
[FPCg 十 ji](Cz)= flCg+h) Cr) = flglx) + hr)] 
= f(2 十 Xx) 二 (2 十 v7. 


Cfgt+ fh) (xz)= (fg) zx) + (fh) (zr) = flg(z)) + fz)) 
二 f(2) 十 f(x) 二 2 十 zx? 一 4 十 xz?. 
因此 f(g 十 h) 关 fg 十 fh. 容易 验证 右 分 配 律 与 乘法 结合 律 成 立 , 而 且 我 们 看 出 , 想 使 左 分 配 
律 成 立 ,只 需 


f(x) = 


但 


FLg(Cz) 十 PCz)] 一 CgCz)) 十 CRCz)). 
因 g(xz) ,hzX)ER , 故 只 需 ,Vz zz ER， 
大 (zl x) = fxr) fx). 
从 而 启发 我 们 考虑 当 f 是 RR 的 自 同 态 时 ,能 否 使 RR 作成 环 呢 ? 我 们 推广 成 下 题 . 
10. 设 G 是 加 群 ,E 是 G 到 G 的 所 有 自 同 态 作 成 的 集 .规定 :VY f,g EE,VzxEG， 
(f+g)(z) = f(x)+g Cr), (fg)(z) = flg(r)). 
证 明 :E 作成 一 个 环 . 
证 VYf,g EE, 显 然 f 十 g 是 加 群 G 到 G 的 一 个 映射 .又 Vzxi,x2EG, 有 
(f 十 g)(zi 十 iD) 一 zl 十 ze) 十 gz 十 Ze) = (fz) fz)) + (g(r) gr)) 
= (F(z) 十 gCz)) 十 (CFGrz) 十 gCz)) = (f+ er) t+ (f+ gx), 
从 而 f 十 g 是 G 的 自 同 态 ,所 以 直 f 十 g EE, 即 EE 对 十 封闭 .与 上 面 题 9 中 的 证 明 类 似 , 可 证 
E 是 一 个 加 群 . 进一步 可 证 明 E 对 乘法 封闭 ( 见 第 二 章 , 二 ,5), 先 法 适合 结合 律 , 乘 法 对 加 
法 的 左 、 右 分 配 律 都 成 立 . 所 以 正 作 成 一 个 环 . 称 五 为 加 群 G 的 自 同 态 环 . 
注 设 R 是 环 ,E 是 环 R 到 R 的 所 有 自 同 态 作成 的 集 . 规定 :VY f,g EE,zxER,， 
(Fr 十 g)(Cz) = f(x)+ gr), (fe)(rx) = flg(x)), 
则 五 不 作成 环 . 事实 上 ,VY f,g EE,Vz,r: EE, 
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(fi+g) rz) 一 Crziz) 十 SCzlzo) = fz) f(r) gr) gx), 
但 
(f+e) Cr) (fig rz) = (fr) + gz) fr) + gx)] 
= f(z) f(r) fxg(r) + gr) fra) ct g(x1)g(T), 
从 而 
(fig rz) A (f+ ex) (fg) (rx). 
所 以 环 的 两 个 自 同 态 f,g 的 和 了 十 g 一 般 不 再 是 环 的 自 同 态 . 因此 EE 不 作成 环 . 
例 f:a 十 i 一 a 十 i,g:a 十 bi -> a 一 bi 是 复数 环 C 的 两 个 自 同 态 , 但 f 十 g 不 是 C 的 自 


11. 设 乙 ,是 模 n 的 剩余 类 环 ,a EE 整数 集 Z ,1 三 a<n, 证 明 : 

1) [aj 是 Z, 的 可 道 元 售 (a,n) 一 1. 

2) Laj 是 Z, 的 零 因子 全 (a,n) 关 1. 

证 1) (一 ) 因 [a] 是 乙 的 可 北 元 , 故 3[6JEZ,, 使 得 [bj[Laj 一 [1j, 即 [6aj]=[1]， 
从 而 |ba 一 1. 于 是 3qEZ ,使 得 ba 一 1 一 aa, 即 ba 一 2g 一 1, 所 以 (am 一 1. 

(< 二 ) 因 (4a,n)=1, 故 3u,v€EZ ,使 得 wa 十 vn 二 1, 即 [uj[aj 十 [vj[nj 二 [1j. 因 [nj= 
[0j, 故 [uj[aj]==[1] 且 [aj[wj 二 [1j, 从 页 [aj”' 二 [wj. 所 以 Laj 是 Z, 的 可 道 元 . 

2) (< 生 ) 设 (4a,n)=4d 关 1; 则 3a,m EZ2Z, 使 得 a==dai,n 二 dm. 因 1 二 a 二 n, 故 
[ao] 和 [0]. 因 1m 过 n, 故 [nj] 隆 [0J. 又 

[LajLn] = [anij = Ldaim| = Lanj = [al iln] = L090j. 
同 理 ,[nij[aj 二 [0j, 所 以 Laj 是 Z; 的 零 因 子 . 

(过 ) ( 反 证 法 ) 假 设 (a,n) 二 1. 因 [Laj 是 Z, 的 零 因子 , 故 3[5jEZ,,[L5bj 隆 [0], 使 得 
[aj[5j==[abj 二 [0j, 即 nlab. 因 (a,n) 二 1, 从 而 n15, 于 是 [5 二 503, 矛盾 . 所 以 (a,n) 关 1.( 另 
一 证 法 :车 (a,n) 一 1, 由 上 面 1)( 二 ) 的 证 明 中 知 [uj[aj=[1J. 设 LajL5]==[0j, 则 
EujLaj[]=[ujE0j, 即 [1j[6]==L0j,[6j==[0], 从 而 [aj 不 是 零 因 子 , 蔬 盾 . 所 以 (a,n) 关 1. 
还 可 利用 第 九 章 ,三 ,1,3) ,四 知 ,[a] 不 是 乙 的 可 逆 元 ,再 由 上 面 1)(<<), (a,n) 隆 1.) 

注 @ 模 ” 的 剩余 类 环 Z. 中 可 逆 元 的 个 数 恰 是 欧 拉 (Euler) 函数 由 (>)， 即 小 于 ? 且 
与 互 素 的 正 整 数 的 个 数 . 当 p 是 素数 时 , Z, 中 可 道 元 恰 有 中 (Pp) 二 Pp 一 1 个 ,从 而 Z, 中 每 个 
非 零 元 都 可 逆 . 因此 Z, 的 可 道 元 完全 被 刻 划 清楚 了 . 

@@”[aj 不 是 Z, 的 可 逆 元 会 (a,n) 关 1 售 Lal 是 Z, 的 零 因 子 . 

例 ” 找 出 Zi 的 可 道 元 与 零 因子 . 

解 因 (1,10)=(3,10) 一 (7,10) 一 (9,10) 王 1, 故 Zio 有 中 (10) 一 4 个 可 道 元 , 且 [1]， 
[3],[7],[9] 是 可 逆 元 ,[1]-: 一 [1],[3]- 一 [7],[7] 一 [3],[9] 一 [9]. Zw 中 其 余 的 5 
个 非 零 元 [2],[4],[5],[6],[8] 都 是 零 因子 . 

12. 设 Z, 是 模 n 的 剩余 类 环 ,天 1， 

证 明 


n 是 素数 筷 Z ,无 零 因子 . 
证 (< 二) 车 n 不 是 素数 ,又 n 关 1, 则 nn 是 合 数 ,从 而 3 ni ,ns EZ ,使 得 了 一 1122， 
1 过 ni 之 n,i 二 1,2. 于 是 n 二 n,n 二 nn, 因 此 [nij 关 [0j,[nzj 考 [0J. 但 [nj[nzj=[ninzj] 二 [nj 
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二 [0]. 所 以 忆 , 有 零 因子 ,此 与 已 知 了 矛盾 ,从 而 n 是 素数 . 

( 过) VY[a],[6JEZ, ,车 [aj[5]==[0j,[aj 关 [0], 即 [ab]=0, 从 而 njab. 因 是 素数 ， 
n 人 +a 故 n15, 于 是 [56] 二 [0j. 所 以 Z, 无 零 因子 . ( 另 一 证 法 : 因 7 是 素数 ,又 1 人 a<n, 故 (a,n) 
二 1. 由 上 面 题 11,2)( > ),[a] 不 是 零 因 子 , 所 以 Z, 无 零 因子 .) 

注 、 当 nn 是 合 数 时 , Z, 有 零 因 子 . 而 且 , Z。 中 的 元 除去 零 元 [0] 以 外 ,要 人 么 是 可 道 元 ,如 
果 不 是 可 逆 元 ,就 是 零 因子 . 因 了 ,中 有 由 (z 站 个 可 道 元 , 故 了 ,中 有 ?一 1 一 由 Co 个 零 因子 . 所 
以 也 ,的 零 因子 完全 被 刻 划 清楚 了 . 


四 、 思 考 问题 


1. 下 列 各 集 RR 对 于 数 的 加 法 与 乘法 是 否 作成 环 ? 
) {2a+1l|a€Z}. 

) {av3la€Z }. 

3) {biloER}. 

4) 尺 是 所 有 正 整 数 的 集 . 

) (aavEcV5| apicEzZ 


6) {le EZ ,6=249+1,9€Z 上 


[= 


a 


7) (EImeZ ,n>0 的 整数 | 

2. 下 面 各 集 R 对 于 规定 的 图 与 @ 是 否 作成 环 ? 车 R 是 环 , 则 RR 是 否 有 单位 元 ? 

1) R={(e 8) abscrd ER, |2 外 ="}. 四 :矩阵 加 法 ,GO :矩阵 乘法 . 

2) 及 是 实数 集 . 四 :普通 加 法 . @ :ap 一 |al2. 

3) 尺 是 整数 集 . 中 :xc 四 0=a 一 5 一 2. (© :普通 乘法 . 

4) 尺 对 于 十 与 " 作成 一 个 有 单位 元 1 的 环 . 四 :四 0 一 2 十 5 一 1 加 :aa@ 〇 2 一 “十 
b—ab. 

3. 写 出 模 5 的 剩余 类 环 Z, 的 加 法 表 与 乘法 表 . 

4. 在 模 12 的 剩余 类 环 Zi 中 ，, 求 出 下 列 各 方程 的 解 . 

1) [4]z=[3]. 

2) [4]zx=[4]. 

3) zx’:—1=0. 

5. 在 环 尺 中 , 若 a 与 5 可 换 , 即 ab 二 ba, 证 明 :a 与 一 b. 与 nb(nE€2). 与 2 :也 都 可 换 . 
若 a 与 5、c 都 可 换 , 证 明 :a 与 5 十 c、 与 bc 也 都 可 换 . 

6. 在 有 单位 元 1 的 环 尺 中 ,证 明 : 

a 是 RR 的 可 逆 元 参 35ER ,使 得 cpa 一 aba20 一 1. 
7, 在 有 单位 元 1 的 环 中 , 若 a,5,ab 一 1 都 可 道 , 证 明 :a 一 :与 (ae 一 所 ) 一 也 可 
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逆 , 且 
[Ca 一 0) 一 am 一 apa 一 4a. 

8. 设 环 RR 有 单位 元 1,a,5ER. 若 1 一 ab 在 R 中 有 道 元 zx, 证 明 :1 一 ba 在 R 中 也 有 道 
元 1 十 bxa. 

9. 求 出 环 R= {a 十 于 | a,pEZ ) 的 可 道 元 . 

10. 在 环 中 , 若 ab 二 ac,a 关 0 且 a 不 是 左 零 因子 ,证 明 :6==c. 

11. 设 a 是 环 R 的 非 零 元 , 35ER ,6b 关 0, 使 得 aba==0. 证 明 ;a 是 左 零 因子 或 右 零 因子 . 

12. 首先 给 出 下 面 的 定义 : 设 a4€ 环 R. 若 a ==a, 则 称 a 为 民 的 寡 等 元 . 若 了 正 整 数 ”， 
使 得 中 一 0, 则 称 a 为 R 的 宕 零 元 . 证明、 

1) 若 尺 是 有 单位 元 1 的 无 零 因子 环 , 则 R 的 宕 等 元 有 且 只 有 0 与 1. 

2) ”车 环 R 无 零 因子 , 则 RR 的 寡 零 元 有 且 只 有 0， 

3)” 若 环 尺 无 零 因 子 , 且 R 取 {0), 则 ee 是 R 的 非 零 窘 等 元 会 e 是 尺 的 单位 元 . 

4)” 非 零 环 R 中 的 每 个 非 零 的 突 零 元 都 是 零 因子 . 

5)” 设 环 R 有 单位 元 1,z 是 RR 的 军 零 元 , 则 1 一 x 是 R 的 可 逆 元 ,并 求 其 道 元 . 

6) ”车 环 KK 中 的 任意 元 都 是 寡 零 元 , 则 称 K 为 容 零 元 环 . 交换 环 R 中 所 有 寡 零 元 的 集 
S 作成 一 个 震 零 元 环 ， 

7) ”在 环 R 中 ,下 列 两 条 件 等 价 : 

@ 民 没 有 非 零 的 寡 零 元 ; 

@ 如 果 a ER 且 a’? 一 0, 那 么 a=0. 

13. 设 环 R 中 任意 元 都 是 宪 等 元 , 即 Y zxER,zx? 二 zx, 则 称 R 为 布尔 环 . 证明: 

1) VxER,ZX+zx=0. 

2) VzyyEGR,zy 一 yZ， 

14. 设 代数 系统 尺 满 足 除 加 法 交换 律 以 外 的 环 的 定义 中 的 所 有 条 件 , 且 R 无 零 因子 ， 
证 明 :R 是 一 个 环 . 
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1. 试 判断 下 列 各 命题 是 否 正确 . 

1)” 除 环 R 的 定义 中 的 第 一 条 :“R 至 少 包 含 一 个 不 等 于 零 的 元 ”可 由 第 二 条 :“R 有 一 
个 单位 元 ”推出 . 

2) 除 环 尺 中 任意 元 a 都 在 R 中 有 逆 元 a 1. 

3) 除 环 和 域 中 两 个 乘法 消去 律 都 成 立 . 

4) 设 a,E 域 正 , 且 2a 一 22, 由 域 中 消去 律 成 立 , 有 ax 一 咏 

5) 域 下 对 于 乘法 来 说 作成 一 个 群 . 

6) 设 尺 是 一 个 环 , 则 

及 是 除 环 兮 R' 二 R 一 {0} 对 于 RR 的 乘法 来 说 作成 一 个 群 . 

7) 下 是 域 信 下 是 除 环 且 下 是 整 环 . 

8)” 整 环 是 除 环 . 

9)” 除 环 是 整 环 . 

答 1) 不 正确 . 因为 只 由 第 二 条 ,R 可 以 是 零 环 {0}. 

2) 不 正确 . 因为 除 环 R 取 410}, 所 以 下 中 的 零 元 0 必 无 游 元 ( 见 第 九 章 ， 一 ,10,2)). 

3) 正确 . 事实 上 , 除 环 和 域 没有 零 因子 ,从 而 其 中 两 个 乘法 消去 律 都 成 立 . 

4) 不 正确 . 例 , Z, 二 {[0j,[1j]} 是 一 个 域 , 虽 2[1j==2[0], 但 [1J 关 [0j. 

5) 不 正确 . 因为 域 关 {0}, 而 0E€F, 但 零 元 0 在 下 中 必 无 逆 元 ( 见 上 面 本 题 中 的 
2)). 

6) 正确 . 事实 上 ， 

(二 ) 显然 . 

(二) 已 知 R 是 环 . 

@ 因 R* = 二 R 一 {0} 是 乘 群 , 放 R' 关中 ,从 而 RR 至少 包 含 一 个 不 等 于 零 的 元 . 

@ 因 R" 一 R 一 10} 是 乘 群 , 故 R* 有 单位 元 1€R, 显 然 1 也 是 R 的 单位 元 . 

@ 因 R* = 一 R 一 {0} 是 乘 群 , 故 YVaER"' , 即 YaER,a 关 0,a 在 R' 中 有 道 元 , 即 a 在 R 
中 有 逆 元 . 

综 上 ,R 是 除 环 . 

注 设 尺 是 交换 环 , 则 

及 是 域名 民 ' = 二 R 一 {0} 对 于 RR 的 乘法 来 说 作成 一 个 群 . 
7) 正确 . 事实 上 ， 
(之 ) 因 下 是 域 , 故 下 是 交换 除 环 , 且 下 有 单位 元 ,无 零 因 子 ,从 而 下 也 是 整 环 . 
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(< 二) 因 下 是 除 环 , 又 是 整 环 , 故 下 中 乘法 适合 交换 律 ,从 而 下 是 域 . 
8) 不 正确 . 例 ,整数 环 是 整 环 ,但 不 是 除 环 . 
9) 不 正确 . 例 ,四 元 数 除 环 是 除 环 ,但 不 是 整 环 . 
2. 设 世 ,是 模 n 的 剩余 类 环 . 证 明 : 
n 是 素数 全 2, 是 域 . 
证 一 〈 之 ) 利用 “Z, 是 交换 环 , 则 
乙 是 域 号 五 一 ZZ, 一 (L0j]} 是 乘 群 ” 
可 给 出 证 明 . 
( 二) ( 反 证 法 ) 若 不 是 素数 , 因 Z, 是 域 , 故 Z. 关 {L0j]), 即 n 关 1, 从 而 nn 是 合 数 . 由 
第 九 章 , 三 ,12, Z, 有 零 因 子 , 于 是 乙 .不 是 域 , 此 与 已 知 矛 盾 . 所 以 n 是 素数 . 
证 二 (二 > ) 下 面 直接 利用 域 的 定义 来 证 明 . 已 知 Z, 是 一 个 环 . 
1) 因 1 是 素数 , 故 二 1, 从 而 3[1j( 关 LODEZ. 
2) ”了 Z, 有 单位 元 L1]. 
3) VY [ajEZ,,[aj 关 [0], 从 而 na. 因 n 是 素数 , 故 (n,a)= 二 1, 由 第 九 章 , 三 ,11,1)， 
[a] 是 也 , 的 可 逆 元 . 
综 上 ,了 Z, 是 一 个 除 环 . 又 Z, 的 乘法 可 交换 ,于 是 Z, 是 域 . 
( 寺 ) 见证 一 . 
证 三 (二 > ) 利用 第 十 章 , 二 ,3 来 证 明 . 因 ” 是 素数 , 故 nn 二 1, 即 Z, 至 少 有 两 个 元 , 且 
由 第 九 章 ,三 ,12, 2Z, 是 无 零 因子 的 有 限 环 . 由 第 十 章 ,二 ,3,Z, 是 除 环 . 又 Z, 的 乘法 可 交 
换 , 所 以 Z, 是 域 . 
《 二) 见证 一 ， 
注 “ 对 于 任意 一 个 素数 p, 必 存在 含 p 个 元 的 有 限 域 . 例如 , ZZ, 就 是 恰 含 素数 p 个 元 
的 有 限 域 . 
例 Za » 17 » Zio 都 是 域 . Zs 9 Zs 9 Zan 都 不 是 域 . 
3. 环 R 的 特征 的 定义 是 什么 ? 
答 ” 若 尺 是 无 零 因 子 环 ,a ER,a 关 0, 则 把 a 对 于 加 法 来 说 的 阶 叫 做 环 尺 的 特征 ， 记 
为 ch R. 
也 可 如 下 表述 : 设 R 是 无 零 因 子 环 , 则 
n 是 R 的 特征 
记 为 ch Rn 售 3 最 小 正 整 数 n, 使 得 VaE€R,na=0， 
R 的 特征 是 无 限 大 
记 为 ch R= 
4. 在 环 R 的 特征 的 定义 中 ， 
1) 为 什么 要 求 R 是 无 零 因 子 环 ? 
2) 为 什么 不 考虑 R 中 的 零 元 0 对 于 加 法 来 说 的 阶 ? 
3) “为 什么 不 考虑 及 中 的 元 对 于 乘法 来 说 的 阶 ? 
答 1) 因为 当 民 是 无 零 因子 环 时 ,R 里 所 有 不 等 于 零 的 元 对 于 加 法 来 说 的 阶 都 是 一 


怠 了 正 整数 ”使 得 YaER ,na 一 0， 
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样 的 @ . 这 样 才能 保证 环 R 的 特征 是 唯一 确定 的 . 而 在 有 零 因子 环 如 ZZ 中 ,L2] 与 L3] 对 于 
加 法 来 说 的 阶 却 分 别 是 2 与 4. 

2) ”因为 在 R 中 有 有 旦 只 有 零 元 对 于 加 法 来 说 的 阶 是 1, 因 此 R 中 所 有 的 元 ,当然 包括 零 
元 对 于 加 法 来 说 的 阶 就 肯定 不 相同 ,无 法 保证 环 R 的 特征 的 唯一 性 . 

3) ”因为 定义 元 的 阶 时 ,该 元 必须 是 一 个 群 中 的 元 ,但 是 环 R( 关 {0)) 对 于 乘法 来 说 不 
能 作成 一 个 群 ( 见 本 章 , 一 ,1,5) 解 答 ), 所 以 就 无 从 谈 起 环 R 中 的 元 对 于 乘法 来 说 的 阶 . 

5. 试 回答 下 列 各 问题 . 

1) 设 尺 是 无 零 因 子 环 . 命题 “VY 正 整 数 m, Va ER,a 承 0, 有 ma 关 0” 在 环 R 满足 什么 
条 件 时 才 成 立 ? 

2) 无 零 因 子 环 R 的 特征 能 是 1 吗 ? 

3) ” 零 环 {0} 的 特征 是 什么 ? 

4) 数 环 (天 (0)) 与 数 域 的 特征 是 什么 ? 

5) 实 系数 多 项 式 环 民 [z] 的 特征 是 什么 ? 

6) 设 p 是 素数 ,Z, 的 特征 是 什么 ? 

7) ” 有限 整 环 R( 寺 {0)) 的 特征 是 什么 ? 

8) ”四 元 数 除 环 的 特征 是 什么 ? 

9) 设 R 是 布尔 环 , 即 YzxER,zx? 二 zx( 见 第 九 章 ,四 ,13). 又 设 RR 无 零 因子 且 不 等 于 
{0}. ch R=? 

10) 设 R 是 2"(n 是 正 整 数 ) 阶 整 环 , 问 ch R=? 

11) 若 无 零 因子 环 R 的 特征 是 p, 则 R 至 少 有 多 少 个 元 ? 

答 1) 设 R 是 无 零 因子 环 , 则 

ch R= 二 oo 兮 VY 正 整数 加 ，VYaER，a 天 0, 有 ma 尖 0， 

2) 无 零 因 子 环 RR 的 特征 不 能 是 1. 因为 R 的 特征 是 R 的 非 零 元 对 于 加 法 来 说 的 阶 ， 
而 这 些 非 零 元 的 阶 绝 不 是 1, 所 以 ch R 关 1. 

3)” 零 环 {0} 无 特征 . 此 由 特征 定义 可 知 . 

4)” 数 环 ( 关 {0}) 与 数 域 的 特征 是 co， 因为 数 环 与 数 域 是 无 零 因子 环 ,其 中 任意 非 零 数 
a, 对 于 任意 正 整 数 办, 有 ma 天 0. 

5) 实 系数 多 项 式 环 只 [z] 的 特征 是 co. 因 R[z] 无 零 因 子 .1 是 RLz] 的 单位 元 , 若 mm1 
二 0; 则 m= 二 0, 从 而 1 对 于 加 法 来 说 的 阶 是 ce ,所 以 ch R[x]=%. 

注 “在 有 单位 元 1 的 无 零 因子 环 尺 中 ,由 1 对 于 加 法 来 说 的 阶 即 可 知 ch R. 这 样 判断 
ch R 比较 方便 . 

6) ”有 限 域 Z, 的 特征 是 p. 因为 Z, 无 零 因子 ,其 单位 元 [1] 对 于 加 法 来 说 的 阶 是 请, 所 
以 ch 2Z,=p. 

7) 有 限 整 环 R 是 一 个 无 零 因子 环 , 且 尺 是 一 个 有 限 加 群 . 因此 ,由 第 四 章 ,二 ,7 知 ， 
RR 中 所 有 不 等 于 零 的 元 对 于 加 法 来 说 的 阶 都 是 一 个 相同 的 有 限 整 数 ,所 以 R 的 特征 是 一 
个 素数 . 

注 @@ 有 限 除 环 和 有 限 域 的 特征 都 是 素数 . 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 95. 定理 1. 
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@ 若 整 环 RR 的 特征 是 co, 则 R 有 无 限 多 个 元 . 

8) 四 元 数 除 环 R 的 特征 是 ce. 因 R 无 零 因 子 , (1,0) 是 R 的 单位 元 , VY 正 整 数 m， 
m(1,0) 二 (m,0) 关 (0,0) ,从 而 (1,0) 对 于 加 法 来 说 的 阶 等 于 ce ,所 以 ch R= cc. 

9) 由 第 九 章 ,四 ,13 知 , VzER,2z 一 xz 十 z 一 0. 又 RR 无 零 因子 ， 且 R#{0}, 从 而 尺 的 
非 零 元 对 于 加 法 来 说 的 阶 等 于 2, 所 以 ch R=2. 

10) 因 尺 是 非 零 有 限 整 环 , 故 ch R 是 素数 ( 见 本 题 7)). 由 特征 定义 可 得 ch R|1R|= 
2". 所 以 ch R=2. 

11) 已 知 ch R=p, 由 特征 定义 , 3aER,a 关 0,a 对 于 加 法 来 说 的 阶 等 于 p. 由 第 四 
章 , 一 ,7 知 ,R 中 至 少 有 pp 个 不 同 的 元 : 

04a=0, a, 2a, '*, (p—1)a. 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 下 = (所 有 复数 十 下 (a,5 是 有 理 数 )}. 证 明 :F 对 于 普通 加 法 和 先 法 来 说 是 一 个 域 . 

证 ”用 证 明 第 九 章 , 二 ,6 的 同样 方法 可 证 明 下 是 一 个 整 环 . 又 

1) F 有 1 关 0. 

2) Va 二 bi€EF,a 二 bi 关 0, 妈 a,b 不 全 为 0, 从 而 a 十 如 关 0. 设 ala 十 bi) 二 (a 十 bi)a== 
1,; 这 里 1 是 下 的 单位 元 . 则 


a 二 


二 a 7 二 二 二 区 

是 a 十 bi 的 逆 元 .所 以 下 是 一 个 域 . 

注 记 F=Q@0), 它 是 包含 有 理 数 域 Q 与 i 的 最 小 数 域 . 

二 {所 有 实数 a 十 bV3, (a,65 是 有 理 数 )}, 证 明 ;F 对 于 普通 加 法 和 和 屏 法 来 说 是 一 

个 域 . 

证 仿 上 面 题 1, 可 证 下 是 一 个 整 环 . 且 下 有 1 关 0. Ya 二 bV3 EF,a 二 bY3 关 0, 即 a,6 
中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 则 a 一 35: 关 0. 不 然 ,车 a? 一 3 刀 二 0, 即 a: 一 3,a 二 士 YV36. 因 a 是 
有 理 数 ,V3 是 无 理 数 , 故 5 一 0, 从 而 a 二 0, 此 与 a,5 不 全 为 0 矛盾 . 所 以 a? 一 38? 关 0. 容 
易 验 证 


iEF 


1 一 
二 a? rp + ? ap V3EF 


是 a 十 5V3 的 道 元 . 于 是 下 是 一 个 域 . 

注 记 下 一 @QCW3), 它 是 包含 有 理 数 域 @ 与 V3 的 最 小 数 域 . 

3. 证 明 , 一 个 至 少 有 两 个 元 而 且 没有 零 因子 的 有 限 环 是 一 个 除 环 . 

证 设 R 是 一 个 没有 零 因 子 的 有 限 非 零 环 ,要 证 R 是 一 个 除 环 , 只 需 证 明 R* ==R 一 
{0} 是 一 个 乘 群 . 因 RR 是 非 零 环 , 故 R 至 少 包含 一 个 不 等 于 零 的 元 , 即 R" 去 2. 

IT. Ya,bER' ,a 关 0,6 关 0, 因 RR 无 零 因 子 , 故 ab 去 0, 从 而 3 |abER* ,于 是 R* 对 乘法 
封闭 . 

本 . R* 中 乘法 适合 结合 律 . 
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. 耳 “. 环 RR 中 消去 律 成 立 ?, 从 而 R* 中 消去 律 成 立 , 即 : Ya,pcER, 若 a8 一 zc, 则 8 一 c; 
车 ac=ca, 则 0 一 <. 
因 R* 是 有 限 集 , 故 由 有 限 群 的 另 一 定义 2,R’ 是 乘 群 . 由 第 十 章 ,1,6) 知 R 是 一 
个 除 环 . 
注 1) 设 尺 是 有 限 环 , 则 
R 至 少 含 两 个 元 且 R 无 零 因 子 参 尺 是 除 环 . 
2) 1) 的 逆 否 命题 : 设 尺 是 有 限 环 且 尺 拓 (0} , 则 
及 不 是 除 环 千 RR 有 零 因 子 . 
3) 设 R 是 有 限 交 换 环 , 则 
R 至 少 含 两 个 元 且 R 无 零 因 子 售 R 是 域 . 
对 于 有 限 环 来 说 判断 是 否 为 域 用 此 条 件 较 定义 简便 ( 见 第 十 章 , 一 ,2). 
4) 设 R 是 有 限 非 零 环 , 则 
FR 是 整 环 合 R 是 域 . 
证 一 (二 ) 由 该 命题 即 知 R 是 域 . 
(二 ) 显然 . 
证 二 〈 一 ) 首先 证 明 : 若 尺 是 有 单位 元 1 的 含有 限 个 元 的 交换 环 , 则 R 的 元 , 除 零 
元 外 不 是 可 道 元 就 是 零 因子 (参看 第 九 童 ,三 ,1,4)). 
事实 上 , 当 R={0} 时 ,命题 显然 成 立 . 当 尽 入 (0) 时 , 设 尺 含 z(>1) 个 元 . 若 a(E R) 不 
是 可 道 元 ,oa 天 0, 则 习 zER, 使 得 cz=1. 作 和 集 P= {ar|r ER}), 于 是 PCR 且 1EP, 即 P 是 
R 的 真子 集 ,P 含 元 的 个 数 小 于 n. 因 尺 含 n 个 元 , 故 形 如 ar(rE 尺 ) 的 元 可 写 出 2 个, 因此， 
rir2 ER,ri rs ;使 得 ari 一 ar , 即 a(r 一 天) 一 0. 因 n 一 rs 关 0,4 关 0, 故 a 是 RR 的 左 零 
因子 . 同 理 可 证 a 也 是 RR 的 右 零 因子 , 即 a 是 零 因子 . 
由 题 设 ,R 是 有 限 非 零 整 环 , 从 而 R 的 元 除 零 元 外 不 是 可 逆 元 就 是 零 因 子 . 今 尺 无 零 
因子 ,因此 R 的 每 个 非 零 元 都 是 可 道 元 ,由 定义 R 是 域 . 
(二 ) 显然 . 
无 限 整 环 未 必 是 域 ,如 整数 环 Z. 但 非 零 有 限 整 环 必 为 域 . 
4. 设 尺 二 {所 有 复数 对 (Ca, 有)}. 这 里 
(as 有) 一 (as , 太 ) , 当 而 且 只 当 mm 二 a ;Bi 二 BB 的 时 候 . 
R 的 加 法 和 乘法 是 
(ai ,Bi) 十 (as ,pb) 一 《al 十 az 有 十 记 )， 
a1,Bi) (Caz,B) = (aas — BB sab + Ba). 
这 里 5 表示 的 是 a 的 共 轿 数 : 
a 二 a 十 Qi, 6 二 a 一 Qsi(a ,a 是 实数 ). 
则 RR 是 一 个 除 环 . 这 个 环 叫 做 四 元 数 除 环 . 
详细 证 明 :R 的 乘法 适合 结合 律 . 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 88. 定理 
@ 同上 .39. 
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证 V (a13B) (as ,Cas ,BER, 
[Cai ,Bi) (Cas ,Be ) J (as ,Bi) = (a a —Bp, ,ab 二 Ba ) (as ,Bs ) 


一 ( (aias —BiB,)as — (abt Ba )Bs, (aes —PBB)B + (ap, + Ba )u ) ， 


(Cai ,Bi)L Ca ,Ba) Cas ,让 )] 一 (ay 有 )(Casas 一 及 记 ,azB,s Bars ) 
一 (a (asas —PBaBs) 一 有 CazBs tbr) ,al (asBs tbBrs)+B (aras —BBs )) 


Cl102 03 一 局 一 及 (亚太 十 太 西 ) ,aa aas 十 Qi Boa 十 局 Tar —BB) ) 


( 
(wmam —apBBs—B wbBs— PiPaas ,aa2Bs + aipors + Ba ms —BB,B, ) 
( 


= (Ca —BPB)as— (mB,tB a ) B,C —BPB)B + CoB +R a ). 
所 以 : 
[Ca ,Bi ) Caz ,PB ) J (Cas ,B:) = Ca ,B) Las ,bo ) (as ,B) J. 
5. 验证 ,四 元 数 除 环 的 任意 元 (a 十 bi,c 十 di) ,这 里 a,b,c,d 是 实数 ,可 以 写成 
(a,0) + (58,0) (Ci,0) + Cc,0) (0,1) + (qd,0)(0,i) 
的 形式 . 
证 
(a bisc+ di) = (a,c) + (bi,di) 
一 (a,0) 十 (6i,0) 十 (0,c) 十 (0,di) 
= (a,0)(1,0) + (5,0)(i,0) + (ce,0) (0,1) + (d,0)(0,i). 
6. 假定 下 是 一 个 有 四 个 元 的 域 . 
证 明 : 

1) FF 的 特征 是 2; 

2) 下 的 不 等 于 零 或 1 的 两 个 元 都 适合 方程 x*==z 十 1. 

证 一 1) 因 下 是 有 限 加 群 , 故 由 第 四 章 ,二 ,7 知 ,F 的 每 一 个 元 的 阶 都 有 限 , 因 下 是 
无 零 因子 环 , 故 下 的 非 零 元 的 阶 都 相同 . 因此 YsEF,s 关 0, 可 设 :的 阶 = 正 整数 n, 则 n|4， 
且 zn 是 素数 ?0, 于 是 n=2, 所 以 ch F=2. 

2) 设 F={0,1,a,b}. 已 知 ch F=2, 从 而 1 十 1 二 0,a 十 a 二 0,6 十 6 二 0. 因 0 是 下 的 零 
元 , 故 0 十 0 二 0,0 十 1==1,0 十 a 二 a,0 十 5 二 6b. 由 下 的 加 法 适合 消去 律 ,1 十 a 关 a,1 十 a 关 1. 又 
1 十 a 关 0( 不 然 ; 若 1 十 a 二 0, 则 a= 一 1 二 1, 矛 盾 ) ,所 以 1 十 a==5b. 同 理 1 十 6 二 a,a 十 6 二 1. 又 
由 下 的 加 法 适合 交换 律 , 从 而 有 加 法 表 : 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 ， 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 96. 定理 2. 
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因 下 是 域 , 故 F* = 二 F 一 {0}=={1,a,6}) 是 一 个 3 阶乘 群 . 由 F* 的 乘法 适合 消去 律 ,ab 隆 
asyab 关 5, 所 议 ap 一 1. 又 好 夭 aa 天 1( 不 然 , 若 到 一 1， 又 ab= 二 1, 于 是 a 二 ab, 妈 a= 二 b, 巴 
盾 ) ,所 以 a:=b. 同 理 F 一 a， 由 下 的 乘法 适合 交换 律 ,ba 二 1. 于 是 有 乘法 表 


显 见 ,a2: 一 0 一 a 十 1, 02 一 0 一 0 十 1. 

证 二 1) 车 ch F 承 2, 即 下 的 不 等 于 零 的 元 的 阶 不 等 于 2, 从 而 把 下 看 成 加 群 . 由 第 
七 章 ,二 ,11,F 与 模 4 的 剩余 类 加 和 群 乙 同 构 , 于 是 在 下 中 必 有 4 阶 元 . 由 下 是 无 零 因子 环 ， 
下 中 3 个 非 零 元 的 阶 都 是 4, 此 与 第 四 章 , 二 ,5 矛 秆 . 所 以 ch F=2. 

2) 因 下 是 有 4 个 元 的 域 , 故 由 第 七 章 ,二 ,6,F* ==F 一 10} 是 一 个 3 阶 循环 乘 群 , 即 
FF 一 (gq)= 二 {1,aya?) ,其 中 = 二 1, 从 而 ={0,1,a, a?}. 因 ch 下 =2, 故 a 十 1 关 0. 因 下 的 加 
法 适合 消去 律 , 故 a 十 1 取 1,4 十 1 取 4a, 从 而 a 十 1=a?. 又 由 ch F=2,a? 十 1=a? 十 (一 1)==a 
二 asa 二 a 一 (a?)*. 所 以 下 的 不 等 于 零 或 1 的 两 个 元 都 适合 方程 x* 二 zx 十 1. 

证 三 1) 因 域 下 中 共有 3 个 非 零 元 , 故 必 有 一 个 非 零 元 a 的 负 元 是 本 身 , 即 4 二 一 a， 
2a=0,a 的 阶 =2. 又 下 是 元 零 因子 环 , 所 以 ch 下 一 2. 

2) 因 下 一 (0,1,at， az } 是 域 , 故 PF" =F—{0}= (1,a ,az } 是 乘 群 , 且 下 ” 的 阶 是 素数 
3. 又 ai 的 阶 不 等 于 1, 从 而 al 与 az 的 阶 都 是 3， 即 as 一 1 一 0, 于 是 (ae; 一 1)(qo 十 ai 十 1) 一 
0,i 二 1,2. 因 a; 一 1 关 0, 又 域 下 无 零 因子 , 故 4? 十 a; 十 1 二 0,; 即 a 二 一 a: 十 (一 1). 因 ch 下 一 
2, 故 下 的 非 零 元 的 阶 都 是 2, 即 一 a; 二 a;, 一 1==1, 所 以 a 二 ai 十 1] ,i 二 1,2. 

证 四 1) 假设 ch F=3, 则 下 中 3 个 非 零 元 的 阶 都 是 3, 此 与 第 四 章 , 二 ,5 矛盾 .所 
以 ch F 关 3. 又 ch 三 是 委 4 的 一 个 素数 ,从 而 ch F=2. 

.2) 见证 一 . 

证 五 1) 因 下 是 4 二 2 阶 整 环 , 故 由 第 十 章 , 一 ,5,10),ch ==2. 

2) 见证 一 . 

注 因 下 * 一 F 一 {0} 是 3 阶 循环 乘 群 ,从 同 构 观点 看 ,3 阶 循环 乘 群 只 有 1 个 , 故 四 元 域 
也 只 有 1 个 . 

7. 假定 [aj 是 模 ”的 一 个 剩余 类 . 证 明 : 若 a 同 =” 互 素 , 那 么 所 有 [cj 的 数 都 同 ” 互 
(这 时 我 们 说 [aj 同 n 互 素 ). : 

证 一 ”VxE[aj, 设 (zx,) 二 d;, 则 3 zym EZ ,使 得 zx 一 dx,n 一 dm. 因 xE[Laj, 故 n|a—z, 
从 而 3qEZ ,使 得 a 一 x 二 nq, 于 是 

a=ZXx 二 ng 二 dzx1 十 dn1q= 二 d(Xi 十 n19)， 

其 中 zi 十 mg€Z. 因此 dja, 又 din, 有 ad|(a,)=1. 所 以 d=(z,)=1. 


证 二 VzxE[a], 有 n|a 一 zx, 从 而 3g€Z ,使 得 a 一 x 一 gn, 即 a 一 zx 十 gn. 又 因 (a,n) 一 
1, 故 3u,vEZ ,使 得 ua 十 vn 二 1, 即 w(x 十 qn) 十 vn 二 1,uz 十 (wuq 十 v)n==1, 其 中 ,wg 十 vE€ 
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Z. 所 以 (zx,n) 二 1. 

8. 证 明 : 所 有 同 ” 互 素 的 模 ” 的 剩余 类 对 于 剩余 类 的 乘法 来 说 作成 一 个 群 ( 同 ” 互 素 
的 剩余 类 的 个 数 一 般 用 符号 四 (n) 来 表示 ,并 且 把 它 叫 做 尤 拉 中 函数 ). 

证 一 设 G={[aj|[aj 是 模 n 的 剩余 类 ,[a] 同 n 互 索 ),n>1. 今 证 G 是 群 . 因 (1,n) 
二 1, 故 [1JE G, 从 而 G 关 人 2. 

1) VLaj,LbJEG,Lajtdj=[Labl. 由 (ayn)=(65,n) 二 1, 有 av 十 nu 二 1,bv 十 nu 二 1， 
从 而 Cav 十 nu) (bv 十 nu ) 二 1， 

即 

ab(vo') +nbuv’ av nuu’) = 1. 
所 以 (ab,n) 二 1.( 另 一 证 法 :车 (ab,n) 关 1, 则 有 素数 pp, 使 p|n,p|ab, 由 是 素数 ,p|a 或 
p15. 从 而 是 a,n 的 公 因 数 或 p 是 5,n 的 公 因 数 . 此 与 (a,n) = (5,n) 二 1 矛盾 .) 于 
是 [abjE G. 

车 [a =[o],[ 的 王 [本 , 则 [c J[6 征 =[a'6'JE G. 下 面 证 明 [a'%% 仆 = [abj. 事实 上 ,由 
[a J]=[aj,[6b’] 二 [6], 有 nn a’ 一 asn|6' 一 6, 从 而 nla (2 一 四) 十 ba 一 ca 一 ca 一 ab. 所 以 
[La% ==[abJ. 即 习 | [abE G, 使 得 [ej][5]=[ab]. 

2) ”乘法 适合 结合 律 . 

3) V [aj,[zxJ,[z JE G, 若 [a][z]=[a]f[z], 则 [ez]=[az], 从 而 =|az 一 az 一 
a(zx 一 xz”). 但 (n,a)=1, 于 是 nn|z 一 zx , 即 [x]==[zx J]. 所 以 左 消去 律 成 立 . 同 理 可 证 右 消去 
律 成 立 . 

综 上 ,又 G 是 有 限 集 ,因此 G 作成 一 个 群 . 

证 二 ”由 证 一 ,已 证 G 关 户 ,G 对 乘法 封闭 ,结合 律 成 立 . 再 证 G 有 单位 元 , 且 每 个 元 有 
逆 元 . 

1) 因 (,n)==1, 故 [1JE G,[1j 是 G 的 单位 元 . 

2) YLal€E G,(a,n)==1, 从 而 3 u,vE€Z ,使 得 wa 十 wn 二 1, 目 (4,n)= 二 1. 于 是 [wjFa] 十 
[vj[nj]==[1j, 由 [nj 二 [0j, 有 [uj[Laj=[1j. 又 [aj[uj==[1]j, 因 此 ,faj 有 逆 元 [a]”!==[a]j 
( 见 第 九 童 ,三 ,11,1)). 因 (w,n) 二 1, 故 [a] =[uj€G. 

综 上 ,由 群 的 定义 知 G 是 一 个 群 . 

注 见 后 面 第 十 四 章 ,四 ,7. 

9. 证 明 : 若 是 (az) 一 1, 那么 at 三 1(o)[ 费 马 定理 ]. 

证 由 上 面 8 题 知 

G={([a]|[o] 是 模 ”的 剩余 类 ,[a] 同 ” 互 素 ) 


(xz>1) 是 一 个 群 . 已 知 (a,m) 一 1, 从 而 [a]Ee G. 且 |[o]| | 1Gl = 和 (m) ,由 第 四 章 ,一 ,6， 
[ass =[] 又 


dm 个 由 (个 
[Fajyo = [a][fe]…fa] = [ea … a] = [ay ]， 
于 是 [ao"] 一 [1], 即 n|as™ 一 1. 所 以 as 二 1(n). 
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注 1) 设 记 是 素数 ,a 是 任 一 正 整数 , 若 (a,p) 二 1, 则 a”! 寺 1(p), 即 pa?! 一 1. 
证 ”由 该 命题 ,有 as 二 1(p). 因 p 是 雪 数 , 故 g 和 (Pp) 二 p 一 1. 所 以 a*! 二 1(p). 

2) 设 p 是 素数 ,a 是 任 一 正 整数 , 则 a? 三 a(p). 

证 @ 车 Gasp) 二 1, 则 由 注 1),pla”! 一 1. 显然 p|ala”7! 一 了 D==a? 一 a, 即 a? 二 a(p). 


@ 车 (a,p) 了 1, 因 是 素数 , 故 p|a. 显然 bp|a* 一 a, 即 a? 二 a(p). 
三 、 讲 与 练 
1. 试 判断 以 下 各 集 R 对 于 规定 的 十 、* 来 说 是 否 作成 环 ,是 否 作 成 域 . 


1) R= .||a e 域 F .十 ,矩阵 加 法 ，， :矩阵 乘法 .矩阵 中 除 主 对 角 线 外 
的 元 素 都 是 0. ) 
2) R=」| “”.， ||ae 域 下 | .+ :矩阵 加 法 ,， :矩阵 乘法 (矩阵 中 除 主 对 角 线 外 
0 
的 元 素 都 是 0. ) 
3) R=4| “.， ||aie 域 Fi ,n>1. 十 ,矩阵 加 法 :矩阵 乘法 (矩阵 中 除 主 对 ， 


Qn 
角 线 外 的 元 素 都 是 0. ) 
4) ”RR 一 M.() ,其 中 下 是 域 ,n 之 1. 十 :矩阵 加 法 ,， :矩阵 乘法 . 
5) 及 一 R[z]. 十: 多项式 加 法 ,， :多 项 式 乘法 . 
6) R={0,1}. 


7) 


8) 
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解 1) RR 是 环 也 是 域 . 
2) RR 是 环 也 是 域 . 


3) R 是 环 但 不 是 域 . 因 3A=| ”.， “|( 尖 WE R, 而 A 在 R 中 无 逆 元 . 


4) 民 是 环 但 不 是 域 . 见 第 九 章 , 三 ,7. 
5) 尺 是 环 但 不 是 域 . 因为 次 数 大 于 零 的 多 项 式 都 不 是 可 逆 元 . 
6) R 是 环 且 是 域 . 
7) RR 是 环 且 是 域 . 
8) 尺 不 是 环 . 因为 c(b+o)=ca=a,cb+cc=c 十 c 二 6b，, 所 以 clb+ce) cecec. 
2. 集 R= { (aa yaz ) la ,az EQ } 对 于 
(ai yaz) 一 (站 2) 全 a= ,HA as =b, 
(aiyas) 十 (bp ) 一 (al 十 Daz 十 b2)， 
(a1»42) Cb1 ,6b2) = ab yazpz) 
来 说 能 作成 一 个 环 吗 ? 能 作成 一 个 域 吗 ? 
解 ” 按 环 的 定义 逐条 验证 可 知 R 作成 一 个 环 . (0,0) 是 R 的 零 元 . Y (aaz)ER, 有 负 
元 (一 a ,一 a2)E R, 生 R 有 单位 元 (1,1). 当 ai 关 0 且 as 关 0 时 , (a1,as)(E 尺 ) 有 北 元 


( 汪 , 言 )eR.RR 是 交换 环 . 


RR 不 能 作成 一 个 域 . 因为 R 有 零 因 子 , 例 ,(a,0),(0,2)( 其 中 a 天 0 且 8 天 0) 都 是 尺 的 
零 因 子 . 
注 1) 该 命题 可 推广 为 如 下 命题 ; 设 Ri 与 R: 是 两 个 环 , 则 集 R= 
{Cai ,02) |a ERiar EGR: } 对 于 
(alyaz) 一 ( 和 2) 全 al 一 六 县 ca 一 和， 
(al yas) 十 (bpe) 一 (al 十 Das 十 加 )， 
(al yaz)(p ,bz)= ab ,asb;) 
来 说 作成 一 个 环 . 设 os 和 0 分 别 是 R 和 Rs 的 零 元 , 则 0= (0 ,0 ) 是 尺 的 零 元 . Y (ai， 
C2 )E RR, 有 人 负 元 (一 a 一 02)EG R. 当 R, 和 及: 分 别 有 单 位 元 JR， 和 lg, 时,R 有 单位 元 (lm slp, ). 
这 时 ,(a ,42) 是 R 的 可 递 元 今 a 和 as 分 别 是 R 和 Rs 的 可 逆 元 . 再 者 ,R 是 交换 环 局 Ri 和 
R, 都 是 交换 环 . 但 当 R, 和 Rs 都 无 零 因子 时 ,R 未 必 无 零 因 子 . 
2) ”还 可 作 如 下 推广 ; 设 Ri ,R ,…;R 是 nn 个 环 , 则 集 R= { (al ,az »*"* ,ln ) | a ER， } 对 于 
(aiyaz29° Gan) = (bbs bs) Oai = bi,i= 1,2,",n, 
(al yas as) 二 Cbi ba ba) = (ai 二 bh ab" a 二 6,), 
(al ,az an) Chi yp ,0,) = (aibi aspz ， "3 arb ) 
来 说 作成 一 个 环 . 
3) 在 该 题 中 ,将 乘法 定义 改 为 
(alyaz)(b ,6) = (aibi ,azbe), 
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则 R 仍 能 作成 一 个 环 . 此 时 R 不 是 交换 环 . 
4) 设 R={(ai,az)|alsas E{ 奇 , 偶 )). 


十 | 奇 偶 
奇 | 偶 奇 
偶 | 奇 偶 


是 集 { 奇 , 偶 } 的 两 个 代数 运算 ,在 RR 中 规定 
(ayas) = O10) Sa=h Ha=b, 
(alyaz) 由 (61,b) = ait ast be), 
(aaz) (©) bi,b2) = (aibi sazbs), 
则 R 作成 一 个 环 . ( 偶 , 偶 ) 是 R 的 零 元 . VY 《a1 ,as)(E R) 的 负 元 就 是 其 自身 . 
5) R= {(ai,a:) la ,az ER } 对 于 
(ayaz) = (Db) Oa=h 且 as 一 六 
(ai yaz) 十 (pb) 一 (al 十 as 十 2)， 
(artyaz)(pb yp) = abi — azbz a1bs + azbi) 
来 说 作成 一 个 域 . (0,0) 是 尺 的 零 元 . Y Cai,az)ER, 有 负 元 (一 a， 一 az)E R. (1,0) 是 尺 的 


单位 元 ， VY (aiyaz)( 天 (0;0)， 即 aa 天 0 或 aa 天 0O)ER， 有 逆 元 (二 二 于 ,于 i )ER. 实际 上 


该 R 与 复数 域 同 构 . 
6) 在 注 5) 中 ,将 乘法 定义 改 为 
(alyaz)(b ps) = (aibi — azbs, — aibs — azb1), 
RR 不 是 一 个 环 . 因为 乘法 结合 律 不 成 立 . 取 (1,1),(0,1),(1,0)E R, 有 [C1,1)(0,1)](1,0) 
二 (一 ], 一 1)(1,0) 二 (一 1,1), 但 (1,D[C0,1)(1,0)]=(1,1)(0, 一 1)==(1,1). 
3. 设 环 R 关 {0) ,证 明 : 
及 是 除 环 全 Ya( 承 0) ,bER ,方程 cz 一 以 或 ya 二 5b) 在 R 中 有 解 . 

证 (二 >) 因 尺 是 除 环 , 故 R" = 二 R 一 {0} 是 乘 群 ,从 而 Ya,b5ER,a 关 0, 当 5b 关 0 时 , 即 
a,bER' ,方程 ax==6b 在 R* 中 有 解 ,当然 也 在 尺 中 有 和 解 ; 当 65=0 时 ,方程 ax 二 0 有 解 0 且 
OE€R., 

(二 ) YabER': ,由 已 知 ,方程 ax=b 有 解 c ER, 方 程 bzx==c 有 人 解 d ER, 即 abd 二 ac 
二 b. 因 5b 关 0, 故 ab 关 0, 从 而 ab ER"* ,至 此 说 明 R* 对 乘法 封闭 . 又 因 a 关 0,6 隆 0, 有 ab 天 0， 
故 说 明 R 无 零 因子 ,消去 律 成 立 . 

下 面 再 证 明 R* 有 单位 元 . 由 R 关 {10} , ja( 关 0)E R, 方 程 ax 一 a 有 人 解 e 且 e ER*, 即 
ae 二 a. 两 边 右 乘 eae: =ae, 因 a 夭 0, 故 由 消去 律 所 一 e, 即 。 是 无 零 因子 环 的 非 零 赛 等 元 . 
由 第 九 章 ,四 ,12,3),e 是 民 的 ,当然 也 是 RR" 的 单位 元 . 

最 后 , Ya ER"* ,方程 ax 二 e 在 R' 中 有 解 a', 即 aa = 二 e. 从 而 a 有 右 逆 元 c“ER". 

显然 R* 中 乘法 适合 结合 律 , 且 R’ 闫 2. 

综 上 ,R" 是 乘 群 . 所 以 R 是 除 环 . 

注 ”该 命题 给 出 了 域 的 一 个 判别 条 件 : 设 下 是 含 非 零 元 的 交换 环 , 则 

下 是 域 入 Va( 天 0),56EF ,方程 az==6b( 或 ya 二 5) 在 下 中 有 和 解 . 
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4. 在 一 个 特征 是 素数 p 的 无 零 因 子 的 交换 环 尺 里, 证明: 
1) (a—b)?=a?—b?. 
2) ”对 于 任意 非 负 整数 n, 有 (a 土 5)*” = 二 a? 土 b?. 
3) 对 每 个 整数 * 之 0， 
(ai 士 az 士 … 士 am)P 二 af 士 o 扩 士 … 士 吃 ， 
4)” 当 尺 有 单位 元 1 时 ,(n1)?* 二 nl. 
5) a)!1=ar 1 二 ar ?6 二 二 ab ?二 bl!, 
证 1) 我 们 有 
(Ca? = (+ = a 0. 
QD 当 p 是 奇 素数 时 ， 
(a— WD?=att+(—D?=art+(—h)*=ar—b. 
@ 当 上 p 是 偶 素 数 时 , 即 p= 二 2. 因 ch R=2, 故 26? 一 0, 从 而 克 二 一 .于 是 
(ae 一 所 2 一 at 十 (一 拉 一 0 十 有 一 4 十 (一 用) = a?— br. 
(还 可 如 下 证 明 : 设 ac 一 5 一 z, 即 < 一 z 十 0 则 az 一 (z 十 0 一 zz 十 太一 (一 0 十 村 .所 以 
(a—b)?=a?—b?.) 
2) ”对 作 数 学 归纳 法 . 
当 ”一 0,1 时 ,命题 显然 成 立 . 
假定 "一 上 时 命题 成 立 . 今 看 n==& 十 1 时 ， 
(Cat) +) 一 a) 
3) ”对 m 作 数 学 归纳 法 . 


当 m= 二 1 时 ,命题 显然 成 立 . 
假定 m==& 时 命题 成 立 . 今 证 m=k 十 1 时 ， 命题 也 成 立 


(aa + at 二 an)r = | Gar 土 % 土 … 土 o) 土 on 
二 (@i 土 qz 土 … 士 441)” 土 a 媳 1 一 (af 土 a 入 土 … +af ) 土 a#fi 


二 af 土 a 土 … 士 af 土 afti ， 
由 归纳 原理 ， 命题 成 立 . 


by 


一 “ 叶 _、 > ” 史 - 
4) (71)2 一 (1 十 1 十 … 十 1)* 一 1? 十 12 十 … 十 12 一 1 十 1 十 … 十 1 一?. 
5) (a 一 0b)? 二 (a 一 6)(a 一 68)* 1!; 又 


(一 及 = ab = ab) (a tarb+ +ab" +6+), 
从 而 
Cala = (ae 一 人 (ar tarb+t ta + ). 
@ 当 a 一 b 关 0 时, 因 尺 无 零 因 子 , 故 消去 律 成 立 , 于 是 


@ ” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 : 商 等 教育 出 版 社 ,1978. 96. 22 行 . 
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(a 一 人 入 一 ai 十 a 扩 0 十 … 十 吧 生 :十 六 
加 当 a 一 5 二 0 即 a 二 5 时 , 因 ch R= 一 p, 故 
a? 1 十 ar 人 6 二 十 ab 十 6? 二 pa” 一 0 二 (ee 一 人 入 
注 1) 注意 ,R 必须 是 交换 环 ,命题 才 成 立 . 
2) 1963 年 卡 斯 拉 (S. Caslar) 证 明了 命题 : 设 尺 是 特征 为 素数 之 的 除 环 , 则 
尺 是 域 针 Va,b5ER,(a 二 +b)? 二 a? 十 b? 

的 充分 性 . 

5. 利用 上 面 4 题 证 明 : 在 Z; 中 ， 

1) [57] 一 [23 十 L1]; 

2) [5’j=[5j. 

证 ”了 Z 是 无 零 因子 的 交换 环 , 且 ch Z; 王 7. 

1) [5 一 [5] 一 人 [2] 二 [2 十 [7 一 [2 十 [2 了 了 十 [了 一 2[27] 十 [ 匡 一 [2 十 1 . 

2) [5 中 = 王 [5 了 =([ 匡 十 [十 [十 [十 [1 一 [了 十 人 了 十 [1 十 [了 十 [一 
[十 [十 [十 [十 [= 人 5]. 


四 、 思 考 问题 


1. 试 判断 以 下 各 集 下 对 于 规定 的 十 、。 来 说 是 否 作成 域 
) F-|( 人 2 ") ebeQ|. 十 ,矩阵 加 法 ，。 :矩阵 乘法 . 


) F-| (2 ,|eseR| 十 :和 矩阵 加 法 ,，。 :矩阵 乘法 . 


二 


LN 


3) F—(atby+e V5|a,b,c EQ). 十 :实数 加 法 ，， :实数 乘法 . 
4) FP (Bp 
g(x) bo 二 BZ 十 … 十 bm” 

PIX) __r(z) 

q(x) s(x) 


PX) r(x) _ plr)s(x)+r(r) g(x) 
g(x) SCZ) QCZ)S(CZD) 


px) ,rz) _ px)r(z) 
q(x) s(x) q(x)s(r) 


2. 设 尺 是 除 环 . 证 明 ; 加 群 R 与 乘 群 R* =R 一 10} 不 同 构 . 

3. 设 R 是 含 g 个 元 的 有 限 除 环 . 证 明 : Va€ER,a’=a. 

4. 设 尺 是 环 ,aER. 车 35ER, 使 得 a 十 6 一 a5 二 0, 则 称 5 为 a 的 右 拟 逆 元 . 证 明 : 除 
环 RR 中 的 元 除 单位 元 1 外 ,其 余 的 元 都 有 右 拟 送 元 . 

s. 证 明 : 不 存在 只 含 6 个 元 的 整 环 . 

6. 设 下 是 含 5 个 元 的 域 . 证 明 : 

1) ch F=5 

2) 乘 群 F' 二 F 一 {0) 是 一 个 4 阶 循环 群 . (参看 第 十 七 章 , 一 ,9). 


Ci ， EQ yq(CZ) 天 0 。 


© 六 (z)sCZ) 一 rz)9CZ)， 


9 


165 


第 十 一 章 子 环 、 环 的 同 态 、 多 项 式 环 


一 、 基 本 问题 问答 


1. 子 环 . 子 整 环 . 子 除 环 和 子 域 的 定义 是 什么 ? 并 给 出 一 些 判 别 条 件 . 
答 1) 设 R 是 环 , 则 
S 是 环 R 的 子 环 gx 


(R 称 为 S 的 扩 环 ) SR 
@ SS 对 于 尺 的 十 、，* 来 说 作成 一 个 环 
SS 中 GASCR; 
© Va,b€ES—>a-bE€S; 
@ Va,bE€ES=>abE€ES 
SS DO GSCR; 
© Ya'pES 一 aa 十 0, 一 aapES. 
2) 设 尺 是 整 环 , 则 
S 是 整 环 R 的 子 整 环 cs @ SCR; 
@ S 对 于 R 的 十 .来 说 作成 一 个 整 环 
会 四 SCRI; 
© VabE€ES=>a—bES; 
@ Ya'pES 一 apES; 
田 S 有 单位 元 . 
3) 设 R 是 除 环 , 则 
S 是 除 环 R 的 于 除 环 e 尘 > SCR; 
@ S 对 于 R 的 十 .来 说 作成 一 个 除 环 
会 人 SCR; 
@ S 中 有 非 零 元 ; 
®@ Vab€ES—>a—bES; 
@ Va,b€ES,bA0> ab IES 
会 © SCR; 
© Va,bES—>a—bE€ES; 
@ S =S 一 {0} 是 乘 群 
会 DD SCR; 
@@ S 中 有 非 零 元 ; 
®@ Va'pc( 关 0)E Sa—b,ab,c IES 
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命 四 5S 是 R 的 非 零 子 环 ; 
@ YVES,a 关 0 一 amiE S. 
4) 设 下 是 域 , 则 
S 是 域 的 子 域 。 、 


Va,bES—>a—bE€S; 
Va,bES,LA0> ab ES. 


( 称 F 为 的 扩 域 ' So 
@ Ss 对 于 F 的 十 、… 来 说 作成 一 个 域 
© OO SCF; 
@ S 中 有 非 零 元 ; 
@ 
@ 


5) 设 下 是 有 限 域 , 则 
S 是 下 的 子 域 全 @@ SCF; 
@ SS 至 少 有 两 个 元 ; 
@ VvVa,pES> 一 4 十 bp,apES. 
命题 5) 由 第 十 章 , 二 ,3 可 证 . 
2. 什么 是 环 民 的 当然 子 环 .真子 环 ? 什么 是 域 下 的 当然 子 域 .真子 域 ? 
答 环 民 与 零 环 (0} 是 尺 的 当然 子 环 . 若 S 是 尺 的 子 环 ,但 S 隐 R 且 S 关 {0}, 则 称 S 是 
R 的 真子 环 . 
域 下 是 下 的 当然 子 域 . 若 S 是 下 的 子 域 ,但 S 关 F, 则 称 S 为 的 真子 域 . 
环 民 的 当然 子 环 与 域 下 的 当然 子 域 必 存在 . 
3. 设 S 是 环 尺 的 子 环 ,举例 说 明 : 
1) 可 能 R 与 S 都 无 单位 元 . 
2) ”可 能 尺 无 单位 元 而 S 有 单位 元 . 
3) 可 能 尺 有 单位 元 而 S 无 单位 元 . 
4) ”可 能 RR 与 S$ 都 有 单位 元 ,而 
@ R 与 S 的 单 与 元 不 相同 . 
@ RR 与 S 的 单位 元 相同 . 
5) ”车 S' 也 是 环 R 的 子 环 ,R,S,S’ 都 有 单位 元 ,可 能 三 者 各 不 相间 . 
答 1) 4Z={4n|n EZ ) 是 偶数 环 2Z 一 {2n|nEZ ) 的 子 环 ,二 者 都 无 单位 元 . 


2 s-|( |*sc | 是 环 R- | (8 |。eec | 的 子 环 ,R 无 单位 元 ,S 有 单位 


sc 人 和 人 (9 Dlorezen 


- 1 
Ms (Z) 的 子 环 , M (Z) 有 单位 元 (， 1),，S 无 单位 元 又 例 ，S 一 
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{ (a5) 


(az )EM, (了 )5 Vi<j,as 一 0) 是 M, (ZZ) 的 子 环 ,M,(Z) 有 单位 元 . ， 


0 0 .… 0 0 0 … 0 0 
: : : an 0 … 0 0 

但 S 无 单位 元 ,因为 , 取 A=| 。 。 » | ES,vX= . .le 
1 0 °° 0 Qnl Un2 > Un,n—1 0 


S, 有 XA=0 关 A, 即 S 中 任意 元 都 不 能 是 左 单位 元 . 所 以 ,S 无 单位 元 . 

4) D S={(ay)|(a)E M,CZ) ;a ma =0,i,j=1,2,…,n} 是 环 M,(Z) 的 子 环 . 

1 1 
1 1 
M, (ZZ) 有 单位 元 …. ;S 有 单位 元 , ,二 者 不 相同 . 又 例 ， 
1 1 
1 0 

S= (0} 是 整数 环 乙 的 子 环 , 但 S 的 单位 元 0 不 等 于 Z 的 单位 元 1. 

@@ Z 是 环 Z[i]= (a 十 bi|a,5EZ ) 的 子 环 , 二 者 的 单位 元 都 是 数 1. 又 例 , 数 域 下 是 下 
上 多 项 式 环 F[Lzj 的 子 环 ,二 者 的 单位 元 都 是 数 1. 

5) S={[0j,[3j} 与 S ={[0j,[2],54]) 都 是 模 6 的 剩余 类 环 Z 的 子 环 . Ze 有 单位 元 
[1j,S 有 单位 元 [3],S 有 单位 元 [4] ,它们 各 不 相同 . 

注 ” 环 与 其 子 环 在 是 否 有 单位 元 的 问题 上 没有 必然 的 规律 . 各 种 情况 都 可 能 发 生 . 

4. 试 判断 下 列 各 命题 是 否 正确 . 设 S 是 环 R 的 子 环 . 

1) S 的 零 元 与 R 的 零 元 相同 . 

2) S 中 任意 元 < 在 S 中 的 负 元 与 a 在 R 中 的 负 元 相同 . 

3) ”车 尺 无 零 因 子 , 则 S 也 无 零 因子 . 

4) ”车 尺 有 和 零 因子 , 则 S 也 有 零 因子 . 

5) 车 尺 与 S 有 相同 的 单位 元 , 则 

@ 如 果 a 是 S 的 可 道 元 ,那么 a 也 是 RR 的 可 逆 元 . 

加 如 果 aE€5S,a 是 R 的 可 道 元 ,那么 a 也 是 S 的 可 逆 元 . 
6) 车 RR 与 S 都 有 单位 元 ,但 二 者 不 相同 . 如 果 a 是 S 的 可 道 元 ,那么 4 一定 不 是 R 的 


答 1) 正确. 因为 S 是 加 群 R 的 子 加 群 . 
2) 正确 . 
3) 正确 . 即 : 若 S 有 截 因 子 a, 则 尺 也 有 零 因 子 a. 
4) 不 正确 . 例 , 了, 有 零 因 子 , 但 Zz 的 子 环 S=(L0],L3]) 无 零 因子 . 
5) @ 正确 . 而且,a 在 S 的 递 元 与 a 在 R 的 逆 元 相同 . 
@ 不 正确 . 例 ,Z 是 Q@ 的 子 环 ,它们 有 相同 的 单位 元 1. 3 E27 ,3 是 @@ 的 可 逆 元 ,但 3 不 
是 Z 的 可 道 元 . 
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6) 正确 .事实 上 , 当 c=0 时 , 因 “ 是 S 的 可 递 元 , 故 S={0}, 此 时 S 的 单位 元 是 0, 由 
已 知 条 件 ,R 关 {0) ,从 而 a=0 不 是 R 的 可 道 元 . 当 ae 入 0 时 , 设 1 与 1 分别 是 R 与 S 的 单位 
元 且 1 关 1 .假定 a 是 R 的 可 北 元 , 则 由 第 九 章 ,三 ;1,3) ,名 知 ,a 不 是 R 的 零 因 子 . 因 <ES， 
故 la 二 14 = 二 a, 从 而 (1 一 1)a= 二 0. 由 a 关 0;a 不 是 R 的 零 因 子 , 有 1 一 1' 二 0, 即 1 二 1 ,此 与 
1 天 1 矛盾 .所 以 a 不 是 尺 的 可 道 元 . 

由 上 面 证 明 可 见 : 若 环 R 与 其 子 环 S 都 有 单位 元 ,但 二 者 不 相同 . 如 果 a 是 尺 的 可 递 
元 ,假定 aES, 就 要 产生 矛盾 ,因此 a 一 定 不 在 S 中 . 

5. 试 判断 下 列 各 命题 是 否 正确 . 

1) 整 环 与 其 子 整 环 的 单位 元 相同 . 

2) 除 环 ( 域 ) 与 其 子 除 环 ( 子 域 ) 的 单位 元 相同 . 

3) 设 S( 关 {0)) 是 整 环 ( 除 环 、 域 )R 的 子 整 环 ( 子 除 环 、 子 域 ). 车 a 是 S 的 可 逆 元 , 则 4a 
在 S$S 中 的 道 元 a 与 a 在 R 中 的 逆 元 < 一 相同 . 

答 1) 不 正确 . 例 , 整 环 Z 与 其 子 整 环 {0} 的 单位 元 分 别 是 1 与 0, 二 者 不 相同 . 但 整 
环 RR 与 其 子 整 环 S( 关 {0}) 的 单位 元 却 是 相同 的 . 事实 上 , 设 RR 与 S 的 单位 元 分 别 是 1 与 
1. 因 S 取 {0), 故 3 a€S,a 关 0, 使 得 14 = 二 a==1a. 由 消去 律 ,1 二 1 

2) 正确 .事实 上 , 设 S 是 除 环 R 的 子 除 环 , 则 S* 二 S 一 10} 是 乘 群 R" =R 一 10} 的 子 
乘 群 ,从 而 S$ 与 R* 的 单位 元 相同 , 即 S 与 R 有 相同 的 单位 元 . (或 者 ,利用 本 题 1) 中 的 方 
法 ,也 可 证 明 该 命题 . ) 

3) 正确 .事实 上 , 因 S 与 R 的 单位 元 相同 , 故 aa' 一 aa :一 1, 即 a(e 一 a) 一 0. 又 
a 关 0, 由 消去 律 ,a 二 a-!. 

6. 设 1) R, 是 有 单位 元 的 交换 环 ; 2) RR 是 尺 的 子 环 3) 尺 含 玉 的 单位 元 ; 4) 取 
定 aERo. 证 明 ， 

R[e]={f(®) 一 ao 十 aa 十 … 十 onon Ja ER,n 是 非 负 整数 } 
是 含 R 和 wx 的 R。 的 最 小 子 环 . 特别 指明 已 知 条 件 用 在 证 明 中 的 何 处 . 

证 1) 首先 证 明 R[o] 是 Ro 的 子 环 . 

VY Fa) 一 ao 十 aia 十 十 aaa ERLa]. 因 RR 是 环 R。 的 子 环 ,a ER, , 故 f (WE R, ,从 而 
R[a]CRo. 因 0 十 0a 十 … 十 0a* 一 0 € R[aj, 故 REa] 了 人 BG,.YV f(a),g(o)E RLaj, 设 f(a)= 
ao 十 qa 十 … 十 ana* ,gC0) 一 b6 十 bia 十 … 十 bma”; 则 一 g(0) 一 一 Bo 一 a 一 … 一 bma”ERLaj. 不 
妨 设 2 之 1 , 因 R。 是 环 , 故 

Fa) — g(a) 
= f(a) + (~ g(a)) 
二 (go 一) 十 (qi 一 B01)a 十 … ab )om 十 anna™! 十 … 十 aa ERLa]. 
因 R。 是 交换 环 ,R 是 环 , 故 
fla)g(la) = co 二 oa 十 coma™"”， 
其 中 
cr = dobi + aibii 十 ** “十 aibo 一 Ze 站; ER, 


k=—0,1,2,. ,nn 十 m; 从 而 fla) gE RLal. 所 以 R[e] 是 R, 的 子 环 . 
2) YaER,a=a 十 0c 十 … 十 0 ER[aj,; 从 而 RCR[Eaj. 
3) 因 民 的 单位 元 1 就 是 Re 的 单位 元 , 故 ala 一 0 十 1e 十 0 吧 十 … 十 0o € RLaj. 
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4) 设 S 是 含 R 和 a 的 R。 的 一 个 子 环 , 则 VY Fa) =ao 十 aa 十 … 十 ao" ERLal, 因 
aE€S,a:ERCS 且 S 是 环 , 故 Fo)=ao 十 aiae 十 … 十 aaa" ES, 从 而 REa]CS. 

综 上 可 知 ,R[Laj 是 含 R 和 a 的 R。 的 最 小 子 环 . 

注 1) 由 aER[a] 知 ,a 是 RR 上 a 的 多 项 式 .由 RCR[aj 知 ,R 中 元 都 是 RR 上 a 的 多 
项 式 . 

2) ”由 已 知 条 件 :R 舍 RR。 的 单位 元 1, 才 能 保证 a 二 1a==0 十 la 十 0@ 十 … 十 0a” ERLa]. 
否则 , 若 R 的 单位 元 1 不 是 R。 的 单位 元 1, 则 未 必 有 «= 1a. 例 , 子 环 R= 


(( 0) | sq | 的 单位 元 7= (。 0) 不 是 环 R, 一 {< brcrd E Q | 的 单位 元 1= 
Eo) am -CE -Ce eee 


3) ”假设 下 文 出 现 的 环 R。 与 环 R 都 具有 该 命题 中 的 条 件 1) ,2) ,3). 
7. 举例 说 明 可 能 环 RR 上 a 的 多 项 式 环 R[La] 中 有 的 元 表 法 不 唯一 
答 
例 1 取 定 aER, 显 然 0E€ER[La], 有 
0 一 0 十 0a，0 一 a 十 (一 1j)a， 
即 0 表 成 a 的 多 项 式 的 形式 不 唯一 . 


例 2 R={0,1} 对 于 
十 |0 1 .|0 1 
0|10 1 0|10 0 
111 0 110 1 


作成 一 个 有 单位 元 1 的 交换 环 . 车 取 定 a 一 1€ 民 ,显然 0E RLaj, 有 
0 二 1 二 a,， 0 二 1+e， 
即 0 表 成 a 的 多 项 式 的 形式 不 唯一 . 若 取 定 a 二 0 ER, 显 然 1E€ REa] 有 
1 二 1 二 a，1==1+o， 
即 1 表 成 的 多 项 式 的 形式 也 不 唯一 ， 
例 3 ZJ 上 V2 的 多 项 式 环 Z [V2] 中 元 0 既 可 表 成 系数 全 为 0 的 V2 的 多 项 式 ,0 一 0 十 0V2 十 
0C2: ,也 可 表 成 系数 不 全 为 0 的 V2 的 多 项 式 :0== 一 2 十 (WW2)7. 
注 环 R[a] 中 的 元 表 法 不 唯一 ,这 会 给 我 们 带 来 许多 麻烦 . 为 了 使 表 法 唯一 ,就 需要 强 
化 条 件 , 引 出 尺 上 未 定 元 的 概念 . 
8. 环 尺 上 未 定 元 的 定义 是 什么 ? 环 R 上 未 定 元 z 的 多 项 式 f(x) 的 主要 特点 是 什么 ? 
答 
z(ERo) 是 尺 上 的 一 个 未 定 元 


今 zER。 ,3 不 全 为 0 的 元 oal ,az，…aER, 使 得 
ao 十 az 十 as22 十 … 十 az 一 0 
兮 zER,, 若 R 上 z 的 多 项 式 ao 十 az 十 az 妇 2 十 … 十 az 一 0, 则 系数 oo 一 ai 一 as 
一 … 一 a 一 0( 即 零 多 项 式 的 表 法 唯一 ). 
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环 尺 上 未 定 元 的 多 项 式 f(x) 的 主要 特点 是 f(x) 的 表 法 唯一 . 事实 上 ,VY f(x)E€ 
R[xzj; 若 (x) 二 ao 十 ayX 十 十 anz "十 Qny1X 十 司 十 anx” 二 bo 十 Biz 十 十 b,x", 其 中 志 
m, 则 

(ao 一 Do) 十 (a 一 bz 十 十 (a 一 b,)X "十 daz 十 "十 anz” 二 0. 
因 z 是 R 上 未 定 元 , 故 
a = bi=0,1l, 且 c 一 … 一 an 一 0， 
从 而 fx) 的 表 法 唯一 . 

注 1) 由 零 多 项 式 的 表 法 唯一 可 证 明 , 任 一 多 项 式 的 表 法 都 唯一 . 而 环 尺 上 未 定 元 开 
的 多 项 式 f(x) 表 法 唯一 , 即 f(z) 的 系数 随 f(z) 了 唯一 确定 ,这 样 才 能 得 出 多 项 式 环 RLz1 中 
的 很 好 的 结果 . 环 RR 上 的 非 未 定 元 a 的 多 项 式 环 RLaj 的 代数 结构 就 比较 复杂 . 

2) 《高 等 代数 》? 中 讨论 的 数 域 下 上 的 一 元 多 项 式 f(z) 一 ao 十 q1x 十 qz 区 十 十 anz” 
就 是 数 域 FE 上 未 定 元 的 多 项 式 , f(x) 的 表 法 唯一 . 但 是 当时 有 些 问题 是 含糊 不 清 的 . 比 
如 ,z 总 使 我 们 感到 神秘 , 它 究 竞 是 什么 ? 又 如 ,f(zxz) 的 表达 式 中 出 现 的 乘法 与 加 法 究竟 是 
什么 意思 ? 至 此 ,这 些 问 题 就 彻底 解决 了 . 

9. 举例 说 明 ,对 于 给 定 的 有 单位 元 的 交换 环 Ro 来 说 ,Re 未 必 含 有 环 R 上 的 未 定 元 . 

答 例 , 设 已 ={a+TbvV2|a,2 是 有 理 数 } 是 有 单位 元 1 的 交换 环 . RR 二 有 理 数 环 是 Ro 的 


一 个 子 环 , 且 含 R, 的 单位 元 1. 那么 R。 中 不 含 尺 上 的 未 定 元 .事实 上 , Va 二 a 十 6V2E Ro ,有 
(好 一 2 居 ) 十 (一 2o)a 十 lo = 0, 
其 中 1 天 0. 所 以 R。 中 任意 元 “不 是 尺 上 的 未 定 元 . 

注 给 出 有 单位 元 的 交换 环 RR 以 后 ,由 未 定 元 存在 定理 2 ,我 们 总 可 以 造 出 一 个 有 单位 
元 1 的 交换 环 P, 使 RR 是 P 的 子 环 ,1 邑 为 R 的 单位 元 , 且 在 P 中 存在 RR 上 的 未 定 元 . 从 而 
尺 上 未 定 元 x 必 存 在 . 

10. 回答 下 列 问题 . 

1) R[0J]=? R[1]=? 

2) ”为 何不 类 似 于 未 定 元 多 项 式 的 次 数 定义 来 定义 环 R 上 非 未 定 元 a 的 多 项 式 f(a) 
的 次 数 ? 

3) 在 《高 等 代数 )@ 中 对 于 数 域 下 上 一 元 多 项 式 f(x) ,可 以 看 成 变量 z(E F) 的 函数 . 
因为 这 时 把 f(z) ,g(x) 看 成 多 项 式 ,它们 相等 与 把 F(z),g(Cz) 看 成 函数 ,它们 相等 是 一 致 
的 . 现在 对 于 有 单位 元 的 交换 环 R 上 的 一 元 多 项 式 f(x) 来 说 ,能 否 将 f(x) 看 成 变量 zx(E 
尺 ) 的 函数 ? 

答 1) RL0]=R. R[1J=R. 

2) 因为 f(o) 的 表 法 未 必 唯 一 . 例 ,f(i) 二 1 十 匀 十 3 这 十 4 十 2it 是 整数 环 Z 上 的 多 项 
式 . 又 1G)=0, 那 么 f(i) 的 次 数 是 4 还 是 不 存在 呢 ? 无 法 唯一 确定 . 

3) 不 能 . 例 , 取 R 为 Z.={[0],[1J} ,f(x)==zx 十 [11,g《x) 一 xz 十 [1J 是 Z, 上 的 一 元 
多 项 式 . 显然 f(z+) 关 g(x). 但 是 ,车 把 f(x),g (xz) 看 成 zx(E Zs) 的 函数 , 取 x 二 [0] 时 ， 


@ 北京 大 学 数学 系 几 何 与 代数 教研 室 . 高 等 代数 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978 
@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 103, 定理 ， 
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f《([0j)==g([0])==[1j. 取 z=[1] 时 ,了 f([1j])==g(L1]) 二 [0j, 因 此 zz 取 遍 Zs 中 的 元 时 ,函数 
值 都 分 别 相等 ,从 而 函数 f(x) 与 函数 gCz) 相 等 ， 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 证 明 : 一 个 环 的 中 心 是 一 个 交换 子 环 . 

证 设 N=(zE 环 R|VaeR,an=na} 是 环 尺 的 中 心 . 因 0ER 且 YaER,a0 一 0 一 
0a, 故 0EN, 从 而 N 关 名 .显然 NCR. Ym,niEN,VaER, 有 

(一 ?Ja 一 ma 一 ?pa 一 al 一 aas = a(n— unm), 
(mnz)a = Ta) = m(ans) 一 (ma) ne = (ani)ns = a(ninz), 

从 而 坟 一 mz,mns EN. 于 是 NN 是 R 的 子 环 . 

V n,n EN, 必 有 nz ER, 由 中 心 定 义 ,m 王 nzm. 所 以 N 是 R 的 交换 子 环 . 

注 R 是 交换 环 书 环 R 的 中 心 =R. 

2. 证 明 :一 个 除 环 的 中 心 是 一 个 域 . 

证 一 ”由 上 面 题 1 知 , 除 环 尺 的 中 心 N 是 尺 的 交换 子 环 , 因 R 是 除 环 , 故 1( 隆 O)ER 
有 目 YaE€ER,al=a 二 1a; 从 而 1€ N. YnEN,n 隆 0, YaER, 有 na 二 an. 因 R 是 除 环 , 故 nn 有 
逆 元 n-1ER, 使 得 n-'nan™! 一 n'ann !, 妈 an ! 一 n'a. (或 可 如 下 证 明 :an ' 二 ninan”! 
一 nlann-! 二 n-!a. ) 从 而 mn 1E N. 所 以 NN 是 一 个 域 . 

证 二 已 知 除 环 R 的 中 心 N 是 R 的 交换 子 环 . N 含 不 等 于 零 的 元 1. Ym me EN， 
1 天 0, jnz! ER,YaER, 有 

(mn)a = (mn annil) = mnanans!l = mans! = a(mnz ), 

从 而 nnz!' € N. 于 是 NN 是 R 的 子 除 环 .所 以 N 是 域 . 

证 三 已 知 除 环 R 的 中 心 N 是 R 的 交换 子 环 . 因 R 是 除 环 , 故 尺 " 一 R 一 {0} 是 乘 群 . 因 
N 一 N 一 {0} 是 R* 的 中 心 , 故 N 是 R* 的 子 群 了 , 即 N 是 乘 群 ,又 已 知 N 是 交换 环 ,所 以 
NN 是 域 . 

3. 证 明 :有 理 数 域 @ 是 所 有 复数 a 十 bi(a,b 是 有 理 数 ) 作 成 的 域 Q GD 的 唯一 的 真子 域 . 

证 因 Q@CQ@O) 且 Q 对 于 Qi) 的 十 、* 来 说 作成 一 个 域 , 故 Q@ 是 Q (CD 的 子 域 2. 又 ie 
QQ0), 但 iEQ, 从 而 Q 是 QG) 的 真子 域 . 

下 面 证 明 Q@ 是 Q@(G) 的 唯一 的 真子 域 . 设 下 是 Qi) 的 任 一 子 域 . 由 《高 等 代数 )3 知 ,有 理 
数 域 Q@ 是 最 小 数 域 ,从 而 

QCFCQ OO. 

只 需 证 明 ;:F=Q@ 或 f= Qi). 若 = Q, 则 命题 已 证 .车 天 Q, 又 因 FCQ(0), 故 Ju+vi€ 


一 Q, 其 中 uv 是 有 理 数 且 v0. 因 F 一 Q, 帮 ~wEF,v! 一 十 CF. 又 下 是 域 ,有 广 [Cu 十 
Vi) 一 wu] 二 i€EF. YatbiE Q(i),a,bE Q, 因 此 4a,5EF. 又 iEF 且 下 是 域 ,从 而 a 二 bi€ 下 ， 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978.71. 例 2. 

名 同上 .97. 定 义 . 
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即 QGDICF, 已 知 FCQCGD ,所 以 下 =QCiD). 
注 有理数 域 @ 是 最 小 数 域 .事实 上 , 设 下 是 任 一 数 域 , 则 1,0 EF, 从 而 任意 正 整 数 
一 鸣 -” 
nn 二 1 十 1 十 … 十 1€EF 且 一 1E F. 于 是 任意 负 整 数 一 n 二 n( 一 1)E F. 至此, 全体 整数 都 在 下 
中 . 设 过 是 任意 有 理 数 ,其 中 n,m 是 整数 且 和 和 关 0, 从 而 m1! 一 二 EF. 因此 之 二 mm!E F. 所 
QCFK. 


4. 证 明 :Q(i) 有 且 只 有 两 个 自 同 构 映 射 . 
证 设 $ 是 Q@ 0G) 的 任意 一 个 自 同 构 , 则 $9(0) 一 0,$(1)==19. 对 于 任意 正 整 数 2, 有 


吟 只 一 一 只 ~、 
$n) 一 由 (1 十 1 十 … 十 1) 一 由) 十 由 1) 十 … 十 由 (1) = 二 1 十 1 十 十 1 二 x， 
中 (一 7 一 一 中 (2) =—n., 
所 以 任意 整数 在 自 同 构 下 的 象 都 是 本 身 . 


V 亲 E€ Q ,其 中 4a,65EZ ,5b 隆 0, 因 中 是 自 同 构 , 故 $67 1) 二 [$5)] :一 5 ,从 而 


bE) = ab) = ba) $60) = w=. 


所 以 任意 有 理 数 在 自 同 构 下 的 象 都 是 本 身 . 

设 由 iD) 一 也 则 中 (人 ) 一 之 .又 由 全 ) 一 中 (一 1) 一 一 1 从 而 妈 一 一 1， 即 一 十 1, 于 
是 中 Ci) 一 士 i. 

当中 人 =i 时 ,Ya=a+TiiEQCGD ,有 由 Ca) 一 中 十 0 一 由 Ca) 十 中 8) 中 (一 4 十 下 一 ca， 
此 时 由 是 @ (iD 的 恒 等 自 同 构 . 

当 $ (00)=—i 时 , Ya=a+Vbi€E Q(GD) ,有 由 (oa) 一 中 (aa 十 下 ) 一 由 (ea) 十 由 (b) 中 (iD 一 4 一 下 一 2 
显然 巷 变换 由 是 @ (iD 与 Q(iD) 间 的 一 个 一 一 映射 , 且 Va:6E QGD 有 

由 (ac 十 D) 一 十 6 一 cx 十 5 一 中 (ac) 十 由 (了 )， 
中 (oa8) = of = aB = $a) 由 (9). 

所 以 ,此 时 由 是 @(iD 的 一 个 自 同 构 . 

综 上 可 知 ,Q@(i) 有 和 且 只 有 两 个 自 同 构 : 恒 等 自 同 构 和 共 轿 自 同 构 . 

注 1) 仿 该 命题 的 证 法 ,可 证 明 整 数 环 Z 与 有 理 数 域 Q@ 的 自 同 构 都 有 且 只 有 和 恒 等 自 
同 构 :a 一 a. 而 映射 :a 一 一 a 是 整数 加 群 与 有 理 数 加 群 的 自 同 构 ,但 不 是 整数 环 与 有 理 数 域 
的 自 同 构 . 

2) 环 R 到 自身 的 同 态 映 射 叫做 环 R 的 自 同 态 . 整数 环 Z 与 有 理 数 域 Q@ 的 自 同 态 都 有 
且 只 有 零 同 态 $1 :4 一 0 和 恒 等 自 同 态 $2:a 一 a. 事实 上 ,4$! 和 中 显然 都 是 Z 与 Q@ 的 自 同 态 . 
设 由 是 了 的 任 一 自 同 态 . 设 由 (1) 一 2 则 

n= [bY 一 由 1) 由 (1) 一 由 (1 .1) = 中 (1) =n. 

即 n(n 一 1)==0. 因 Z 无 零 因 子 , 故 n==1 或 2 一 0. 

当 $(1)=0 时 , Va EZ ,$a)=$(al1)=4(a)$(1)=g(a)0==0, 所 以 此 时 ,是 ZZ 的 零 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 ;高 等 教育 出 版 社 ,1978. 98. 定理 2. 
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a 个 


一 一 一 人 一 
当中 (人 1) 一 1 时 VvVacEzZ. 若 aa>>0, 则 中 (人 aa)= 中 (1 二 1 十 … 十 1) = 


中 和 
G1) Fb) Tb) iii Tia; 若 a<0, 则 一 a 盖 0, 从 而 由 (一 a) 三 一 a. 又 因 中 
是 自 同 态 . 故 $( 一 4a) 二 一 (4), 于 是 一 (4a) 二 一 a,; 因 而 g(a)= 二 a; 若 a 二 0, 显然 和 $(a)==a. 所 
以 此 时 ,49 是 Z 的 恒 等 自 同 态 . 

综 上 可 知 , 己 的 自 同 态 有 且 只 有 零 同 态 和 恒 等 自 同 态 . 

设 y 是 Q@ 的 任 一 自 同 态 . 由 前 面 的 证 明知 W1)=0 或 1 且 当 wd1)=0 时 ,YaEQ@Q, 有 


(a) 一 0, 所 以 此 时 ,y 是 Q@ 的 零 同 态 , 当 YK1) 二 1 时 , Ya EZ, 有 Ya)=a, 从 而 YE QQ， 
其 中 asbE Z ,0 天 0, 有 


由 全)= wap) = HW) = Hb) 一 007 = 


所 以 此 时 ,5 是 Q@ 的 恒 等 自 同 态 . 
综 上 可 知 ,Q@ 的 自 同 态 有 且 只 有 和 零 辣 态 和 恒 等 自 同 态 . 
5. Z: 表 示 模 3 的 剩余 类 所 作成 的 集合 . 找 出 加 群 Z; 的 所 有 自 同 构 映 射 ,再 找 出 域 也 的 
所 有 自 同 构 映 射 . 
解 ” 设 中 是 加 群 Z, 一 {[0j,[1j,L2j} 的 一 个 自 同 构 , 则 4$:[0j 一 L0J?. 所 以 加 群 Z: 的 所 
有 自 同 构 只 可 能 是 
$1: [0j—[0j, [1j=L1j, [2j—L2j, 
由: [0] 一 [0]j，[LJ 一 [2]，[2 一 [1. 
$ 是 加 群 Z, 的 恒 等 自 同 构 . 下 面 验证 由 也 是 加 群 乙 的 自 同 构 . 显然 是 Z: 与 Z: 间 的 一 个 
一 一 有 映射. 因 
$2: [0] 十 [0] = [0] 一 [0 = [oj 十 [0o]， 
[0j+[1] = [LU 一 [0 十 [2]， 
[oj 十 [2] = [2]=[L1j] = [0j+[1j, 
[1j+[1j = [2]=[L1] = [2j+[2j, 
[1]+[2] = [0+*[L0j = [2j+[1j, 
[2] 十 [34 一 [一 [2 一 [十 1]. 
又 加 群 忆 是 交换 群 , 故 由 保持 加 群 Z; 的 加 法 运算 . 所 以 $, 是 加 群 Z; 的 自 同 构 .于 是 中 与 
gz 是 加 群 之 的 所 有 自 同 构 . 
设 是 域 Z, 的 一 个 自 同 构 , 则 %:[L0] 一 [0],E1 一 [1. 所 以 域 了 有 且 只 有 一 个 恒 等 自 
同 构 


[0] 一 [0]，[I 一 [1 ，[L2 一 [2. 
注 中; 保持 加 群 Zs 的 加 法 运算 还 可 如 下 验证 . Yz,yEzZ:， 
1) 当 zx,y 中 有 [0J 时 , 因 Zs 的 加 法 可 换 , 故 不 妨 设 z==[0], 从 而 
$lzr++ = $0)+y) = $Cy) = [0 + $y) = $0D + bily) = P27) + :Cy). 
2) 当 <z 一 > 一 [1 时 ,有 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 43. 定理 2. 
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dz 十 y) 一 由 (LE] 十 [1]) = $2]) = [1] = [21+[2] = $;([1]) + $;([L1]) 
= 由 (zx) + Pe Cy). 

3) ” 当 z=y 二 [2j 时 ,有 

g(x y= $2 二 02) 下 ([1]) = [2] = [i+[1] = $2])+ $021) 
= $2 (7) + Ps Cy). 

4)” 当 xz,y 中 一 个 是 [1], 另 一 个 是 [2 时 ,$2 Cx) ,$y) 中 一 个 是 L2j], 另 一 个 是 [1j, 于 
是 有 
$Czt++y) 一 路 ([0]) = 50 = [1]+[2] = 中 (z) 十 中 (y). 

以 上 穷尽 了 各 种 情况 ,因此 由 : 保持 加 群 Z; 的 加 法 运算 . 

6. 令 尺 是 四 元 数 除 环 ,S= { (a,0) |a 是 实数 ) 是 RR 的 子 环 ,5 是 实数 域 且 S 从 下, 其 中 
四 :(a,0) 一 a. 同时 R 一 S 与 S 无 公共 元 . 

1) 利用 挖 补 定理 或 称 姐 入 定理 ?作出 环 玉 ,使 R 宅 R 且 5 是 RR 的 子 环 . 

2) ”具体 写 出 R 与 R 间 的 同 构 映射 y$. 

3) 取 (i,0),(0,1),(0,DER, 令 (i,0)==i( 左 边 的 i 是 虚数 单位 V 一 1, 不 要 与 右边 的 i 
混 清 ),(0,1) = 二 j, (0,i) = 二, 证明 RR 的 每 一 个 元 都 可 写成 a 十 bi 十 cj 十 dk(a,b,c,d 是 实数 ) 的 
形式 . 

4) ”验证 在 尺 里 有 i 二 7 二 有 二 一 1,1j 二 一 ji 二 kjk 一 一 kj==i,ki 一 一 认 二 j. 

解 1) 

环 R={a€5;(a,PE R—S}. 

(二 {aE€5;(a,B)1B 了 0 或 B==0 而 a 是 虚数 ) 
二 {aE5;(a,8) |a 是 虚数 或 a 是 实数 而 8 天 0} 
二 {a€E5;(a 十 所 ,c 十 di) |a,b,c,d 是 实数 ,c,d 不 同时 为 0 或 c==d=0 而 5b 辽 0) 


一 {a€5;(a 十 bi,c 十 di) |a,b,c,d 是 实数 ,5 天 0 或 5 一 0 而 c,d 不 同时 为 0} ). 
2) VV (a,PER. (a,PESHH, 


piasP—a = fa,P)) = $a,B)). 
(a,PE RS 时， 
pia a,B) = ya,B)). 

由 于 5S 与 R 一 $S 无 公共 元 , 仿 挖 补 定理 , 易 证 是 R 
与 间 的 一 一 映射 . 规定 及 的 两 个 元 的 和 等 于 它们 的 道 
象 的 和 的 象 ,RR 的 两 个 元 的 积 等 于 它们 的 逆 象 的 积 的 象 2， 
于 是 这 样 规定 的 法 则 是 玉 的 两 个 代数 运算 ,而 且 y 是 R 
与 尺 间 的 对 于 一 对 加 法 和 一 对 乘法 来 说 的 同 构 映 射 , 即 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 99, 定理 4. 
@ 同上 .99. 引 理 . 
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3) ” 取 (i,0)=i,(0,1)==j,(0,1) 二 kER. Ya€ESCR, 
a 二 a 十 0i 十 0; 十 0k( 在 RR 中 的 运算 ). 
VY (a,B) 二 (a 十 biyc 十 dD)E R 一 SCR, 其 中 a,b,c,d 是 实数 ， 
(atbi,c+di) 


y l(atbi,cit adi)) 


由 第 十 章 , 二 ,5 (G4,0) 十 (86,0) (Gi,0) 十 (Cc,0) (0 了) 十 Cd,0) (0,i))( 在 R 中 的 运算 ) 


由 少 保持 
运算 
由 的 定义 


由 y 的 定义 


pa0)) FIG 0 Gi,0)) + 0 pO,1)) Hyd,0) G0,D) 


a 二 5b(i,0) 十 ce(0,1) 十 d(0,DD (在 RR 中 的 运算 ) 
二 a 十 bi 十 cj 十 dk. 
所 以 民 的 任意 元 都 可 写成 a 十 bi 十 cj 十 dk(a,b,c,d 是 实数 ) 的 形式 . 
4) 在 尺 里 (注意 ,不 是 在 R 里 ) 有 如 ==j* 一 有 一 一 1,1j 二 一 ji 一 k,jk 二 一 kj 二 i,ki 一 
一 恋 二 j. 事实 上 ， 
i? = (1,0)0,0) = gi,0))80i,0)) = $i,0)0,0)) 一 以 (一 1,0)) =—1. 
同 理 六 一 外 一 一 1， 
j= (1,0) 60,1) = yi,0 9 (0,1)) = Ci,0)(0,1)) = $((0,)) 一 (0,D =&, 
=— (0,1) G0,0) =— (C0,1)) 00,0)) =— y((0,1)(i,0)) 
= J((0,2)) =— J((0, 一 D) =— (0,—i) = (0,) =&. 
因此 问 = 一 ji==k.。 同 理 jk 二 一 kj 二 i, ki 二 一 恋 二 j. 
注 1) 由 本 题 知 
R= {a 十 bi 十 cj 十 dk|a,b,cyd 是 实数 ,六 二 六 一 民 二 一 1,j 二 一 ji 一 ,jk 一 一 妈 一 iki 恋 二 j) 
是 由 实数 域 所 时 入 的 四 元 数 除 环 . 
因为 YxER, 有 


X= 二 a 十 如 十 十 dk = al 十 十 cj 十 dk， 
其 中 a,5,c,4d 是 实数 , 即 z 可 表 成 四 个 元 1,i,j,k 的 实 系数 的 线性 组 合 ,所 以 将 四 元 数 除 环 
中 的 元 称 为 四 元 数 . 
易 证 , VzE 玉 ,z 一 a 十 到 十 cj 十 中 的 表 法 唯一 . 
VzyyE 玉 ,有 zz 一 a 十 于 十 oj 十 瑟 ，y 一 4 十 的 十 c7J 十 dR. 于 是 z 十 y 一 (a 二 a 十 (56 十)i 十 
(c 十 c)j 十 (4d 十 dq )k, 且 之 与 y 相 乘 就 是 根据 分 配 律 逐 项 相 乘 再 合并 “同类 项 ”. 因此 只 需 掌 
握 1,i,j,k 间 的 所 有 乘法 关系 ,就 可 求 出 任意 两 个 元 的 习 积 . 这 里 1 是 R 的 单位 元 ,按照 下 


面 箭头 顺序 . 
( 


NU 


相 邻 两 元 的 乘积 等 于 第 三 个 . 若 与 箭头 顺序 相反 , 则 相 邻 两 元 的 乘积 等 于 第 三 个 的 负 元 .2 
j , 自身 的 平方 都 等 于 一 1. 
Vatbit+cj+dk(#0)E R, 
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(a+Bi 二 oi+ak) l= [yat+bi,c+adi))]’ = y((at+hi,ct di)) 
加 a—b —c—di ati—do—ak 
il ) 


a 十 妨 十 十 di'a: 十 下 十 cd 4&2 十 好 十 cz 十 吧 


1 
4 


R={a+tbitcjt+dk 


1. 1. 1 
4 十 本 4*: 


例 , (1 十 i 一 j 十 k)-! 


asbcd EQ ,= =k = 1,ij—=k=— /ji,jk=i=— kj,ki=j 
二 一 认 } 是 及 的 一 个 子 除 环 . 

在 R 中 将 实数 域 S 改 为 复数 域 C ,其 余 不 变 , 此 时 尺 是 一 个 有 零 因子 的 环 而 不 是 除 环 . 
因为 1 十 V 一 了 j( 关 0) ,1 一 V 一 1 j( 关 0)E R. 但 

(+ VETHAm VT)=1— (VI):=1~(— D7=1l+(—1)=0. 
所 以 R 有 零 因 子 . 

设 G= 人 ,一 1,i, 一 iyj ,一 j,k, 一 k}CR, 其 中 1 是 G 的 单位 元 ,=k= 一 ji,jk 二 i 一 
一 kj ,ki 一 j 二 一 弯 , 六 二 产 二 民 二 一 1, 则 G 作成 一 个 非 交 换 群 . 称 G 为 四 元 数 群 .G 的 全 部 子 
群 是 ;单位 元 群 {1) ,1 个 2 阶 子 群 (一 1) ,3 个 4 阶 子 群 (i),(j),(%) 和 G 本身, 因此 G 的 所 有 
子 群 都 是 不 变 子 群 ,于 是 G 是 汉 弥 尔 顿 群 . 此 群 与 第 八 章 ,三 ,10 中 给 出 的 群 同 构 . 

RR 的 中 心 Z 是 实数 域 S. 事实 上 ,任意 实数 显然 与 四 元 数 可 换 , 从 而 SCZ; 反 之 , Yz 一 
a 十 Pi 十 cj 十 dkEZ, 则 

T=a—b—cgkRi+d ， iri=ai—bicodk— di. 

因 xE€2, 故 xi 二 ix. 于 是 一 c 二 c 且 d 二 一 d, 即 c= 二 4d 王 0. 同 理由 zj 二 jx, 可 得 5 二 0. 因此 x= 
a€5, 从 而 ZCS. 所 以 Z=5. 

2 设 K=|( 2 = «EC ,a 忆 分 别 为 4,8 的 其 二 复数 | 对 于 工 阵 的 加 法 和 乘法 
来 说 作成 一 个 环 . 则 四 元 数 除 环 玉 与 K 同 构 . 
bratbitcit de ( 


是 尺 与 K 间 的 一 个 同 构 映 射 


atbi “ 
一 C 十 Qi ac 一 Di 


K 的 子 环 
= (lec: |] 入 一 (人 人 es 
分 别 与 复数 域 C 同 构 . 
和 人 
分 别 是 A ,As ,A; 与 C 间 的 同 构 映 射 .同样 的 子 环 
Bi = {a 十 所 |a,b 是 实数 ),B, = (a 十 oj |a,c 是 实数},Bs = {a 十 |a,d 是 实数 ) 


也 分 别 与 复数 域 C 同 构 . 
内 ‘14 十 bi*a 十 i (注意 左边 的 ;一 (i,0) ,右边 的 i= V 一 1)， 
J :ea 十 cj 一 4 十 ci 内 :ai+dk—atdi 
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分 别 是 Bi ,B;,B, 与 C 间 的 同 构 映射 . 
所 以 四 元 数 除 环 是 复数 域 的 扩充 ,或 说 复数 域 可 扩张 为 四 元 数 除 环 . 
3) 设 互 = { (al ,as ,as sas)|a; 是 实数 ,i 一 1,2,3,4) ,Ya 一 (ayasyasyat) ,8B 二 (bi ,bs， 
bb)E 五 ,规定 
a= POOa 一 所 一 1,2,3,4， 
a 二 B= (a 二 a2 十 D2 yas 十 bs sa4 十 04)， 
o8 = (aibi — asbs — asbs — asbs saib; 十 az 十 ap — abs vaibs adi 二 
azb4 — Qabz ya104 + Qabi 十 azps — a3bs). 
则 互 作成 一 个 环 . 而 且 四 元 数 除 环 尺 与 互 同 构 . 
ga 十 区 十 cj 十 下 一 (ay pcyd) 
是 尺 与 有 H 间 的 一 个 同 构 映射 . 


4) 设 
a b C d 
—b —d 
Q= “ “| 14,5,c,a 是 实数 
一 C d a 一 B 
—d 一 (C b a 


对 于 矩阵 的 加 法 和 乘法 来 说 作成 一 个 环 . 则 四 元 数 除 环 尺 与 Q 同 构 . 
a b C d 

—6b a —d C 

一 C d a —b 

—d —e vb a 


%:4 十 区 十 cj +adk— 


是 玉 与 Q 间 的 一 个 同 构 映 射 

5) ”我 们 已 经 知道 5 个 形式 不 同 但 结构 相同 的 四 元 数 除 环 , 它 是 历史 上 第 一 个 不 可 换 
除 环 , 它 是 被 英国 一 位 数学 家 .物理 学 家 汉 弥 尔 顿 (Hamilton) 在 1843 年 构造 出 来 的 . 汉 弥 
尔 顿 原来 想 ,复数 是 由 实数 对 构造 出 来 的 , 即 {(a,5) |4a,5b 是 实数 } 是 一 个 复数 域 . 那么 能 否 


把 复数 再 扩张 ,使 实数 三 元 有 序 组 的 集 { (4a,5,c) 1a,b,c 是 实数 } 成 为 一 个 域 呢 ? 结果 失败 
了 .后 来 ,他 构造 出 一 个 实数 四 元 有 序 组 的 集 ,可 以 作成 非 交 换 除 环 , 不 是 一 个 域 ,这 就 是 四 
元 数 除 环 . 为 了 解决 这 个 问题 ,他 花 了 十 年 时 间 . 由 于 四 元 数 除 环 的 发 现 ,大 量 的 重要 的 代数 
系统 ,一 些 超 复数 系统 被 发 现 .发 展 了 ,而且 产生 了 结构 理论 . 
7. 证 明 :假定 尺 是 一 个 整 环 ,那么 R 上 的 一 元 多 项 式 环 R[xzj] 也 是 一 个 整 环 . 
证 已 知 RLzxj 是 一 个 环 . 
1) Vf(z) ,gz)E R[xz], 有 f(x)==ao 十 Qizx 十 十 anx",g(X) 二 bw 十 十 … 十 bnz”, 则 
flr)glz) = coxrt+ cmt™”, 
其 中 GD eb ,=0,1,*… ,Nn 二 mm. 
gCX) fr) 一 do 十 Ciz 十 … 十 QZ， 
其 中 di= biaik= 0 1， m+n 因 R 是 交换 环 , 故 c= 二 di,k 二 0,1,…,n 十 m, 从 而 
f(z)g(z) 二 g(x)f(z). 所 以 RLzj 是 交换 环 . 
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2) 因 尺 有 单位 元 1, 故 31=1 十 0z 十 … 十 0z ER[Lzxj, 使 得 V f(x)E RLzxj, 有 1f(zx) 
二 A(X)1 二 f(z). 所 以 RLx] 有 单位 元 . 

3) Vf(z)=ao 二 +az 二 二 anz”",g(T)=bo 二 or 二 二 Tbr” ERLzJ,H FFCz) 天 0， 
g(z) 天 0, 不 妨 设 a, 了 0,b, 隆 0, 因 R 无 零 因 子 , 故 ap 天 0. 由 

fxz)g(z) = aobo 十 (aopl Tabor T+ abnr™™, 

又 工 是 RR 上 的 未 定 元 ,从 而 f(x)g(x) 关 0. 所 以 RLz] 无 零 因 子 . CRLz] 无 零 因 子 还 可 如 下 
证 明 ; VY FGz) 王 ao 十 aiz 十 … 十 az (天 0)ERLz]g(Cz) 一 5 十 站 zz 十 … 十 bz 天 0O)E RLZz]. 
设 a; 是 ao ,al ，…an 中 第 一 个 不 等 于 零 的 元 ,0 委 ;i 委 20 是 56,b1，,… ,bm 中 第 一 个 不 等 于 
零 的 元 ,0 过 j 声 mr; 则 ao 一 01 一 … 一 Qi-1 一 bo 一 入 一 一 六 -1 一 0. 因 R 无 零 因 子 , 故 f(x)g(r) 
的 第 i 十 j 十 1 项 的 系数 aobi#j; 十 aibi#j- i 十 十 Qi-ibjti1 十 aibj; 十 aiti0;-i1 十 十 aitjbo 二 aib; 关 
0. 又 是 R 上 的 未 定 元 ,从 而 f(x)g(x) 去 0.) 

综 上 可 知 RLzxj 是 一 个 整 环 . 

注 ”该 命题 的 逆 命 题 也 成 立 . 即 : 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 , 则 

R 是 整 环 会 RLz] 是 整 环 . 


证 ( 守 ) 已 证 . 
(< 二) ( 反 证 法 ) 设 RR 不 是 整 环 , 则 R 有 零 因 子 , 但 RCRLzxj, 从 而 R 的 零 因子 也 是 
RLzj 的 零 因子 ,于 是 R[x] 有 零 因子 ,此 与 已 知 了 矛盾. 所 以 R 是 整 环 . 
命题 的 逆 否 形式 为 : 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 , 则 
R 不 是 整 环 铺 REzj] 不 是 整 环 . 
例 因 有 是 有 单位 元 的 交换 环 ,但 有 零 因 子 , 故 环 Ze[zj] 不 是 整 环 . 
8. 假定 Z, 是 模 7 的 剩余 类 环 . 在 Zi;Lxj] 里 把 乘积 
CL3jz’ 十 [5]z 一 [4])CL4]z: 一 十 [3]) 
计算 出 来 . 
解 
原 式 一 [3][4]z5s 一 L3]z 半 十 (L5JL4 十 L3][3])xz3 十 (一 [4]L4 一 [5])z2 十 
(L4] 十 [5]L3J)z 一 [4JL3] 
二 [5]x; 十 [一 3jx 十 [1jx? 十 [0jzx? 十 [5jz 十 [一 5j 
一 [L5]zs 十 [4]z4 十 zs 十 [5]z 十 [2]. 
9. 证 明 : 
1) R[a ,oz 一 REa ol ]. 
2) 车 zi ,zz，…,xs 是 R 上 的 无 关 未 定 元 ,那么 每 一 个 x; 都 是 R 上 的 未 定 元 . 
证 一 1) 


RL[Lai ,az ] = ais Qn QZ 
sp 


Qi ER, 只 有 有 限 个 Ci 六 | 。 


ai ER, 只 有 有 限 个 ah 天 ol . 


R[az ,a 一 | Doan ag al 


oo ER[o ,Qj], 因 a1 ,Qs € Ro, 而 Ro 是 以 民 为 子 环 的 交换 环 , 故 
Dj an ho 一 Dy an € RLa; ,a ]， 


lis izi 


V 2a 


下 
2 
2 


179 


近世 代数 基础 问题 探析 


从 而 RELa ,az |CRLa ,01 ] . 同 理 RLa, ,a CREa ,az 1. 所 以 RLa az] 一 尺 [az ,al ]. 


2) 设 Darrt = 0,i=1,2,…,n,ar ER, 则 
£=0 


m 

0 0 k 0 0 
> arde rh rir 一 0. 
k=0 


因 zi ,zz ,… ,Xi，,"… ,Xs 是 RR 上 无 关 未 定 元 , 故 ao 二 a 一 … 二 am 一 0, 从 而 zx; 是 R 上 未 定 元 . 

证 二 1) VY fla ,2 )E RELa: az] 一 及 La jas ] , 即 fla yaz ) 是 环 及 La J 上 各 的 多 项 式 . 
因 RLa ,az ] 是 交换 环 , 故 (alyaz) 总 可 写成 环 Rla|t ai 的 多 项 式 , 从 而 fla,0)E 
RLa; JLai ]= RELa; ,91], 于 是 R[La ,22 ] CR[Laz ,o], 同 理 RLa; ,aa]CRLa az ]. 所 以 RLa ,as J 
= RLa; ,al ] . 

2) 〈 反 证 法 ) 设 某 Xi 不 是 R 上 未 定 元 , 则 必 有 不 全 为 0 的 民 中 的 元 a。 ?0Q1 ”CQm ,使 得 

ao 十 ax; 十 … 十 anozy 一 0. 

左边 可 以 看 成 R 上 无 关 未 定 元 Ti» T2 9 ”9 的 一 个 多 项 式 ,其 中 Tl 9，T2 9 一 19 Titl "sn 
的 指数 都 取 0. 但 ao ,al,… ,a 不 全 为 0, 此 与 zx ,xs，… ,zs 是 无 关 未 定 元 矛盾 . 

10. 证 明 ， 

1) 若 19 29 9 Tn 和 yi ?yy29 9 Yn 是 民 上 的 两 组 无 关 未 定 元 ,那么 

REzi 9 2 » "es Tn | = RL yi ,yz yn 
2) 尺 上 的 一 元 多 项 式 环 RLzxj] 能 与 它 的 一 个 真子 环 同 构 . 
证 1) 
:f(x T2900 Tf Ns Ya Ya) 

是 RELz zs … za] 到 RELY ,yy，…,y,j] 的 同 态 满 射 0. 下 面 证 明 由 是 单 射 . Y fi (zi ,x2 x,)， 
fz2 x1 » Tz ,°° TE RLz ，》 之 2 ，"… ,Taj], 若 fi Cy ， .2 yn = fo (yl » V2 yy) 因 V1 V2 """', 
yx 是 R 上 无 关 未 定 元 , 故 fi (yi y2 ,4) 与 户 (y ys ，,… ,Yr) 的 系数 对 应 相等 , 即 filx1, 
Z2 Zn) 与 fz (x1 ;Xs2，"" Xn) 的 系数 对 应 相等 ,从 而 fi (| = ff (ZX1, Xs *, 
Xn). 综 上 ,中 是 FR[ zi 9 XT2 ,与 R[y » 2 ,Yrj 间 的 一 个 同 构 映射 . 所 以 RLz1 sX2s°""y 
Zz» RLy1 ,yz 3， 

2) 令 

R[x’:] = {ao 十 qz 十 十 anx*” a; ER,). 

显然 REx*]CR[LzxJ. 又 1E€ R[x?], 从 而 RLz] 天 好 . 且 zERLz], 但 zERLz] .假设 不 然 ， 
ZERLz], 有 


TX 二 bo 十 XT 十 十 bnr”， 
即 
bo 一 十 十 十 bax 二 0， 
其 中 系数 56 ,一 1,51,0,62，0,5b3，… ,bm《E R) 不 全 为 0, 此 与 xz 是 R 上 未 定 元 矛盾 .于 是 x EE 
RL[Lz?J. 所 以 RLzx?] 是 RLzj] 的 不 空 真子 集 . 
因为 R[x*] 对 于 R。 的 运算 来 说 作成 尺 上 的 多 项 式 环 ,所 以 由 定义 知 ,RLzx*] 是 RLzj 的 
真子 环 . 
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x? ER,, 设 
Co 十 cx 二 cox 十 … 十 ck 中 一 0， 
其 中 c; ER. 因 xz 是 R 上 未 定 元 , 故 系 数 


C0 二 Ci 二 C2 二 "一 ch 二 0. 


所 以 xz? 是 尺 上 未 定 元 . 

由 本 题 1) 知 ,R[xj] 衬 RLz]. 即 REz] 与 它 的 一 个 真子 环 RLz?] 同 构 . 

注 1) 设 R。 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ,a ya，…o 与 Bi, 有，,…,B 都 是 RR。 中 的 任 
意 元 ,R 是 包含 R。 的 单位 元 的 R。 的 子 环 . 则 

中 : Ja yas ys Qn) fCB ,bo ,pb,) 

未 必 是 REa ,as,… ,0, | 到 RELB, ,Pe ,*** ,;B.] 的 映射 . 

例 取 aER ,BER,, a 关 B. 对 于 f(a) 二 0€ RLa], 有 

$b; fla)=0=at(—l)a— ai+(—1)p=a—h, 
fla)=0=0++0a 一 0+0B8=0. 

因 c 一 6 六 0, 故 f(a) 一 0 的 象 不 唯一 ,从 而 由 不 是 映射 . 

2) 设 zi,ze，…zu 是 尺 上 无 关 未 定 元 ,am ,cz，…a 是 Ro。 中 的 任意 4 个 元 . 则 

TACT 
是 REzi ;zz ，… ,Xsj 到 R[a ,Qs，… ,04j] 的 同 态 满 射 .由 此 知 :在 RLzi ,zz，… ,zj 中 , 若 
hxiy Ta Ta) = friy ras Ti) + gCTI Ta Hn), 
klxis Ta Ta) = fxiy Ta Ta) ET Tas Ta), 
则 在 RLa ,a; ,… ,0,」 中 ,有 
ha ,az 0 ) 一 Fa az ay) 十 (alyaz， an)， 
R(Cai »Q2 ,0 ) 一 fla az ys 0) EQ »Q2 yan) ， 

从 而 保证 了 《高 等 代数 ?中 ,将 多 项 式 中 的 z 代 值 的 合理 性 . 例 , 证 明 余 式 定理 时 , 设 f(x) 
二 (zx 一 a)g(z) 十 r,r 二 0 或 degr 一 0, 有 f(a)==(a 一 a)g(Q) 十 r==r. 把 xz 用 a 代 换 后 , 仍 保持 
原来 的 运算 关系 . 

中 还 满足 :中 (zi) ==ai ,i 一 1,2,*…,n. 由 (a)==a, Va€R. 

但 要 注意 中 可 能 不 是 单 射 .因为 f(a ,az ,，… ,a,)(E RLa ca]) 的 表 法 可 能 不 唯 
一 ,所 以 f(ai ,as ,… ,0,) 在 中 下 的 逆 象 就 可 能 不 唯一 . 例 , 设 是 R 上 无 关 未 定 元 ,a ER, 取 
f(a)==0E€R[a]. 因 f(a) 一 0 十 0a, 克 30 十 0xER[Lzxj, 使 得 $C0 十 0z) 二 f(a), 又 因 Fo) 一 
a 十 (一 1)a, 故 3a 二 (一 1)zERLzj, 使 得 $C(a 十 (一 1)zx)== 了 Ca), 但 0 十 0x 关 a 十 (一 1D)zx. 所 以 中 
不 是 REz] 到 R[o] 的 单 射 . 又 例 ,* 是 Z 上 未 定 元 , Z [7 人 Z [WY2],$: f(m) 一 JV2) ,从 而 中 : 
3n*3V2,7 十 TV2 十 (W2)* ==3V2. 但 3x 关 x 十 束 . 所 以 中 不 是 ZLwj 到 Z[Y2j 的 单 射 . 

3) 由 本 题 1) 知 ,有 单位 元 的 交换 环 R 上 的 ” 个 无 关 未 定 元 的 多 项 式 环 在 同 构 意义 下 
是 唯一 的 . 
4) ” 仿 本 题 证 明 zx? 是 尺 上 未 定 元 的 方法 ,可 证 : 若 z 是 尺 上 未 定 元 , 则 x*(k 之 1) 也 是 
R 上 的 未 定 元 . 还 可 用 反 证 法 证 明 如 下 :假设 zx* 不 是 R 上 未 定 元 , 则 不 全 为 0 的 元 
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Qo yyQ1 


sm ER ,使 得 Co 十 Qaix 十 … 十 am (XxX*)” 二 0, 即 
ao 十 ai 太 十 … 十 anzo 二 0， 


因 a6 ,41,… ,a 不 全 为 0, 故 xz 不 是 R 上 未 定 元 ,此 与 题 设 了 矛盾. 所 以 x* 是 R 上 未 定 元 . 
当 之 1 时 ,R[x*] 也 是 RLxj 的 真子 环 且 RLz]s RLx*J]. 即 RLzx] 能 与 它 的 无 穷 多 个 真 
子 环 同 构 . 


5) 


由 本 题 2) 知 ,无 限 环 可 能 与 其 某 个 真子 环 同 构 . 


三 、 讲 与 练 


1. 设 由 是 环 尺 到 环 尺 的 同 态 满 射 . 在 以 下 各 命题 中 ,如 正确 则 给 出 证 明 , 不 正确 则 举 出 反例 . 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 


=(a-1). 


6) 


Va,pER, 有 中 (a 一 站 一 中 Ca) 一 中 (5). 

VaER,nEZ ,有 Pna)=n $a). 

车 尺 是 交换 环 , 则 R 也 是 交换 环 . 

若 尺 有 单位 元 , 则 尺 也 有 单位 元 . 

车 R 有 单位 元 ,a ER,a 有 逆 元 a-!, 则 中 (a) 有 逆 元 [$C(a)] ,和 且 [中 (a)] 


若 尺 与 让 都 有 单位 元 ,a ER ,a 有 逆 元 a , 则 a 的 逆 象 4 也 有 道 元 a !, 且 a 是 


的 逆 象 . 


7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
解 


车 民 与 R 都 有 单位 元 ,YnE2Z ,aER, 且 a 有 逆 元 a , 则 中 (a")==[$(a)]. 
若 R 无 零 因 子 , 则 R 无 零 因子 . 

若 玉 无 零 因 子 , 则 尺 无 零 因 子 . 

若 尺 是 整 环 , 则 尺 是 整 环 . 

若 尺 是 整 环 , 则 尺 是 整 环 . 

若 尺 是 除 环 , 则 R 是 除 环 . 

若 尺 是 除 环 , 则 R 是 除 环 . 

若 R 是 域 , 则 RR 是 域 . 

车 尺 是 域 , 则 R 是 域 . 

车 aE€R,a 是 R 的 短 等 元 , 则 g(a) 是 R 的 虎 等 元 ， 
车 a ER,a 是 R 的 短 零 元 , 则 (a) 是 尺 的 寡 零 元 ， 
1) 正确 .事实 上 ， 


bla—b) = 由 [a 十 oD) = 中 Ce) 十 由 (一 及 = $a) 十 [一 由 (0)] = $b(a) — $b). 


2) 


当 n==0 


正确 .事实 上 , 当 z>>0 时 ,有 
人 一 吹 
中 (ma) 一 小 (a 十 a 十 … 十 a) = bla) $a) 二 十 $b(a) = nb (a); 
时 ,有 


中 (na ) 一 中 (0) = 0 = ng(a); 


当 rn<<0 时 ,一 2 盖 0, 有 


bna) 一 由 [一 (一 aa)] =— $[(— ral = 一 ( 一 2 由 Ca) 一 了 由 Ca). 


所 以 VYnEZ ,有 中 (na) 二 n 中 (a). 
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3) 不 正确 . 例 ,中 :(% “a 是 环 R=|(% 0 


a ER | 到 环 下 二 民 的 一 个 同 态 


相信 人 “人 人 3) 本 不下 人 - 


a b 
0 是 环 R 一 | ( a) 
换 环 . 

4) 不 正确 . 例 ,中 :2n 一 0 是 环 R=2Z 一 {2n|n EZ |} 到 环 尺 ={0} 的 一 个 同 态 满 射 . 
有 单位 元 0, 但 R 无 单位 元 . 由 本 题 3) 中 第 一 个 例子 也 可 知 4) 不 成 立 ( 见 第 九 章 , 三 ,1,1)). 

5) 正确 .事实 上 ,因为 

$a) bla) = $a) = $61), bla) 由 Ca) = 中 (aa) 一 中 (1)， 
又 (1) 是 RR 的 单位 元 ,所 以 [$Ca)]'= 二 g(a). 

6) 不 正确 . 例 , 设 R= Zi ,R= 2Z; 都 有 单位 元 .和 $:[0] 一 [0j,[1] 一 [1j,L2j 一 [2j,L3j 一 
[0j];[4] 一 [1],[5] 一 [2j 是 Z, 到 Zs 的 同 态 满 射 . [2JE Zs: ,[2] 有 逆 元 ,但 [2] 的 道 象 L2](E 
Zs) 是 Ze 的 零 因 子 ( 因 [2]jL3]=[0]j) ,由 第 九 章 , 三 ,1,3) ,中 知 ,L2](E Zs) 没 有 道 元 . 

7) 正确 .事实 上 , 当 ”>>0 时 ,有 


asbscd ER | 到 环 五 二 10) 的 一 个 同 态 满 射 .RR 是 交换 环 ,但 R 为 非 交 


_ 天 只 
ba) = ha a … a)= ba) bla) $a) = [$a)T. 
当 n= 二 0 时 , 因 at==1,4$(1) 是 RR 的 单位 元 , 故 
由 (ar) = bla) = 由 (1) = [$0)T = [ba)T; 
当 ”<0 时 ,一 *>>0, 由 a 有 逆 元 a 及 本 题 5), 有 
$a) = 由 [Ca 一 [Ca = [a] = [$C(a)]". 
所 以 VnEzZ ,有 中 (a) 二 [Ca) 了. 
8) 不 正确 们 . 


9) 不 正确 . 例 , 9: (0 “) 一 (60) 是 环 R== |( 


41bc ER 到 环 R= 


( ?)|ee R | 的 一 个 同 态 清和 R 无 零 因 于 ,但 R 有 零 因子 . 因 (0 小 (。)= 


( 路 又 例 ,由 本 题 6) 知 ， Zs,~ Zs 9 Z; 无 零 因子 ,但 Z。6 有 零 因子 . 


10) 不 正确 . 例 ,Z ~ Z,,Z 是 整 环 , 但 Z, 有 和 零 因 子 , 从 而 Z, 不 是 整 环 . 

11) 不 正确 . 见 本 题 9) 中 的 例 ,R 是 整 环 ,而 RR 不 是 整 环 . 

12) 不 正确 . 例 ,4:x 一 0 是 有 理 数 环 @ 到 零 环 {0} 的 同 态 满 射 . Q@ 是 除 环 ,但 (0) 不 是 
除 环 . 

车 环 R 人 环 尺 ,R 是 除 环 且 六 至 少 包含 一 个 不 等 于 零 的 元 , 则 R 是 除 环 . 事实 上 , 因 除 
环 R 有 单位 元 1, 故 玉 有 单位 元 (1). Ya ER,a 关 05, 其 中 5 是 及 的 零 元 , 因 中 是 满 射 , 故 
了 ja( 尖 0)E R, 使 得 由 (a) = 二 a. 因 R 是 除 环 , 故 了 a-!1E R, 由 本 题 5),a 二 (4a) 有 道 元 ' 一 
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和 (CaOE 玉 ,所 以 尺 是 除 环 .〈 还 可 如 下 证 明 : 因 尺 是 除 环 , 故 尺 " ==R 一 {0} 作 成 乘 群 . 因 R~ 
玉 , 故 R* 一 瓦 " 一 并 一 417} ,其 中 0 是 尺 的 零 元 .于 是 尺 ” 是 一 个 乘 群 .从 而 尺 是 一 个 除 环 .) 

13) 不 正确 . 例 , 取 R=Z ,R= Z,, 其 中 pp 是 素数 .9:a 一 [aj 是 Z 到 Z, 的 一 个 同 态 满 
射 . Z, 是 除 环 ,而 也 不 是 除 环 . 又 例 , 取 R=2Z 一 {2n|nE2),R= Zs. Vn€Z， 

$:4n—=[0], 4n 一 2 一 [1] 
是 2Z 到 Z; 的 一 个 同 态 满 射 . Z: 是 除 环 ,但 2Z 不 是 除 环 . 又 例 ,R= { (a,5) 
(a101) = (a2302)O a 一 ap 一， 
(Qa1501) 十 (az ,bz)—= (a 二 42 ,bi 十 5b:)， 
(aisb1) a2 .0s) = (aias ,010;) 

作成 一 个 环 , 因 R 有 零 因子 , 故 R 不 是 除 环 .中 :(a,5) 一 a 是 RR 到 有 理 数 环 Q@ 的 一 个 同 态 满 
射 ,而 Q@ 是 除 环 . 

14) 不 正确 . 例 见 本 题 12). 

若 环 R~ 环 及 ,R 是 域 而 R 至 少 有 两 个 元 , 则 RR 是 域 . 证明 与 本 题 12) 类 似 . 

15) 不 正确 . 例 见 本 题 13). 又 例 ， 

中 :FFCz) 一 ao 十 az 十 … 十 aaz" 一 0) 一 ao 
是 环 RR[zj 到 环 R 的 一 个 同 态 满 射 . RR 是 域 ,但 R[zj 不 是 域 , 因 z(ER[z]) 无 逆 元 . 又 例 ， 
由 :[0] 一 [0]j,， [1J—=[1], [2]—=[0j, L3j—[1] 

是 环 Z, 到 环 Z; 的 一 个 同 态 满 射 . Zs 是 域 ,但 Z 不 是 域 . 

16) ”正确 .事实 上 , 因 a 是 R 的 寡 等 元 ,由 第 九 章 , 四 ,12 知 ,a 一 a. 从 而 由 本 题 7) 有 

[$0 = ba) 一 中 Ca)， 


所 以 h(a) 是 R 的 短 等 元 . 
17) 正确. 事实 上 , 因 4a 是 R 的 宕 零 元 ,由 第 九 章 , 四 ,12 知 ,3 正 整数 ,使 得 a"= 二 0, 从 而 
[ca)] = $a) = $(0) = 0. 
所 以 g(a) 是 尺 的 竹 零 元 . 

2. 设 环 R 入 环 赤 ,证 明 ， 

1) 及 的 零 因 子 在 由 下 的 象 是 玉 的 零 因子 . 

2) 琉 的 零 因 子 在 由 下 的 逆 象 是 尺 的 零 因 子 . 

证 1) 设 a(ER) 是 RR 的 零 因 子 , 则 a 了 0, 且 3 5 ( 关 0)E€ R, 使 得 ab==0. 设 和 (a)=a， 
(9) 二 5, 则 (ab) 二 (a)g(5)=a5. 今 ab=0, 从 而 55=05, 其 中 5 是 尺 的 零 元 . 因 oa 天 0， 
6 天 0, 又 由 是 单 射 , 故 5 关 5,5 尖 5. 于 是 a& 是 R 的 左 零 因子 . 同 理 可 证 & 是 R 的 右 零 因子 . 所 以 
a 在 $ 下 的 象 za 是 RR 的 零 因子 . 

2) 设 a(ER) 是 RR 的 零 因子 , 则 a 关 0 且 3 5 ( 关 0)E RR, 使 得 a65 一 0. 因由 是 满 射 , 故 
a,b ER ,使 得 $4) 二 a,49(65)=5, 从 而 中 Cab) 一 中 (a)9(5) 一 55 二 0. 因 中 是 单 射 , 故 ab 二 0. 
因 a 关 0,5 关 0, 故 a 关 0,b 关 0. 于 是 a 是 R 的 左 零 因子 . 同 理 可 证 a 是 R 的 右 零 因子 .所 以 a 
在 下 的 逆 象 a 是 R 的 零 因 子 . 

注 1) 由 该 命题 知 ; 设 环 RR 衬 环 RR, 则 

R 有 零 因 子 售 RR 有 和 零 因子 ， 
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即 
尺 无 零 因 子 总 RR 无 零 因子 . 

2)” 同 构 的 两 个 环 实际 上 是 一 个 环 的 两 种 不 同 的 表现 形式 ,是 一 个 环 的 两 个 样品 ,它们 
的 代数 性 质 完全 一 祥 . 所 谓 代 数 性 质 , 就 是 从 环 的 定义 出 发 ,经 过 逻辑 推理 得 到 的 性 质 . 近世 
代数 是 研究 代数 系统 的 那些 在 同 构 映射 下 仍 保持 不 变 的 性 质 . 

3) 环 R=1{( 1 ,5 Z | 与 数 环 严 ( 元 是 数 ,代数 运算 是 普通 数 的 加 法 与 乘法 ) 
不 同 构 . 因 民有 和 震 因 子 , 民 无 零 因 子 , 故 由 该 命题 知 , 尺 与 RR 不同 构 . 

3. 设 由 是 环 R 到 环 R 的 一 个 同 态 映射 .判断 以 下 各 命题 是 否 正确 . 

1) 4$(0)==0, 其 中 0 与 0 分 别 是 R 与 R 的 零 元 . 

2) VY a€ER,$(—a)=—$(a). 

3) 若 民 是 交换 环 , 则 玉 也 是 交换 环 . 

4) ”车 尺 有 单位 元 , 则 尺 也 有 单位 元 . 

5) 车 R 与 都 有 单位 元 ,aER,a 有 道 元 , 则 由 Ca) 也 有 逆 元 ， 

解 1) 正确 .事实 上 , 因 必 (0) 一 由 (0 十 0) 一 由 (0) 十 由 (0) , 故 中 (0) 一 由 (0) 一 由 0) 一 5 网 
第 五 章 ,一 ,2,1)). 

2) 正确 .事实 上 ,由 (a) 十 由 (一 a) 一 由 [Le 十 (一 ag)] 王 由 (0) 一 5, 从 而 由 (一 a) 一 一 中 (a)( 见 
第 五 章 ,一 ,2,2)). 


3) 不 正确 . 例 ,:a 一 (《 ) 是 台数 环 荆 到 逢 阵 环 M | (< ") 


态 映射 . Z 是 交换 环 ,M 不 是 交换 环 . 
4) 不 正确 . 例 , 设 尺 是 有 理 数 环 .R=={0,x} 对 于 


0 
aypycyd € Z | 的 同 
a 


十 0 并 0 工 
0 0 zx 0 0 0 
并 Z 0 并 0 0 


来 说 作成 一 个 环 .中 :a 一 0 是 RR 到 的 一 个 同 态 映 射 .R 有 单位 元 1,R 无 单位 元 . 
5) 不 正确 . 例 ,gp:a 一 [0] 是 实数 环 R 到 模 2 的 剩余 类 环 亚 的 一 个 同 态 映射 . R 有 单位 


元 1, Z, 有 单位 元 [1]. 3(ER ) 有 逆 元 地 E RR ,但 (3) 一 [0] 无 逆 元 . 


4. 证 明 :整数 环 Z 与 偶数 环 2Z 不同 构 . 
证 因 Z 有 单位 元 1, 而 2Z 无 单位 元 , 故 知 Z 与 2Z 不 同 态 了 ,当然 与 27 也 不 同 构 . 
注 1) og :; n 一 2n 是 整数 加 群 与 偶数 加 群 间 的 同 构 映 射 ,从 而 整数 加 群 与 偶数 加 群 
同 构 .但 整数 环 与 偶数 环 不 同 构 . 说 明 环 的 同 构 必需 是 对 于 两 对 代数 运算 来 说 的 . 
2) 设 乙 是 整数 集 , 若 规定 : Y azE Z， 
aa 四 5=a 二 ba(D = 2ab. 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 98. 定理 2. 
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则 忆 对 于 旬 , 来 说 作成 一 个 环 . 此 时 ,由 : a 一 2a 是 环卫 与 偶数 环 2Z 间 的 一 个 同 构 上 映射 . 
不 过 要 注意 ,这 里 环 Z 的 代数 运算 不 是 普通 数 的 运算 . 
3) 设 2Z 是 偶数 集 , 若 规定 : V2",2mE2Z， 


2n DD 2m = 2 4 m) ,2nO2m = WA 一 2nmm. 


则 2Z 对 于 旬 , 来 说 作成 一 个 环 . 此 时 ,中 : n 一 2n 是 整数 环 Z 与 环 2Z 间 的 一 个 同 构 映 
射 . 如 果 将 环 2Z 的 代数 运算 改 成 普通 数 的 运算 ,那么 Z 与 2Z 就 不 同 构 了 . 因此 同 构 与 否 ， 
与 代数 运算 关系 密切 . 

5. 设 由 是 域 到 域 下 的 一 个 同 态 满 射 ,证 明 : 由 是 下 到 下 的 一 个 单 射 . 从 而 下 仿 开 . 

证 ”( 反 证 法 ) VY a,bEF,a 关 b. 设 和 (a) 二 a,4(6)==b. 若 a==5, 则 由 第 十 一 章 , 三 ,1,1)， 

bla—b) = pa) — $b) =a—6= 0, 
其 中 0 是 域 下 的 零 元 .但 a 一 6( 关 0)EF, 从 而 3 (a 一 6) 1E 下 且 由 第 十 一 章 , 三 ,1,5)， 
pila—b) j= [$a =0 私下， 
此 与 域 下 的 零 元 5 无 道 元 矛盾 . 从 而 5 六 0. 所 以 中 是 单 射 

注 1) 在 环 到 环 的 同 态 满 射 下 , 非 零 元 的 象 未 必 是 非 零 元 . 但 在 域 到 域 的 同 态 满 射 
下 , 非 零 元 的 象 必 为 非 零 元 . 

2) 见 后 面 第 十 二 章 ,一 ,4,20). 

6. 我 们 给 出 引 理 ”假定 在 集合 A 与 4 之 间 存 在 一 个 一 一 映射 由 ,并 且 A 有 加 法 和 乘 
法 . 那么 我 们 可 以 蔡 A 规定 加 法 和 乘法 ,使 得 A 与 A 对 于 一 对 加 法 以 及 一 对 鞠 法 来 说 都 同 
构 . 

证 明 ”假定 在 给 定 的 一 一 映射 之 下 ,A 的 元 xz 同 A 的 元 5 对 应 .我们 规定 : 

二 5= cy 车 a 十 6 = ， 
ab 二 d, 若 ab ==d. 
这 样 规定 的 法 则 是 A 的 加 法 和 和 著 法 ,因为 给 了 a 和 6, 我们 可 以 找到 唯一 的 a 和 565, 因而 找到 
唯一 的 c 和 4d ,唯一 的 5 和 也 

这 样 规定 以 后 ,4b 显然 对 于 一 对 加 法 和 一 对 乘法 来 说 都 是 同 构 映 射 . 证 完 . 

该 引 理 有 何 意义 ? 证 明 的 关键 之 处 为 何 ? 

解 ” 引 理 不 仅 为 挖 补 定理 (或 嵌入 定理 ?提供 了 理论 依据 ,而 且 本 身 也 有 它 的 重要 性 . 引 
理 实质 上 说 明了 任意 两 个 集合 A 与 A 间 的 一 一 映射 四 总 可 以 成 为 同 构 映射 . 比如 A 的 元 素 
比较 复杂 ,不 便 研 究 , 那 么 我 们 可 以 把 A 过 渡 到 A ,掌握 了 A 的 构造 ,当然 也 就 掌握 了 A 的 
构造 . 

证 明 的 关键 是 恰当 地 规定 A 的 代数 运算 : 设 A 的 代数 运算 是 。 Ya,5EA, 把 &,6 在 中 
下 的 逆 象 a,b 的 运算 结果 a。 5 二 cl(E A) 在 由 下 的 象 二 55 一 5 规定 为 a55, 即 4a 5656=c 一 & 56. 

7. 挖 补 定理 内 容 如 下 : 设 

1) S 是 环 R 的 子 环 ,S 是 环 ; 

2) S 和 5, 

3) S 在 R 中 的 补 集 R 一 S 与 引 无 公共 元 , 则 环 玉 ,使 得 RR 衬 尺 且 S 是 RR 的 子 环 . 

@ 试 叙 述 证 明 的 基本 思路 . 


第 十 一 章 子 环 、 环 的 同 态 . 多 项 式 环 


@ 详细 证 明 S 是 R 的 子 环 . 
加 定理 的 作用 为 何 ? 
解 @@ GG) 设 S=(as,p 9 一 (as,ps，…) ,中 :Ts 一 Ts. 
及 一 (as,ps ES;ya,b,"* ER 一 S). 
造 集 
瓦 一 (zyps ES;a,b,. ER 一 S). 
《 即 从 民 中 把 S 挖 出 来 ,再 把 S 补 进去 ,得 集 R. 由 已 知 条 件 3) 知 , 集 尺 中 两 部 分 元 不 会 有 相 
同 的 .) 
(il V xzER, 规 定 :车 XESCR， 


y: TT = Pr) = yx). 
着 XER 一 SCR， 
py: = Yr). 
则 yy 是 R 与 尺 间 的 一 个 一 一 映射 .由 上 面 6 中 的 引 理 ,可 


在 R 中 规定 加 法 和 乘法 ,使 尺 实 及 . 从 而 玉 也 是 环 . 


(iii ) S 是 R 的 子 环 . 

@ 由 尺 的 作法 , 知 SCR.。 尺 是 环 , 设 其 代数 运算 为 干 ,“.S 是 环 , 设 其 代数 运算 为 
四 ,9. 设 尺 的 代数 运算 为 十 ,。， ,当然 民 的 子 环 S 的 代数 运算 也 是 十 ,。 

要 证 5 是 玉 的 子 环 ,只 需 证 明 ; YT,yE€5， 


TOI=TI ， TTI=T*. 
这 样 ,去 的 代数 运算 干 ，， 施行 到 S 中 的 元 ,与 S 的 代数 运算 外, 的 效果 是 相同 的 . 因此 ， 
由 5S 对 于 ,来 说 作成 一 个 环 , 可 知 S 对 于 玉 的 代数 运算 干 ，， 来 说 同样 作成 一 个 环 ， 
于 是 就 证 明了 S 是 RR 的 子 环 . 
事实 上 ,VYV 工 ,7yES ,x,yE€5, 使 得 
X= P(r) = Yr), 
2 一 了 一 中 (3) = $y). 
因 g$ 是 S 与 S 间 的 同 构 映射 , 故 
由 :十 > 一 zmTOT. 
因 y 是 R 与 间 的 同 构 映射 , 故 
Jp:ZI 十 y 一 x 一 区 十 了 Y. 
因 xzES, 故 $(z) 二 (xz). 所 以 工 旬 y=z 干 了. 同 理 可 证 5 二 "7 于 是 六 的 加 法 和 乘法 
与 S 原 来 已 有 的 加 法 和 乘法 ,对 5 的 元 的 作用 是 相同 的 . 说 得 再 详细 具体 一 此 , 即 ;V 元 ,7ES， 
有 元 干 7 一 F 四 yES, 5 二 ZO)yES, 又 设 世 在 RR 中 的 负 元 为 元 在 S 中 的 负 元 为 5, 而 S 
的 零 元 5 就 是 尺 的 零 元 ,从 而 
元 干 二 0 ， TO 
于 是 干 坪 干 5, 由 RR 中 加 法 适合 消去 律 ,在 R 中 的 负 元 均一 环 
S 是 尺 的 子 环 . 


ES. 依 子 环 的 判别 条 件 知 
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电 ” 控 补 定理 在 理论 和 实用 上 都 很 重要 . 证 明 未 定 元 的 存在 性 史 , 证 明 商 域 的 存在 性 2， 
证 明 单 代数 扩 域 的 存在 性 9 都 要 用 到 挖 补 定理 . 在 其 他 的 一 些 代数 系统 如 群 , 域 中 , 挖 补 定 
理 仍 成 立 . 

利用 挖 补 定理 可 以 知道 ,四 元 数 除 环 由 复数 扩张 而 得 ,有 理 数 环 由 整数 扩张 而 得 ,整数 
环 由 自然 数 扩 张 而 得 . 在 初等 代数 中 对 这 一 问题 ,从 逻辑 上 是 说 不 清楚 的 ,不 严密 的 . 而 利用 
挖 补 定理 ,虽然 抽象 一 些 , 但 是 逻辑 关系 是 清楚 的 .下面 我 们 来 看 有 理 数 环 


R= [到 |m,n 是 整数 ,m 天 0 
是 如 何 由 整数 环 5= {n|n 是 整数 } 扩张 而 得 . 
设 S 一 | 于 | 是 整数 | , 易 证 S 是 尺 的 子 环 , 且 由 : 子 一 ”是 S 与 5 间 的 一 个 同 构 映射， 
R 一 S 与 S$ 无 公共 元 . 由 控 补 定理 , 3 环 
R= ("ES;2ER-S . 
m 
尺 兰 并且 S 是 灵 的 子 环 . 从 而 有 理 数 环 R 由 整数 环 S 扩张 而 得 . 
一 般 来 说 ,利用 挖 补 定理 ,可 造 一 个 新 环 民 , 使 RR 包含 一 个 给 定 的 环 S ,或 说 S 可 以 扩张 
为 新 环 丽 . 比如 环 S 无 单位 元 ,研究 起 来 不 方便 , 造 一 个 有 单位 元 的 环 六 二 5S, 即 把 $ 艇 人 到 
天 中 ,研究 清楚 尺 ,对 S 也 就 便于 掌握 了 . 
例 设 S 是 一 个 无 单位 元 的 环 , 作 
R=SxZ= { Ca,n) la€S,n€Z }. 
规定 
(ay 2) = (bm)Oa=b,,n=m, 


(a,n) + (5,m) 一 (atb 9 n 二 1m)， 
(an) (bm)= (ab +matnb ,nm). 


可 验证 R 作成 一 个 环 且 有 单位 元 (0,1). S=={(a,0) |aE5,0EZ} 是 尺 的 一 个 子 环 . Y (a,0)E 
S, 中 ;(a,0) 一 a 是 S 与 引 间 的 一 个 同 构 映 射 , 即 S 科 5.R 一 S 与 引 无 公共 元 . 由 挖 补 定理 ， 
3 环 尺 二 {xES5S ; (a,n)E€ R 一 S), 使 得 R 寺 RR 日 S 是 尺 的 子 环 . 因 尺 有 单位 元 (0,1) , 故 玉 
也 有 单位 元 (0,1). 所 以 就 把 一 个 无 单位 元 的 环 媒人 到 有 单位 元 的 环 责 中 , 即 任 一 无 单位 
元 的 环 可 以 看 成 为 有 单位 元 的 子 环 . 

由 此 例 还 可 知 ,整数 环卫 可 同 构 和 能 人 到 一 个 环 玉 中 . 事实 上 , 若 取 S' = 
{(0,n) |0E5,nEZ ), 则 S' 是 RR 的 一 个 子 环 . Y (0,WES',$':(0,n) 一 x 是 S' 与 Z 间 的 一 
个 同 构 映 射 , 即 5 人 委 Z,R 一 S' 与 了 无 公共 元 . 由 挖 补 定理 , 3 环 R 二 {zx E22;(4a,nDER- 
S') ,使 得 RR 衬 R 且 Z 是 民 的 子 环 . 

注 1) 任何 环 R 可 同 构 媒人 于 RR 上 n 阶 全 矩阵 环 M,《R)( 见 第 九 章 ,三 ,7) 中 . 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 103. 定理 1. 
四 同上 .119. 定 理 1. 
@ 同上 .158. 定 理 3. 
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2) 任意 环 尺 可 同 构 嵌 人 于 非 空 集 M 上 的 取 值 在 环 R. 内 的 所 有 函数 作成 的 全 函数 环 
R{z}( 见 第 九 章 , 三 ,9, 注 3)) 中 . 


a 


事实 上 , (i) S= . a ER ,矩阵 的 主 对 角 线 外 的 元 素 都 是 0. 。 是 


M., CR) 的 子 环 ,S 兰 R,M,(CR) 一 S 与 R 无 公共 元 . 利用 控 补 定理 可 知 , 3 环 M. CR) 一 (<ERI 
AEM,(R) 一 S} ,使 得 M,(R)s 兰 NM, CRR) 且 R 是 M,(R) 的 子 环 . 

(GD S={fER{z}|YzEM,f(z) 取 尺 中 的 同一 值 , 即 f 是 常 值 耳 数 )} 是 RR{zx} 的 子 
环 ,S 衬 R,R{x}) 一 S 与 无 公共 元 . 由 控 补 定理 ,3 环 Rtz)=(aER;fER(z) 一 S)} ,使 得 
R{zr} 衬 R{zx) 且 R 是 R{x}) 的 子 环 . 

8. 证 明 : 

1) 任 一 有 单位 元 1 的 环 RR 都 同 构 于 一 自 同 态 环 . 

2) ”任意 环 R 与 一 自 同 态 环 的 子 环 同 构 . 

证 1) 设 玉 是 加 群 R 的 所 有 自 同 态 作 成 的 环 , 即 EE 是 加 群 R 的 自 同 态 环 ( 见 第 九 
章 , 三 ,10). 其 代数 运算 为 : Y f,g EE,VzxER， 

(f+g) x)= fr)+gCr), (fe) (zr)= f(g(x)). 
取 定 a ER，f,:xax 是 加 群 尺 的 一 个 自 同 态 . 事实 上 ,f 显然 是 R 到 R 的 一 个 映射 . 又 
VYzx,yER, 


filrt+y) =al(ri+y) =artay = f(r) fly), 

从 而 六 是 加 群 R 的 一 个 自 同 态 , 即 f, EE. 作 集 E= {fja ER), 则 ECE 且 f。EE, 从 而 
EG. Vf,fs EE,YVrER, 

(fi— foxz) = f(x)— folx) = ar—bzr = (a r= fo slr), 
即 f.—f,=f.-sEE. 

(fif x) = CACz)) = fsb7x) = albr) = (ab) (zx) = fa (zx), 
即 ff, 一 fsEE. 所 以 EE 是 E 的 子 环 . 称 EE 为 自 同 态 环 .显然 Pp:a 一 f, 是 环 R 到 环 E 的 满 
射 .又 VY a,b ER,4:a 一 f,,b6 一 f,, 有 

piat+b= fas = fat fo, ob fo = fofs, 

从 而 由 是 同 态 满 射 旦 由 是 单 射 ,因为 , Va:pER, 若 户 = 户 , 即 YzER, 有 az 一 pz. 因 尺 有 单 
位 元 1, 当 然 有 al==51, 即 < 一 ,从 而 由 是 单 射 . 于 是 由 是 环 RR 与 自 同 态 环 E 间 的 一 个 同 构 映 
射 . 所 以 尺 和 五 . 

2) ”车 尺 有 单位 元 , 则 由 1) 知 命题 成 立 . 

车 尺 无 单位 元 , 则 由 第 十 一 章 , 三 ,7,@ 知 ,R 可 以 媒人 一 个 有 单位 元 的 环 及 . 由 1) 知 民 
与 一 自 同 态 环 下 同 构 . 设 $ 是 尺 与 间 的 同 构 映 射 , 作 集 5= {中 (zx) |zER})CE, 则 环 尺 实 
5. 因 尺 是 所 的 子 环 , 故 5S 也 是 环 且 是 E 的 子 环 . 所 以 尺 与 自 同 态 环 E 的 子 环 S 同 构 . 

注 ” 该 命题 与 群 论 中 Cayley 定理 相 类 似 . 即 自 同 态 环 在 环 论 中 的 地 位 与 变换 群 在 群 论 
中 的 地 位 相当 . 

9. 求证 : 
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1) 域 下 与 其 子 域 民 的 特征 相等 . 

2) 设 域 下 兰 域 下,ch F 一 素数 p, 则 ch F=p. 

3) 设 下 是 域 ,ch F= 素 数 p,zx 是 下 上 未 定 元 , 则 ch F[zx]=p. 

证 1) 由 第 十 一 章 ,一 ,4,1) 及 第 十 一 章 , 一 ,5,2) 知 , 域 下 与 其 子 域 F 有 相同 的 零 元 
0 和 单位 元 1, 又 下 与 天 "的 特征 分 别 是 下 与 无" 的 单位 元 对 于 加 法 来 说 的 阶 ,所 以 ch 下 上 一 
chF. 

2) 因 ch F= 索 数 pp, 故 域 下 中 的 单位 元 1 对 于 加 法 来 说 的 阶 为 p. 由 第 五 章 ,二 ,1, 注 


2) 知 , 域 下 中 的 单位 元 1 对 于 加 法 来 说 的 阶 也 是 p, 所 以 ch F= zp. 

3) ”由 第 十 一 章 ,二 ,7,F[Lx] 是 整 环 . 域 下 是 FLzj 的 非 零 子 整 环 , 从 而 由 第 十 一 章 , 一 ， 
4,1) 及 第 十 一 章 , 一 ,5,1) 知 ,F[zj 与 下 有 相同 的 零 元 和 单位 元 ,所 以 ch FLx]=chF=p. 

注 1) 除 环 与 其 子 除 环 的 特征 相等 . 整 环 R 与 其 子 整 环 S( 关 {0}) 的 特征 相等 . 

2) 因 域 Z,(z 是 素数 ) 的 特征 为 p( 见 第 十 章 , 一 ,5,6)), 由 本 题 3) 知 ch Z,[zxj==p. 此 
倒 说 明 ,存在 无 限 的 环 ZLz], 而 其 特征 不 是 无 限 大 . 因而 此 例 也 说 明了 第 四 章 ,二 ,6 的 道 
命题 不 成 立 . 

10. 设 域 F 的 特征 是 素数 之, 证 明 

R = {nl|n 是 整数 ,1 是 下 的 单位 元 ) 
是 下 的 子 域 . 

证 一 显然 RCF 且 R 有 非 零 元 1: 1=1. 

1) Vnl,ml ER,nl—ml=(n—m)lE€ER. 

2) Vnl1E€ER,nl 关 0. 因 ch F=p, 故 p+n( 不 然 , 若 pin, 则 jgE€Z ,使 得 n= 二 gp, 从 而 
xz] 一 gb1 一 40 一 0, 了 矛盾 ). 又 p 是 素数 ,于 是 (n,p) = 二 1, 因 此 3h,kE€ 2 ,使 得 hn 十 kp 二 1, 即 
hnl 十 kp1l 一 1，1. 因 pl==0, 敬 (4h1)(n1)==1 且 (n1)(h1)==1, 其 中 1 是 R 的 单位 元 . 从 而 nl 
有 道 元 (nx1)-!: 一 AiER Vml,nl€R,nlA*0， 

(Coal)(zl)- = (al)(Ch1) = (mh)1ER. 

所 以 及 是 下 的 子 域 . 

证 二 YazlERR, 有 272 一 ab 十 0 委 r<< 加 .从 而 

nl 一 (gp 十 r)1 一 dbpl 十 1 一 qd0 十 rl 一 并， 
于 是 尺 里 最 多 有 上 p 个 元 :01==0,1 .1 王 1,2。1，……(p 一 1)1. 

另 一 方面 , 若 1 天 1 ,0 寺 n; 坟 pp 一 1,1 二 1,2, 则 ml1 关 nz1. 不然 ,假如 玖 1 二 nz1, 则 (ni 一 
mo)1 一 0. 因 ch F=p, 故 pm 一 mz, 但 0<n; 才 p 一 1,i 二 1,2, 从 而 nw 一 nz | 过 p. 因此 nn 一 nm 
一 0, 即 ni 二 n2. 矛盾 .于 是 尺 里 恰 有 个 元 . 

因 p 宇 2, 故 R 至 少 有 两 个 元 . 易 证 RR 是 下 的 子 环 . 

Ynl,mlER,nl#0, 车 (n1) 《m1) 一 0, 即 wml 一 0, 从 而 |nm. 因 nl 关 0, 均 p11n. 又 p 
是 素数 ,因此 plm, 即 ml 二 0. 于 是 R 无 零 因子 . 

综 上 ,R 是 一 个 至 少 有 两 个 元 而 且 没 有 零 因子 的 有 限 环 . 因 RC 域 下 , 故 R 是 交换 环 . 所 
以 ,由 第 十 章 ,二 ,3,R 是 F 的 子 域 . 

注 设 下 是 整 环 , 则 
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R= {nl|nEZ ,1 是 下 的 单位 元 ) 
是 下 的 子 整 环 . 


四 、 思 考 问题 


1. 试 判 断 下 面 各 命题 是 否 正确 . 

1) 设 A 是 环 R 的 一 个 子 集 ， 

N = {S|S 是 R 的 子 环 且 S 必 A)， 
则 {0}E N 或 AEN. 

2) 设 下 是 一 个 域 ,可 把 下 看 成 环 . 若 R 是 F 的 子 环 , 则 R 是 一 个 域 . 

3) 设 n 是 整数 , 则 nZ == {ng|g EZ ) 是 整数 环 Z 的 子 整 环 . 

4) ”Zs 与 妃 同 态 . 

5) 由: n 一 (n,0) 是 整数 环 Z 到 Z X= {n,m) 

6) 恰 含 两 个 元 的 域 下 上 必 与 Z; 同 构 . 

7) 恰 含 三 个 元 的 整 环 必 与 Z: 同 构 . 

8) 设 忆 是 域 F 上 ?7 阶 可 道 和 矩阵 , 则 中: X 一 P-XP 是 环 M,(CFE) 的 一 个 自 同 构 . 

9) 设 尺 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 , 则 R 中 没有 R 上 的 未 定 元 . 

10) 设 R 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ,xz 是 R 上 未 定 元 , FGz) 一 ao 十 aiz 十 … 十 anzZ GE 
R[Lz],a, 天 0. 称 o 为 f(x) 的 最 高 系数 .将 f(x) 的 次 数 n 记 为 deg f(x). 若 f(x),g (Xz)E 
R[xz]. 当 FGz) 天 0,g(z) 天 0,FCz) 十 g(CZ) 天 0,FCz)gCz) 天 0 时 ， 

deg (f(x)+ g(xz)) SE max(deg f(x),deg gCz))， 
deg (f(zx)g(7z)) deg f(z) deg g(x). 
当 民 是 整 环 , f(z) 了 关 0,g(z) 关 0 时 ， 
deg (f(x)g(7x)) = deg f(x) + deg g (7X). 
11) 设 尺 是 一 个 整 环 ,z 是 R 上 未 定 元 , 则 
f(z) 是 R[z] 的 可 逆 元 参 f(x)E R 且 f(z) 是 R 的 可 递 元 . 
2. 试 证 明 下 面 各 题 中 的 S 是 环 R 的 子 环 . 


1 RR 是 有 理 数 环 ,S {入 ER|a,bE Z ,p+5 | ,其 中 情 是 素数 
2) R=22,S=6Z2. 
3) RR 是 有 理 数 环 ,S= {zm|z ER }, 其 中 四 是 一 个 非 零 整数 


ee 人 
» a eree), sol( 9) 


6) R={ (0 ,esesec|， s-|(。 ,) 


n,m E ZZ) 的 一 个 同 态 满 射 


"Ez|. 


awvecl. 
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ee 


a a 
8) R=M,(C), s=—|( ) 
0 0 


9) R==M,(F), 其 中 下 是 一 个 域 .S 是 M,(F) 中 所 有 最 后 k(k 志 nn) 行 的 元 全 为 零 的 n 
阶 和 矩阵 作成 的 集 . 

10) RR=ZLz]，S=2ZLz]. 

11) R=R[zx], S= ZLzxj. 

12) ”R=F[Lzi,xs，,…,xnj], 其 中 下 是 域 ,S= FL[zi]. 

3. 证 明 : 


“ec 


eal. 


1) 已 知 o 一 一 十 十 31 是 二 次 方程 之 十 z 十 1 一 0 在 复数 域 C 中 的 一 个 根 , 则 QCw) 一 


{a+bw asbEe Q) 是 C 的 一 个 子 域 . 

2) 设 下 是 域 ,o 是 F 的 一 个 自 同 态 且 o 不 是 下 的 零 同 态 ( 若 Ya EF 下,ola) 一 0, 则 称 o 
为 下 的 零 同 态 ) , 则 S= {a EF|oCa)==a) 是 下 的 子 域 . 

4. 设 “是 环 尺 的 一 个 固定 元 ,证 明 : 

1) S= {ra|r ER} 是 R 的 一 个 子 环 . 

2) S={zER|za==z) 是 R 的 一 个 子 环 . 

3) S= {zER|zxa==0} 是 RR 的 一 个 子 环 . 

5. 证 明 : 环 ( 整 环 . 除 环 、 域 )R 的 子 环 ( 整 环 、 除 环 、 域 )S, 与 S: 的 交 Si 门 S; 仍 是 R 的 子 
环 ( 整 环 、 除 环 、 域 ). 

6. 求 出 模 8 的 剩余 类 环 Zs 的 所 有 子 环 . 

7. 设 RR 是 一 个 有 单位 元 1( 关 0) 的 环 ,证 明 ;:R 上 阶 全 矩阵 环 M,CR) 的 中 心 


aER,VrER,ar 一 如 2 


a 


1 


a ER 的 中 心 > |. (矩阵 中 主 对 角 线 外 的 元 素 都 是 0. ) 


1 

8. 证 明 : 

1) 设 a€ 环 RR, 则 Zla) 二 {zxER|za 一 az}) 是 R 的 子 环 . 称 Z(4a) 是 元 a 在 R 内 的 中 
心 化 子 ( 见 第 八 章 , 三 ,15,1)). 

2) 设 SC 环 RR,S 关 多, 则 20S)== {xzER|YsES,xs 一 st) 是 R 的 子 环 . 称 Z(S) 是 集 
S 在 R 内 的 中 心 化 子 ( 见 第 八 章 ,三 ,15,2)). 

3) 设 SIC 环 R,S 和 Of 一 1,2. 当 SCSs 时 ,2(S;)CZ2(S1). 
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4) ” 设 环 R 没 有 非 零 究 零 元 , 则 R 的 者 等 元 都 在 尺 的 中 心里 . 
9. 设 集 A 一 (zyyz UV). 规定 : 


十 TX yy XZ UU Vv ] yy zz 1 v 
并 TY MU vv XX TX TIT TX I 
y yy zx uu vv Xx TX yy x UU DT 
ba ZU vv XYy 之 TX zz vv yy u 
u MU vv TX yy xz u TX U YY UV 
v v TX yy zx uu v TX Uv UU Zz 


证 明 :A 作成 一 个 环 . 

10. 设 R 对 于 十 、… 来 说 作成 一 个 有 单位 元 1 的 环 , 记 为 (R, 十 ,，). 由 第 九 章 , 四 ,2,4) 
知 尺 对 于 

aBb=a+b—1l ，a@D5 一 ua 十 95 一双 

11. 证 明 : 环 Ri= {a 十 bYV3|a,bE Z) 与 环 Rs 一 {a+bV3|a,bE€ ZZ) 间 不 可 能 有 同 构 
映射 . 

12. 设 无 零 因 子 的 交换 环 R 的 特征 是 素数 ,证 明 :$:4a-=a? 是 尺 的 单 射 的 自 同 态 . 

13. 设 下 是 特征 为 素数 pp 的 域 . 证明: 集合 Fr 二 {a? |a EF} 是 下 的 子 域 . 

14. 集 G={(s1,50…,s,) |s€E ZZ ) 对 于 

(S19529""*95n) 一 (t1 ,2 一 1 2，…，71， 


(si »52 Sn ) 十 《让 yt 一 (si 十 三 Sa 十 大，3r 十 it) 
来 说 作成 一 个 加 群 . 设 


2i 一 (0,°%…,0,1,0,-… ,0) EG, 
i 二 1,2,…,n. 又 设 玉 是 加 群 G 的 自 同 态 环 ( 见 第 九 章 ,三 ,10). VY fEE, f(e)EG. 若 


flei) = ael 十 aazies 十 "* 十 anen 一 Dj ares, 
a€EZ ,1 二 1 ,2,*"*,n, 显然 了 (ei) 的 表达 式 了 唯一 , 即 Qin 由 了 (ei) 唯 一 确定 . 证 明 : 


Cni Cn2 "dm 
是 环 玉 与 Z 上 7 阶 全 矩阵 环 M,(Z ) 间 的 一 个 同 构 映 射 . 
15. 求 出 Z; 到 Z 的 所 有 的 同 态 映 射 . 


16. 设 C 是 复数 域 ,M = (2 “】 


4,bE RR| 是 一 个 域 . 证 明 ,使 a ER,a— 


( “的 C 与 M 间 的 同 构 映射 有 且 只 有 两 个 :由 与 由 ,使 
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bi(ai oi) = ( “)， pba bi) = 人 _). 
17. 在 Z: 上 , 求 出 : 
1) (〈[E2]z:z 十 [1]z 一 [2])2. 
2) 线性 方程 组 


:十 并 十 Zi 一 上 
| Xs 十 3 十 Ta 二 0 
Xl 十 3 一 】 
的 所 有 解 . 
18. 设 由 :a 一 过 是 环 尺 到 环 玉 的 一 个 同 态 映射 .证 明 :%: (as) 一 (aj) 是 环 M, (R) 到 
M,(R) 的 一 个 同 态 映射 . 
19. 设 域 下 中 任 一 非 零 元 x 有 zx 十 zx 关 0. 又 设 g 是 下 到 自身 的 一 个 满 射 ,使 $(1) 一 1. 且 
Vx,yEF, 有 P(r 二 y)=$(r)+p(y), YrTEF, x0 有 Pr) Hr )=1. 证 明 :$ 是 域 下 
的 一 个 自 同 构 . 


194 


第 十 二 章 “ 理想 .剩余 类 环 、 同 态 与 理想 


一 、 基 本 问题 问答 


1. 回答 下 列 问题 . 
1) 理想 的 定义 是 什么 ? 
2) 环 尺 的 理想 儿 是 加 群 尺 的 子 加 群 吗 ? 反之 ,对 吗 ? 
3) 环 尺 的 理想 贫 是 环 尺 的 子 环 吗 ? 反之 ,对 吗 ? 
答 1) 设 % 是 环 民 的 非 空子 集 , 则 
和 是 尺 的 理想 名 (i) a,bEMU 二 a 一 b EN， 

(ii) a€ENM,rER> ra,ar EN 

OO() abEN ab EA, 

(Gi) RACAU,A RCA. 

2) ” 环 R 的 理想 是 加 群 R 的 子 加 群 . 反之, 不对. 例 ,整数 加 群 Z 是 有 理 数 加 群 Q@ 的 子 


加 群 ,但 整数 环 Z 不 是 有 理 数 环 Q@ 的 理想 , 因 取 元 E @ ,3EZ ,而 六 "3Z. 


a ob 
3 ) 环 R 的 理想 外 是 环 R 的 子 环 . 反之 ,不 对 . 见 本 题 2) 中 的 例 . 又 例 ,{ (% ) |a,b,c€ 


Z | 是 Ms(Z ) 的 子 环 ,但 不 是 理想 . 理想 比 子 环 对 于 乘法 要 求 有 更 强 的 封闭 性 . 
2. 环 尺 一 定 有 理想 吗 ? 
答 ” 环 尺 一 定 有 理想 (0) 与 R. 称 (0) 与 人 为 R 的 当然 理想 . 称 10} 为 R 的 零 理想 , 称 R 
为 RR 的 单位 理想 . 不 是 R 的 当然 理想 的 理想 称 为 R 的 真理 想 . 
设 % 是 环 R 的 理想 ,有 R 外 CL, 针 RCU. 车 尺 有 单位 元 , 则 CR ,CU R. 于 是 RA 
一 蚊 民 一 和 ,因此 尺 是 理想 的 乘法 单位 元 ,这 是 称 RR 为 单位 理想 的 一 个 原因 . 
3. 证 明 : 
1) 设 尺 是 环 ,aER, 由 a 生成 的 主 理想 
(= {ziay 二 znayn sa 二 at+na|m 是 正 整数 ,zi;,y;,s,1 ER,n 是 整数 } 
是 包含 a 的 最 小 的 理想 . 
2) 设 R 是 环 , 若 a ER 的 中 心 Z, 则 a 生成 的 主 理想 
(oD)={ratnalr ER,nEZ). 
3) 设 R 是 有 单位 元 的 环 , 且 a ER 的 中 心 2 , 则 
(@)= {ralr ER } 一 Ra 一 aR. 
证 1) 设 %W 是 民 的 一 个 理想 ,oa E&, 则 
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(a)CU. 事实 上 ,，VYzaey 十 十 zayn 十 4 十 it 十 ma El(a), 因 a EA, 针 是 理想 , 故 
Tiay1 "Tmayms54,at EEX. 又 是 加 群 ,从 而 na E91, 目 ziayi 十 … 十 zwaym 十 sa 十 at 二 na 
.所 以 (a)CA. 

2) ”由 4a 与 RR 中 每 个 元 都 可 换 , 即 得 结论 . 

3) 由 na 二 n(la) 二 (nl)a, 其 中 nl ER, 可 得 结论 . 

注 1) 主 理想 是 环 R 的 一 类 构造 简单 ,容易 掌握 的 理想 . 特别 是 , 当 R 是 有 单位 元 1 
的 交换 环 时 , 主 理想 的 构造 更 为 简单 . 

2) 若 % 是 环 R 的 理想 ,a EA, 则 由 本 题 1) 知 (a)CCA. 

3) ” 当 尺 是 有 单位 元 的 交换 环 时 ,由 al ,as ,… ,a 生成 的 理想 


(al ,as an ) 一 | >， 7 Qi 

4. 试 判断 以 下 各 命题 是 否 正确 . 

1) 环 尺 的 中 心 Z 是 及 的 理想 . 

2) 设 % 是 环 R 上 一 元 多 项 式 环 RR[z] 的 一 个 理想 , 则 RC%L. 

3) ” 除 环 尺 除了 {0} 与 RR 以 外 ,没有 其 他 的 左 ( 右 ) 理 想 ( 见 第 十 二 章 , 二 ,6). 

4)” 设 ,8 是 环 R 的 两 个 理想 , 则 8CXAN 双 ,其 中 M8= {ab|a E91,5 EW}. 

5)” 设 和 是 环 R 的 理想 , 则 M, (各) 是 M,(CR) 的 理想 . 

6) 每 一 个 环 都 至 少 有 一 个 主 理想 . 

7) 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 , 则 RR 是 由 单位 元 1 生成 的 主 理想 (1). 

8)” 设 [是 环 R 的 理想 ,没有 单位 元 , 则 不 是 主 理想 . 

9) 设 R 是 有 单位 元 1 的 交换 环 , 则 

a 是 环 R 的 可 逆 元 合 (a)=R=(1). 
10) 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 ,是 R 的 理想 , 则 
. YU=R SO 1ENA. 
11) 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 ,是 R 的 理想 ,外 关 {0} ,R 中 有 可 逆 元 , 则 
外 天 民 会 和 [不 含 RR 的 可 逆 元 . 

12) 设 R[z] 是 环 尺 上 的 一 元 多 项 式 环 , 则 R[z] 的 主 理想 (z) 一 { rz|>ER)}. 

13) 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,S 是 加 群 R 的 子 加 群 , 且 S 是 由 a 生成 的 循环 群 . 则 S 
是 尺 的 由 a 生成 的 主 理想 . 

14) ” 环 尺 的 任 一 理想 都 是 R 的 主 理想 . 

15)” 环 RR 的 模 理 想 久 的 剩余 类 环 R/ 是 加 群 R 的 对 于 不 变 子 群 包 的 商 群 . 

16) 设 由 是 环 R 到 环 RR 的 同 态 满 射 ,A,B 是 R 的 子 环 ,A,B 分 别 是 A,B 在 $ 下 的 象 . 
若 =5B, 则 A=B. 

17)” 设 中 是 环 R 到 环 尺 才 40} 的 同 态 映 射 ,R 有 单位 元 1, 且 中 (1) 是 页 的 单位 元 7. a 是 
R 的 可 逆 元 , 则 


r ER 上 | 


(a) 是 忆 的 可 道 元 全 < E ker 中 . 
18) 设 % 是 环 RR 的 子 环 , 则 
是 尺 的 理想 对 3R 到 某 个 环 RR 的 同 态 满 射 9 ,使 得 =ker 中 . 
196 


第 十 二 章 理想 .剩余 类 环 、 同 态 与 理想 


19) 若是 环 尺 到 环 玉 的 同 态 映射 , 则 ker $ 二 {a€ER|g(a) 二 0, 这 里 0 是 玉 的 零 元 ) 
是 尺 的 理想 . 
20) 若是 域 F 到 域 下 的 同 态 映 射 , 且 (F) 关 人 0} , 则 四 是 单 射 . 


答 1) 不 正确 . 例 ,由 第 十 一 章 ,四 ,7 知 环 Me(Z ) 的 中 心 是 Z 一 | (人 ,je eZ. 到 


( je M2),( ez 但 (， 人。 =。 12. 所 以 Z 不 是 M:(Z ) 的 理想 . 


3 4/\0 1 3 4 

2) 不 正确 . 例 ， 

A= C7)={azrtar’ tar" |a: ER,n 是 正 整 数 } 
是 环 尺 上 的 一 元 多 项 式 环 R[xzj] 的 一 个 理想 ?.1E€ R. 但 1 E%. 不 然 , 若 1 EL, 则 
1 一 aiz 十 azz2 十 十 cz， 
即 
一 1 十 az 十 azz2 十 十 az 一 0. 

其 中 一 1 关 0, 从 而 z 不 是 R 上 未 定 元 ,此 为 矛盾 . 所 以 1 EA. 即 RE. 

3) 正确 .事实 上 , 设 虹 是 R 的 一 个 左 理想 且 针 了 关 {0}), 则 a EL,a 关 0, 3a EGR, 使 得 
41a 一 1 EM, 从 而 YrER,r=r|E, 即 R 二 外. 同 理 可 证 男 一 情况 . 

4) 正确 .事实 上 ,Yab EUW, 其 中 a E91,5EW. 因 % 是 理想 , 故 ab EMU. 因 W 是 理想 , 故 
ab EW, 从 而 ab EW. 所 以 MBCANnW. 

5) 正确 . 直接 利用 定义 可 证 . 

6) 正确. 因为 每 一 个 环 都 有 主 理想 (0). 

7) 正确 .事实 上 ,显然 (LU)CR; 反 之 ,VrER,r=rtE(1) ,从 而 RC(). 所 以 R=(1). 

8) 不 正确 . 例 , 偶 数 环 2Z 是 整数 环 Z 的 理想 ,2Z 无 单位 元 ,但 2Z 是 Z 的 主 理想 (2). 

9) 正确 .事实 上 ,( 之 ) 显然 (a)CR; 反 之 , Yr ER, 有 r= 二 rl 一 r(a ! a)= 
《rai)aE(Q) ;从 而 RC(Q@). 所 以 (q) 二 R. (二) 因 1E€R=(a), 又 RR 是 交换 环 , 故 3b5ER, 使 
得 1==ba, 从 而 a 是 R 的 可 逆 元 . 

该 命题 的 逆 否 命题 为 : 设 R 是 有 单位 元 1 的 交换 环 , 则 

a 不 是 环 R 的 可 道 元 入 (a) 关 RR. 


1 
但 当 尺 不 是 交换 环 时 ,a 虽 不 是 R 的 可 道 元 , 却 可 能 (az) 一 有 R. 例 ， (。 0 不 是 环 M, (ZZ) 的 可 


逆 元 ,但 (( ?)) =M 2). 


10) 正确 .事实 上 ,( 之 ) 显然 .(<=) 显然 WCR3; 反 之 , YrER, 因 1 EL, 和 是 理想 ， 
故 > 一 r1 E9 ,从 而 RC%. 所 以 和 = 二 R. 

11) 正确 .事实 上 ,(<=) 显然 . (一 ) 若 理想 % 含 R 的 可 道 元 a, 则 3 a ER, 使 得 
1 二 a !a EM. 由 本 题 10) ,=R. 

12) 不 正确 . 因为 
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Cx)={ f(z)z|f (CE RLzJ) ={ (Cat+az+…+anz")zjatER,n 是非 负 整数 ) 
一 {aoz 十 a 十 … 十 asz"1! |at ER,n 是 非 负 整数 ) 
二 {az 十 az 十 … 十 anz”|ai ER,m 是 正 整数 ). 
所 以 (zx 十 DxE(z), 但 (r+DrElrz|rER}. 
13) 不 正确 . 例 , 取 R= 二 有理数 环 . 由 1 生成 的 R 的 循环 子 加 群 是 {n1|nEZ}) 一 ZZ. 而 
由 1 生成 的 R 的 主 理想 是 (r1|rER}) 一 RZ. 
14) 不 正确 . 例 , 环 ZLx] 的 理想 (2,x) 不 是 主 理想 . 
15) 正确 . 由 定义 可 知 . 


16) 不 正确 . 例 , 设 R= | (人 ") 


a bb 
bod ER|,R=|( ) 
0 0 


oceR|,B=|( ") 


abER|.$:( 一 


” “| 是 环 玉 到 环 灰 的 同 态 满 射 .A= |(” 
0 0 0 


adER | 是 的 


子 环 . A,B 在 $ 下 的 象 都 是 | C0 1 |<eR | ,而 A 关 B. 又 例 , 设 R 是 至 少 含 两 个 元 的 环 , 环 


天 = (0}.4:x 一 0 是 RR 到 尺 的 同 态 满 射 .R 与 {10} 是 RR 的 两 个 子 环 ,它们 在 $ 下 的 象 都 是 
10}, 但 R 关 {0). 又 例 ,4$;:a 一 [ae] 是 整数 环卫 到 模 ”的 剩余 类 环 Z, 的 同 态 满 射 . A= 
{2&n|kE2Z),B=={4hn|h EZ 都 是 ZZ 的 子 环 . A,B 在 由 下 的 象 都 是 {[0]} ,但 A 天 3. 因 
2nEh, 而 2nEEB. 又 例 ,49:[0] 一 [0j,[1] 一 [1],[2] 一 50],L3] 一 [1] 是 环 Z, 到 环 Z; 的 
同 态 满 射 . Z, 的 两 个 子 环 :A= {[0]) ,B= (Lo],[2]} 在 由 下 的 象 都 是 {[0]) ,而 A 关 B. 

又 例 ,R={ (a,5) |a,5E@Q 对 于 

(ai1301)= (a ,02) OO a=as ,b=b, 
(a1501) 二 + (az bz) = (a 二 as bib), 
(ai ,01) (42 ,62) = (a1a2 ,bi1b2) 
作成 一 个 环 .9:(a,b) 一 6b 是 环 R 到 有 理 数 环 @ 的 同 态 满 射 . A 一 { (a,6) 
{C0,6) |5EZ ) 是 尺 的 子 环 ,它们 在 9 下 的 象 都 是 整数 环 Z ,但 4 天 也. 

对 于 该 命题 适当 增加 条 件 ,可 使 结论 成 立 . 即 : 设 $ 是 环 RR 到 环 R 的 同 态 满 射 ,A,B 是 R 
的 含 ker 中 的 两 个 子 环 . 车 由 (A) 一 中 (B)( 见 第 八 章 ,三 ,8), 则 A 二 B. 事实 上 ,Va€A, 中 (oO)E 
gb(A)= 二 $8(B), 从 而 35EB ,使 得 $Ca)= 二 (5), 即 Ca 一 6)==g(a) 一 上 (5)==0, 于 是 a 一 bE€ 
ker gCB, 因 此 365E€B, 使 得 a 一 6=65 , 即 a==65 十 5EB. 所 以 ACB. 同 理 可 证 BCA. 综 
上 ,A=B. 

17) 正确 .事实 上 ,( 之 ) 车 pCa) 可 道 , 则 中 (a) 关 0, 其 中 0 是 尺 的 零 元 ,从 而 a EE 
ker 中. (二) 若 a Eker 中 , 则 中 (a) 隆 0. 因 a 是 RR 的 可 道 元 , 故 3a 'ER, 使 得 (a ') 中 (a) 一 
由 Ca-ia) 一 由 (1) 一 1, 所 以 由 (a) 是 尺 的 可 逆 元 . 


a,5EZ) 与 B= 
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18) 正确 .事实 上 ,( 二 > ) 因 和 是 R 的 理想 , 故 JjR 的 模 理想 的 剩余 类 环 尺 / 卸 , 而 
:a 一 [a] 是 R 到 R/U 的 同 态 满 射 , 且 一 ker 由 ( 见 第 八 章 ,一 ,5,2)). (二) ” 若 由 是 环 民 
到 环 玉 的 同 态 满 射 , 则 一 ker 由 是 R 的 理想 2. 

该 命题 说 明 , 环 尺 有 多少 个 理想 , 环 R 就 有 多 少 个 到 环 R 的 同 态 满 射 . 

19) 正确 .事实 上 ,由 第 十 一 章 , 三 ,3,1) ,和 (0) 一 0, 从 而 0E ker 中 ,因此 ker 由 不 空 且 
ker 由 CR. Va,bE ker 中 ,有 中 Ca) 一 0,(9) 一 0, 从 而 由 Ca 一念 一 由 (a) 一 由 (0) 一 0 一 0 一 0. 于 
是 a 一 bE ker $. Va€E ker 由,rER, 有 和 (a)=0,(ra) 一 由 or) 由 Ca) 一 由 (0 一 0. 同 理由 (ar) = 
0, 于 是 ra,arE ker 中 .所 以 ker 中 是 尺 的 理想 . 

20) 正确 .事实 上 ,由 本 题 19) ,ker gp 是 下 的 理想 ,而 下 是 域 ,因此 下 只 有 零 理想 (0) 和 
单位 理想 .又 (FF) 了 {0}, 从 而 ker 中 关 下 ,只 能 ker 由 一 10). Va,bEF, 若 中 Ca) 二 中 (5), 则 
g(a—5)= 二 0, 于 是 a 一 bE ker 中 二 {0}, 即 a 二 6. 所 以 由 是 单 射 ( 见 第 十 一 章 , 三 ,5). 

$5. 回答 下 列 问题 . 

1) 何谓 环 RR 的 模 理想 [的 剩余 类 ? 

2) 何谓 环 R 的 模 理想 的 剩余 类 环 ( 或 称 商 环 或 差 环 )? 

3) 设 S 是 环 R 的 子 环 ,T={[xj]|xzER), 其 中 [zx]=zx 二 S= (z+;|s €S), 法 则 
[aj[5]j==[ab] 是 否 为 的 一 个 代数 运算 ? 

4) ”类 似 于 群 中 的 商 群 , 环 R 的 模 理 想 氏 的 剩余 类 环 尺 /与 同 态 有 何 关系 ? 

答 1) 环 R 的 理想 [是 加 群 R 的 子 加 群 ,而 加 群 R 对 加 法 可 换 , 从 而 扩 是 加 群 R 的 不 
变 子 群 ,从 而 利用 不 变 子 群 % 可 规定 加 和 群 R 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 : Ya,bER， 

a~b © a—b EA. 
记 为 a 三 6(90) 局 a 一 bE, 读 作 a 同 余 5 模 理 想 L. 利用 此 等 价 关系 一 可 以 对 加 群 尺 进行 分 
类 ,得 出 的 类 即 为 % 的 陪 集 x 十 半 = {z 十 uju EL) ,叫做 模 理想 % 的 剩余 类 , 记 为 [z], 即 


[z]=z+A= {x+ulu EA}. 


2) 设 

@@ 是 环 RR 的 理想 ; 

@ 尺 是 所 有 模 的 剩余 类 的 集合 : 
R={[zx],Lyj,*…)}; 

@ 规定 


[aj+E6]=[a+6], [ajtb]= [ad]. 
可 以 证 明 尽 是 一 个 环 (注意 [是 理想 这 一 条 件 的 作用 , 它 保 证 了 如 此 规定 的 乘法 是 及 的 一 个 
代数 运算 ). 称 环 尺 为 环 R 的 模 理 想 多 的 剩余 类 环 , 记 为 R/. 即 
R/A={[z]|zER)}={zx+A|zxER}. 
注 (GD 利用 环 R 的 理想 [可 以 作出 新 的 环 R/, 由 此 可 见 理想 的 重要 性 . 
(Gi) 环 R/X 的 零 元 是 [0] 二 0 十 . 
(ii) [oa]Ce R/) 的 负 元 一 [a 二 [一 aj. 
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(iv) 若 尺 有 单位 元 1, 则 RX 有 单位 元 [1 一 1 十 时 . 
(v) 车 民 是 交换 环 , 则 R/ 也 是 交换 环 . 


(vi) 当 和 (==R 时 ， 
R/A—R/R={z+R|zx ER)={R})={0+R}={[L0])}; 
当 包 == {0} 时 ， 
R/A=R/{0}={z+{0})|zER}={{z}|zER)SR. 


3) 未 必 是 . 例 , Z 是 Q@ 的 子 环 ,但 Z 不 是 Q@ 的 理想 . T={[zx]|zE Q}), 其 中 [zj 二 x 十 
Z. 取 二 十 ZZ ,十 十 ZE T, 由 规定 ,( 半 十 也)( 计 十 乙 ) 一 言 十 也 .又 去 十 了 一 过 十 乙 , 由 规 


定 , (了 +Z)( 计 +Z )= 去 +z. 因 二 一 和 EEZ , 故 言 十 ZZ 天 玄 十 Z. 从 而 在 此 法 则 :[aJ[6] 
二 [a5] 下 , 象 不 唯一 . 所 以 此 法 则 不 是 了 的 一 个 代数 运算 . 

注 ” 当 和 是 环 R 的 理想 时 ,才能 保证 R/ 是 一 个 环 . 

4) R 多 Ra 和 ia- [a] 是 R 到 R/ 的 一 个 同 态 满 射 , 称 为 自然 同 态 ， 中 的 术 
ker ,一 {aER|$o(a) ==0, 这 里 5 是 R/a 的 零 元 } 一 了 L(g 的 核 即 为 把 po 看 成 是 加 群 R 到 
加 群 R/ 的 同 态 满 射 的 核 , 因 此 由 第 八 章 ,一 ,5,2) 知 ker 6 一 1). 

另 一 方面 , 设 环 尺 了 < 环 政 , 则 外 二 ker 由 是 R 的 一 个 理想 且 R/ 外 之 尺 ( 见 下 图 ). 


环 R 。 同 态 满 射 h ” 环 页 


自然 同 态 加 
同 构 映射 wy 
环 RAL 
其 中 =ker 各, 9= 名 站 

注 @ 此 命题 称 为 环 的 同 态 基本 定理 . 它 一 方面 指出 环 R 的 模 理 想 的 剩余 类 环 必 为 
R 在 同 态 满 射 下 的 象 ; 另 一 方面 指出 在 同 构 意 义 下 , 环 尺 在 同 态 满 射 下 的 象 是 民 的 模 理想 
的 剩余 类 环 . 也 就 是 说 , 环 RR 的 所 有 的 模 理 想 的 剩余 类 环 已 经 穷尽 了 R 的 所 有 的 在 同 态 满 
射 下 的 象 . 如 果 掌 握 了 环 R 的 所 有 的 理想 ,也 就 掌握 了 尺 的 所 有 的 在 同 态 满 射 下 的 象 . 理想 
可 以 决定 环 R 的 所 有 的 同 态 象 .由 此 可 见 理 想 与 模 理 想 的 剩余 类 环 在 环 的 结构 理论 中 的 重 
要 作用 . 

@ ”由 上 述 可 知 ,只 要 把 群 和 不 变 子 群 分 别 改 成 环 和 理想 ,那么 关于 群 的 各 种 同 构 定 理 
都 可 移植 到 环 上 来 . 应 注意 的 是 : 群 的 不 变 子 群 N 的 陪 集 一 般 写成 乘法 形式 aN ,而 环 的 理 
想 氏 的 陪 集 ( 即 模 红 的 剩余 类 ) 要 写成 加 法 形式 z 十 六 . 


例 1 可 将 第 八 章 , 二 ,8 移植 到 环 上 来 , 即 ; 设 环 R< 环 尺 , 包 是 尽 的 理想 ,中 -1! (1) 一 
( 见 第 八 章 , 三 ,8), 则 R/ 宇 RR/ 事实 上 , 仿 第 八 章 ,二 ,8 的 证 明 可 知 ,y:a 一 [和 $(a)] = 
由 Ca) 十 于 是 R 到 玉 / 外 的 一 个 同 态 满 射 且 kery 二 .由 同 态 基本 定理 ,R/ 守 RR/. 


或 直接 证 明 : Ya ER,J:a 十 针 习 由 (a) 十 外 是 R]8 与 尺 /g 间 的 一 个 同 构 映 射 . 
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或 如 下 证 明 : 因 尺 之 素 , 又 玉 名 雯 /页 , 这 里 是 自然 同 态 , 故 R 衬 刺 / 贡 ( 见 第 二 章 ,二 ， 
5) 且 ker( 中 。 中) 二 和 .由 同 态 基本 定理 , 即 可 得 结论 . 

例 , 环 Z 之 环 Z, ,其 中 由 :n 一 [xn] 是 自然 同 态 .好 = {[0],[3]) 是 Ze 的 理想 ,由 (20) 一 
{39|q EZ)=3Z, 从 而 Z,= 2Z/3Z 守 Zs/(L01,[3j). 

由 此 例 1 可 立 得 下 面 命 题 : 设 环 R 作 环 尺 ,外 是 R 的 食 ker 由 的 理想 ,中 (90 一 所 , 则 RR/L 
R/U 事实 上 ,因由 (0) 一 于 ,又 和 刁 ker 9, 故 由 第 八 章 , 二 ,7, 注 3) 知 ,1 (1) 二 多. 从 而 由 
本 例 1, 有 R/A 衬 R/L. 

例 2 可 将 第 八 章 ,四 ,46 移植 到 环 上 来 , 即 : 设 时 和 册 都 是 环 R 的 理想 且 外 CG, 则 8/ 
是 R/ 的 理想 且 R/ 衬 (R/)/A(B8/). 事实 上 , 仿 第 八 章 ,四 ,46 的 证 明 , 可 知 : VaER， 
中 :a 十 针 一 a 十 是 R/ 到 R/W 的 一 个 同 态 满 射 且 ker 中 一 8/L. 由 同 态 基 本 定理 知 结论 
成 立 . 

例 , 设 r|mr; 则 Z/r 衬 (ZA/Gm))/CCr)/(m)). 因为 主 理想 (m),(7) 都 是 整数 环 Z 的 理 
想 且 因 -|m, 故 (xDCG ,所 以 由 此 例 2 可 得 结论 . 

例 3 可 将 第 八 章 ,四 ,47 移植 到 环 上 来 , 即 : 设 外,W 都 是 环 RR 的 理想 , 则 

R/ (A+B)ER/MW/ CAV) /A). 
其 中 外 十 w= {a 十 ga E91,5 EWG). 事实 上 ,由 名 十 4 是 RR 的 理想 ,%C3[ 十 四 及 上 面 例 2 可 知 命 
题 成 立 . 

例 4 可 将 第 八 章 , 四 ,48 移植 到 环 上 来 , 即 设 % 是 环 R 的 理想 ,S 是 R 的 子 环 , 则 人 S 
是 S 的 理想 且 SA/ 站 5) 尘 (十 S)/. 事实 上 , 仿 第 八 章 ,四 ,48 的 证 明 , 可 知 ; Vs ES, 中 : 
s ~> 5 十 9 是 S 到 (十 S) /的 一 个 同 态 满 射 且 ker 由 =2S, 从 而 由 同 态 基本 定理 得 证 . 

或 如 下 证 明 : Ys ES,a EU, 中 :a 十 ;一 s 十 (AL 门 S) 是 十 S 到 S/NM 5S) 的 一 个 同 态 满 
射 且 ker 中 一 外, 从 而 由 同 态 基 本 定理 得 证 . 

或 直接 证 明 ,VsES,:* 二 (mnS) 一 S 十 A 是 S/C 门 S) 到 (十 S)/U 的 一 个 同 构 
映射 . 

6. 设 尺 是 除 环 , 天 是 环 且 尺 之 六, 证 明 :R 的 同 态 象 尽 或 与 RR 同 构 , 或 为 零 环 {0). 

证 因 除 环 R 只 有 零 理 想 {0} 和 单位 理想 R, 故 ker 一 10) 或 R, 由 同 态 基 本 定理 ， 
R/{0} 圭 或 R/R 人 兰 民 .而 

R/{0}={{z}|zER}SR, R/R={[0]}, 
于 是 玉宇 R 或 RR 尘 {[0]). 所 以 命题 得 证 . 

注 1) 设 尺 是 除 环 , 素 是 环 且 尺 之 素 , 则 由 该 命题 知 , 小 或 是 同 构 映 射 或 是 零 同 态 . 

2) 当 尺 是 域 时 ,命题 也 成 立 . 

3) 设 R 与 都 是 除 环 ( 域 ) 且 R 作 RR. 因 尺 是 除 环 ( 域 ), 故 $ 不 是 零 同 态 ,从 而 是 R 
到 页 的 同 构 映射 . 这 就 给 出 了 第 十 一 章 ,三 ,5 的 又 一 个 证 明 . 

7. 证 明 :整数 环 Z 的 模 理想 (n) 的 剩余 类 环 R/(z) 就 是 整数 环 忆 的 模 的 剩余 类 环 世 ,. 

证 VY[zxjJER/);, 因 [xz] 二 z 十 (mn) 一 {zx 十 rk/k EZ ), 故 [XJEZ,; 反 之 ,YLajEZ,, 因 
[aj]={a+ng|q EZ)=a 十 (mn), 故 [ajJE R/Cm). 所 以 R/(m)= 世 . 
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注 “ 一 般 的 环 R 的 模 理 想 % 的 剩余 类 环 R/s 是 特殊 的 整数 环 乙 的 模 二 的 剩余 类 环 2 
的 推广 . 这 也 是 R/U 的 名 称 的 由 来 . 

8. 设 $ 是 环 R 到 环 R 的 同 态 映射 ,证 明 : 

1) S 是 尺 的 子 环 > 中 (0S) 是 尺 的 子 环 . 

2) 5 是 玉 的 子 环 全 由 -1(S) 是 尺 的 子 环 . 

3) 入 是 页 的 理想 人 由 (90) 是 民 的 理想 . 

证 1) 因 S 是 R 的 子 环 , 故 零 元 0€S, 从 而 (0) 一 0 Eq9(S),( 见 第 十 一 章 ,三 ,3， 
1)) , 即 由 CS) 不 空 . 显然 $CS)CR, Ya,5Eq(S) ,由 中 (S) 定 义 ,3a,5ES, 使 得 (4) 一 a, 中 (5) 一 
2. 由 中 是 同 态 映射 及 第 十 一 章 , 三 ,3,2), 有 
a—b= $a 一 由 (9 = $0 $6) = 由 Ca) 十 由 (一 有 一 由 Ca 十 (一 及) 一 小 (Ca 一 站， 

ab= pla) 中 (5) = 中 (apb). 

因 S 是 R 的 子 环 , 故 a 一 bb,apgES, 从 而 a 一 5,apE(S), 所 以 由 CS) 是 玉 的 子 环 . 

2) 因 5 是 尺 的 子 环 , 故 零 元 0E€S. 因 gq 是 RR 到 RR 的 同 态 映 射 , 故 0 必 有 道 象 零 元 0E 
尺 ,从 而 0 Eq-'(S), 即 $1(5) 不 空 .显然 -1(S 1!)CR. Ya,bEq-1(S), 由 -1(5S) 的 定义 ， 
ja,6E€5, 使 得 (a) 二 a,4(5) 二 5. 因由 是 同 态 映 射 ,又 S 是 尺 的 子 环 , 故 

由 (a 一 站 = 由 (oa) 一 由 DOES blab)=$b(a) bE S， 

所 以 a 一 b,abE€q-1(S). 因此 4$-:(S) 是 RR 的 子 环 . 


3) 由 人 2 已 知 由 -1(g) 是 尺 的 子 环 . YrER, VaEq-'1([), ja EH, 使 得 $C(a) 二 a. 
于 是 


由 (ra) 一 由 (站 由 (a) 一 由 Cr)2. 
因由 (PE 瓦 ,5E 贡 ,又 下 是 灭 的 理想 , 故 由 (ra)E 和 ,从 而 ra Ed-:(8), 同 理 ar EC 了 0). 所 以 
-1(90 是 民 的 理想 . 
注 “参看 第 八 章 ,三 ,8, 进 行 对 比 , 
例 中 ; ”> [nj 是 整数 环 Z 到 ZZ 的 模 理 想 (7) 的 剩余 类 环 Z/(7) 的 自然 同 态 . 即 Z 人 XZ/ 
(7). 偶数 环 2Z 是 ZZ 的 子 环 , 于 是 $(2Z)=={50j,[2],[4],[56]} 是 Z/C(7) 的 一 个 子 环 . 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 假定 R 是 偶数 环 .证明 ; 所 有 整数 4r(rER) 是 尺 的 一 个 理想 %〖. 等 式 和 [一 (4) 对 不 对 ? 

证 已 知 外 =={4r|rER}. 因 4*0=0E1, 故 包头 避 .显然 久 CR. VY 4r,4rz EA, 其 中 71 ,72 EE 
尺 , 有 i 一 r; ER, 于 是 

4ri—4rz=4(ri Cr, )ENA. 
VY 4ri EL, 其 中 ri1ER,YrER, 有 rirER, 于 是 
(4ri)r=r(4r)=4(rr)EN. 

所 以 是 R 的 一 个 理想 . 

A={4rlrER}=—{4.2n|nEZ)={8n|n€EZ}={r. 8+n° 8|rER,nEZ)=(8). 
即 外 是 偶数 环 R 的 由 8 生成 的 主 理想 . 因 偶数 环 尺 是 交换 环 但 无 单位 元 , 故 
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(={r.4+n. 4IrER,nEZ)={4(7+n)) = {49lg EZ). 
从 而 C64). 但 4(2k 一 1)E(4), 而 4(2& 一 1)EA, 这 里 有 是 任意 整数 ,所 以 四 关 (4). 

注 1) 车 R 是 有 单位 元 的 交换 环 , 则 外 = {4r|r ER) 是 主 理想 . 例 , 当 R 是 整数 环 时 ， 
A= (4). 

2) 一 般 来 说 , 设 RR 是 没有 单位 元 的 环 , 取 定 a ER, 则 外 {ar|r ER} 是 R 的 理想 ,但 
未 必 是 由 a 生成 的 主 理想 (Ca). 

再 举 个 例子 .在 由 6 个 模 12 的 剩余 类 作成 的 无 单位 元 的 交换 环 R= (L0],L2],L4j]， 
[6],[8],[1o]} 中 ,= {[2][ 门 |[mJER} 是 R 的 理想 .但 [2]eX. 事实 上 , 若 [2]E%, 则 [2 一 
[2][ 门 =[2 门 ,从 而 12| 2r 一 2, 即 6|> 一 1, 可 是 > 只 能 取 0,2,4,6,8,10, 此 与 6|r 一 1 矛盾 . 
所 以 [2]JE3[. 而 [2]JE([2]) ,于 是 % 天 ([2]). 如 果 取 册 一 {[4][ 门 | [ER)} 则 风 是 民 的 理想 . 
因 [4]=[16]=[4][4]E% , 故 ([4])C 册 ,显然 QQS([4]). 于 是 又 一 (L4]). 

2. 假定 R 是 整数 环 . 证 明 :(3,7)==(1). 

证 因 3,7 互 素 , 故 了 整数 xz, 使 得 34 十 7v==1. 因 3u 十 70E(3,7), 故 1E€(3,7), 所 以 
(3,7) 二 (1)( 见 第 十 二 章 , 一 ,4,7)). 

3. 假定 R 是 有 理 数 域 . 证 明 :(2,z) 是 RLxj] 的 一 个 主 理想 . 

证 一 因 2 与 x 互 素 ,又 R 是 有 理 数 域 , 故 习 ulz),v(z)E R[xzj, 使 得 2u(x) 十 Xv(zx)== 
1. 因 RLz] 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 

2x(z) 十 zoCz)E(2z) 一 {22(z) 十 zbs(z)| zz)EREz])， 
即 1E(2,z). 所 以 (2,z) 一 (1). 
证 二 因 R[zj 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 
(2 ,z) 一 { 2p1(7x)++ zp: (xz) [p(x)E R[xz]}. 


而 1 一 2 . 六 十 . 0, 其 中 去 ,0E€ R[z], 因 此 1E(2,z)， 


所 以 (2,z) 一 (1). 
证 三 因 RLzj 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 
(2,7)= {2p1 (72) + zp (7) | pi(x)E RLz]). 
从 而 Vao 十 aiz 十 azz2 十 … 十 asz" ERLzj, 有 


Qo 二 Qiz 二 qs 十 十 rz" 二 2。 多 十 ZCa1 十 qzz 十 … 二 ant"1)E(2,7). 


因此 R[xz]C(2,z) ;显然 (2,z)CR[zj. 因 1E€ R[xj, 故 R[x] 二 (1). 所 以 (2,zx)= 二 R[xj]=(1). 

注 1) 设 R 是 任 一 数 域 ,都 有 (2,zx) 二 (1). 

2) 在 证 一 中 , 若 尺 是 整数 环 , 虽 2,z 互 素 , 却 不 存在 ux) ,v(xz)E RLzj, 使 得 2uCz) 十 
ZUCX) 一 1. 

3) 著 尺 是 整数 环 , 已 知 (2,z) 不 是 RLx] 的 一 个 主 理想 . 一般 来 说 ,车 RC( 隆 {0}) 是 有 
单位 元 的 交换 环 而 不 是 域 , 则 (a,z) 不 是 RLzxj] 的 主 理想 ,其 中 a( 关 0) 不 是 RR 的 可 道 元 . 

事实 上 , 因 R( 关 {0})) 不 是 域 , 故 3a( 关 0)E R,a 不 是 R 的 可 道 元 . 因 R[xzj 是 有 单位 元 
的 交换 环 , 故 
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(a,z)={api (xr)+zrpa (xz) | zzmDE RLz]} 
={albo 十 BZ 十 … 十 bX’) 十 (co 十 ci 并 十 …… 十 ce 2 sCi ER ssSst 是 非 负 整 数 ) 


二 (abo 十 qi 十 … 十 asz” bosa: ER,n 是 非 负 整数 }. 

则 (a,z) 不 是 R[xz] 的 主 理想 . 不然 ,假设 (a,zx) 二 (p(x)), 则 a EC(pC(z)), 即 4a=p(z)k(zx). 
因 z 是 未 定 元 , 故 p(x) 一 bER. 且 XECp(z)), 即 z=p(zx)h(x) 一 bh(zx). 因 z 是 未 定 元 ， 
故 h(z) 只 能 是 一 次 多 项 式 . 设 h(z)== 甩 十 有 hz, 其 中 hh,hi ER, 于 是 X==b(ho 十 hr) 二 
bho 十 bhix. 因 x 是 未 定 元 ; 故 bh 二 1, 从 而 p(x)=5 是 R[xzj] 的 可 道 元 , 即 (a,x)== (65). 因 
bE(a,Xx) , 故 3 ao6ER, 使 得 aao = 二 5, 因 5 是 可 北 元 , 故 a(aob !') 二 1, 其 中 ao5 'ER, 于 是 a 是 
可 道 元 ,发 生 矛 盾 . (证 明了 p(xz)==b 是 REz] 的 可 逆 元 以 后 ,还 可 如 下 推理 :由 第 十 二 章 ， 
一 ,4,9), Cp(z)) 一 R[z]=(1), 即 (a,x) 一 R[xj.1ERL[xzj], 但 1Ela,x) ,否则 ,车 1€ 
(Ca,x), 则 cER, 使 得 ac=1, 于 是 a 可逆 ,矛盾 . ) 所 以 (a,z) 不 是 RLzj 的 主 理想 . 

4. 证 明 :两 个 理想 的 交集 还 是 一 个 理想 . 

证 ” 设 %[ ,出 是 环 R 的 两 个 理想 . 因 理 想 是 子 环 , 故 0 EL,0 EW, 从 而 0E3 站 外, 即 踊 全 允 
天 他 . 显然 针 门 BCR. Ya,b EUMmW, 有 a,65 EAU 且 a,6b EN. 因 ,8 是 环 , 故 4a 一 5 EL 且 
a 一 b EW, 于 是 a 一 5 EA 站 8. Ya EU 门 8 ,VrER, 有 aEXU 且 a EW8, 因 外 ,是 理想 , 故 ra,ar EX 
且 rayar EW, 因 此 rayar EX 门 W. 所 以 和 L 门 8 是 R 的 一 个 理想 . 

注 1) 设 (a),(5) 是 整数 环 Z 的 两 个 主 理想 , 则 

(OD) 站 (=(m) 电 m 是 a,b 的 一 个 最 小 公 倍数 . 

事实 上 ,( 二 ) 因 mE(Q) 门 (6), 故 mEla) 且 mE(25), 从 而 3s,1 EZ ,使 得 m= 二 as， 
m 一 bt; 即 a|m 且 5|m. 设 是 a,b 的 任 一 公 倍 数 , 则 kECa) 且 kEC5), 即 Ela) 门 (5) 一 
(m) ,从 而 mk. 所 以 or 是 a,6 的 一 个 最 小 公 售 数 . (二 ) 因 w 是 a,5 的 一 个 最 小 公 倍数 ， 


元 aim 且 2 Im ,从 而 3 u,vE€2 ,使 得 ==au,m= 二 0v, 即 mE€la) 且 mE(5), 于 是 Gm)Cla) 且 
(DC(5); 因 此 GWCC)N (DD); 反之 ,YcECW) 站 (0), 有 cEla) 且 cECB), 从 而 3i,7j EZ ,使 
得 c=ai,c= 二 bj, 于 是 alc,blc. 因 mr 是 a,6 的 一 个 最 小 公 倍 数 , 故 mic, 即 3g€2 ,使 得 c= 
mq; 因此 cECm) ,可 见 (a) 站 (人 CC .所 以 (a) 门 (2) 一 (2). 

2) 设 %[, 风 是 环 RR 的 理想 , 则 {a 十 bja E91,5 EG) 是 包含 六 与 吕 的 R 的 最 小 理想 , 称 之 
为 与 路 的 和 , 记 为 [十 3( 见 第 八 章 ,二 ,4, 注 10)). 

事实 上 , 因 0 十 0 一 0 E91 十 双 , 故 愉 十 双关 名 . 显然 针 十 BCR. Y x=a 十 b,y 一 a 十 bE 十 
w, 其 中 a,a EU,5,5EW, 因 L,W 是 理想 , 故 a 一 a EL,6 一 6 EWG, 从 而 

x—y 二 (a 二) 一 (a 二 60)=a 二 b 十 [( 一 a 十 (一 6)]==[a 十 (一 a 十 [6 十 (一 6] 

二 (a—a) 二 (56—5 )EN+Y. 
Yr 二 a 十 5 EA 十 8,YrER, 其 中 4a EX,5 EW， 因 ,是 理想 , 故 ra,ar EL,7b,br EG, 从 而 
rt=r(a 二 6)=ra 二 rb EN 二 中 ,xr 二 (a 十 Dr 二 ar 十 br EA 十 吧 ， 

所 以 [十 中 是 R 的 理想 . 

YaEM,4 二 a 十 0 EX 十 员 , 其 中 0 EW, 从 而 [CA 十 3. 同 理 BCA 十 8. 

设 I 是 R 的 含 % 与 由 的 理想 . Yz 一 a 十 5E9[ 十 由 ,其 中 < EM,DE ,从 而 <,oET. 因 工 是 
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理想 , 故 x 二 a 十 5 ET, 于 是 十 WCIL. 

所 以 针 十 吕 是 含 六 与 名 的 R 的 最 小 理想 . 

3) 设 S,T 是 环 尺 的 左 ( 右 ) 理 想 ( 见 第 十 二 章 ,二 ,6), 则 {a 十 bla ES,5ET) 是 R 的 
一 个 左 ( 右 ) 理 想 , 称 之 为 $ 与 工 的 和 , 记 为 S 十 工 . 

请 读者 自 证 . 

4) 设 (a), (5b) 是 整数 环 Z 的 两 个 主 理想 , 则 

(qa) 二 (5) 二 (qd) 仿 d 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

事实 上 ,( 二 ) 因 a€E(4) 二 (6) 二 (4d), 故 3gEZ2 ,使 得 a 二 dg, 即 4d|a. 同 理 4d|5b. 又 
dE(a) 十 (5) ,从 而 3 u,vEZ ,使 得 d= 二 au 十 bv. 所 以 4 是 a ,5 的 一 个 最 大 公 因 子 . (二 ) 因 
d 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 , 故 dja,d|5b, 从 而 a€E(4d),b5E(d), 于 是 (a)C(d),(5)C(d)， 
又 (qd) 是 环 , 因 此 (4) 十 (8)CCq); 反 之 , 因 d 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 , 故 33s,t1E2 ,使 得 a 
二 as 十 bt 从 而 4 EQ) 十 (5) ,因此 (QC6a) 十 (5). 所 以 (a) 十 (56) 二 (aq). 

5) 设 (a),(5) 是 ZZ 的 两 个 主 理想 , 则 

(a)+(b)= (a,5). 

事实 上 ,显然 (QO)CC(a;);(b)C(a,b), 而 (4a;5) 是 环 , 因 此 (a) 十 ()CC(a,0); 反 之 ,YXE 
(a,b) ,3u,vEZT ,r=aut+bv Ed 二 (人 而 (a;D)CCa) t(D) .所 以 (a) + (6) = (a,0b). 

该 命题 可 推广 为 : 设 (ai ;az ，… ,as) ,bi ,bo，… ,bm) 是 Z 的 两 个 理想 , 则 

CP 

6) 任意 多 个 理想 的 交集 与 和 集 还 是 理想 . 

请 读者 自 证 . 

7) 环 尺 的 两 个 理想 的 并 未 必 是 民 的 理想 . 例 ,2Z 与 3 了 都 是 整数 环 乙 的 理想 . 因 
2,3E2ZU3Z, 但 2+3=5E2ZU3Z, 故 2ZU3Z 不 是 之 的 理想 . 

8) 设 %, 由 是 环 R 的 理想 , 集 5 一 {a5 |a EMU,5 EW} 未 必 是 RR 的 理想 . 例 , 取 对 一 
(xz;y) ; 凤 二 C(x? ,y); 则 包 , 吧 是 环 Z[z,yj 的 理想 . 因 z 二 x，x?E€5,y 二 y*yES, 但 x 十 yy 
写 不 成 形式 ;ab,a EA,5EW, 即 x; 十 y* ES. 故 5S 不 是 R 的 理想 . 正 是 因为 两 个 乘积 a2 与 
a%b 的 和 不 一 定 能 表 成 乘积 cd ,其 中 c EL,d EG, 我 们 将 集合 扩大 一 些 , 得 出 下 面 命题 . 

9) ” 设 所 ,是 环 RR 的 理想 , 则 


(一切 有 限 和 zy |z; E91,y, EV,n 是 正 整数 ) 
是 的 一 个 理想 , 称 之 为 外 与 色 的 积 ; 记 为 8; 
事实 上 , 因 0 .0 一 0EN8, 故 MW 关 2. 显然 U8 CC R. VY Driyi, DXiy 1 EY， 
zy 一 Driy'i = Driyit D(z) ys 
仍 是 有 限 和 ,从 而 Dziy; 一 zy EA. V > ziyyE9W,YrER, 因 中 ,由 是 理想 , 故 
r(D ziy) = Drri)y: EAV, (Driyd)r = zyr) EAW. 
所 以 和 WG 是 R 的 理想 . 
10) 设 S,T 是 环 R 的 左 ( 右 ) 理想 , 则 { 》lawb; |a; ES, bET) 是 R 的 一 个 左 ( 右 ) 理 
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想 , 称 之 为 S 与 的 积 , 记 为 ST. 

请 读者 自 证 . 

11) ” 设 S 与 分 别 是 环 R 的 左 理想 与 右 理想 , 则 { 》}abi|a:ES,b;ET} 是 R 的 一 个 
理想 , 记 为 ST. 

请 读者 自 证 . 

12)” 设 (a),(6) 是 Z 的 两 个 主 理想 , 则 

(a)(b) = (ab). 

事实 上 ,VxE(a)(6),35,t; EZ, 使 得 z= DCsa)(b) 一 (Dsiti)ab Elab) ,所 以 
(OD) (DD)C(Cab); 反 之 ,YXE(lab), juEZ2 ,使 得 z=ulab) 二 (ua)bEla)(5b), 所 以 (ab)CC 
(a) (2b), 于 是 (a) (8) 二 (ab). 

该 命题 可 推广 为 : 设 (a ,as ,… ,a;),(b1,bs，,… ,bn) 是 Z 的 两 个 理想 , 则 

《ai ,02 mdr) (CD ,bs 9 bn) = ab sabn anb1 "anb nm). 
13) 设 (a),(5) 是 的 两 个 主 理想 , 则 
(a) (=(a) 站 (Co 司 a,b 互 素 . 

事实 上 ,( 二 ) 由 (a) (5) 二 (4) 门 (8), 有 (ab)==(m), 其 中 mm 是 a,b 的 最 小 公 倍 数 , 从 
而 ab|m,m|ab, 于 是 |ab| =m. 设 d 是 a,b 的 最 大 公 因 数 , 则 |ab| 一 md, 从 而 d 一 1. 因此 a， 
5 互 素 . (<=) 设 4d 是 a,6b 的 最 大 公 因数 ,m 是 a,5 的 最 小 公 售 数 , 则 |ab| 一 md. 今 已 知 d= 
1, 从 而 |a6|==m. 所 以 (Cab) 二 Cm), 即 (a) (8)=(a) 由 (6). 

例 1 (12),(21) 是 一 的 两 个 主 理想 . 因 84 是 12 与 21 的 最 小 公 倍 数 ,3 是 12 与 21 的 
最 大 公 因 数 , 故 (12) 门 (21) 王 (84). (12) 十 (21) 一 (3). (12)(21) 二 (12X21)=(252). 

例 2 设 p,g 是 两 个 素数 , 当 p=g 时 , (p) 们 (gq) 二 (8p),(p) 十 (gq) 二 (Pp). (Pp)(g)= 
(p’). 当 pg 时 ,(p)NMN (Cg)= (pq), (Pp)+ (9)=(1),(p)(q)= (pq). 

14)” 设 外 , 叹 是 环 R 的 理想 , 则 是 环 外 十 8 的 理想 ( 见 第 十 二 章 ,一 ,5,4), 注 所 , 例 3). 

事实 上 , 因 % 是 R 的 理想 , 故 % 是 加 和 群 贷 十 由 的 子 加 群 ，Va EX, Yr EM 十 BCR, 因 是 
的 理想 , 故 ra,ar EX. 所 以 % 是 环 氏 十 册 的 理想 ， 

可 将 该 命题 推广 如 下 : 设 外 是 环 R 的 理想 ,S 是 RR 的 子 环 且 多 CSCR, 则 % 是 环 S 的 理 
想 ( 见 第 八 章 ,三 ,2,5)). : 

15) ” 设 和 是 环 R 的 理想 ,S 是 R 的 子 环 , 则 % ns 是 S 的 理想 ( 见 第 十 二 章 , 一 ,5,4), 注 
@, 例 4). : 

事实 上 , 因 门 S$ 是 R 的 子 环 , 故 儿 门 S 关 名 .显然 UL 门 SCS. Va,b5EU 门 S, 有 a,65b EU 且 
a ,bE S. 因 与 S 都 是 环 , 故 a 一 bENU 且 a 一 bES, 从 而 a 一 5 EU 门 S. Ya EA 站 S,s ES, 有 
a EAHA 有 目 a ES. 因 和 是 RR 的 理想 ,S 是 RR 的 子 环 , 故 saE( 且 sa ES, 从 而 sa EU 门 S. 同 理 as EAN 
S. 所 以 站 MS 是 S 的 理想 . 

S$. 找 出 模 6 的 剩余 类 环 Z; 的 所 有 理想 . 

解 ” 环 Z, 的 理想 是 加 群 Z; 的 子 加 群 , 则 Z6 是 循环 加 群 0. 由 第 七 章 ,二 ,3, Ze 的 子 加 群 


@ ” 张 禾 端 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 57, 例 2. 
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是 循环 加 群 ， 从 而 Ze 的 全 部 子 加 群 是 以 下 4 个: 
([o]) 一 {[o]} ， (1])= Z,= (5]), 
([2])={[o],[2],[4]} 一 ([4])，《〈[3])={[o],[3]}. 
显然 ([0]) ,([1]) 是 Ze 的 理想 . 又 
([23)={s[2]|wezZ) 一 {[e][2]|[e]ezZ). 
([3D)={a[3]|g€EZ)={[aJ[31|[aez,}. 
因 Z, 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 ([2]) 与 ([3]) 分 别 是 Ze 的 由 [2] 与 [3] 生 成 的 主 理 想 . 所 以 
([o]),([1]),([2]),([3]) 是 Zu 的 所 有 理想 . 

注 1) 一 般 来 说 ,加 群 Z, 的 循环 子 加 群 ([a]) 必 为 环 了 ,的 主 理想 .事实 上 , Z, 的 子 

加 群 

([o])={es[allaezZ)={[ea]leeZ)=({[qa[a]| Le]ez,) 
因为 Z. 是 有 单位 元 的 交换 环 ,所 以 加 群 Z, 的 由 [a] 生 成 的 循环 子 加 群 (La]) 就 是 环 Z, 的 由 
[a] 生 成 的 主 理想 . 

由 此 可 知 , Z, 的 每 一 理想 都 是 主 理想 . 

若 将 Z, 改 成 为 一 般 的 有 单位 元 的 交换 环 , 结 论 不 对 ( 见 第 十 二 章 ,一 ,4,13)). 

2) 环 Z, 的 理想 的 个 数 等 于 n 的 正 因 子 的 个 数 . 事实 上 ,由 第 七 章 ,一 ,10, 因 Z, 是 有 
限 n 阶 循环 加 群 , 故 VY 正 整 数 m 且 m |n,Z, 有 m 阶 子 群 .再 由 第 七 章 ,三 ,2,1),Z, 存 在 且 只 
存在 一 个 阶 为 m 的 子 加 群 , 即 Z, 的 子 加 群 的 个 数 等 于 的 正 因子 的 个 数 ,由 本 注 1) 知 , 环 
Z, 的 理想 的 个 数 等 于 n 的 正 因子 的 个 数 . 

例 12 的 正 因 子 是 :1,2,3,4,6,12, 共 有 6 个 .从 而 ZI: 有 6 个 理想 : 

([0D]) = {[0)), 

([1])= Zi1= (5])= (7)])= (11]), 

([2])= {50], 52],[4],[561, 58], [C10J}=([10]), 
([3])={[0],L3],L61,L9]}=([9)), 
([4])={[0],L4j,[L8]}=(L8J), 

([6]) 一 人 Lo],[6]} 一 (L6]). 

3) 因 Z, 有 且 只 有 4 个 理想 , 故 由 同 态 基 本 定理 , Ze 的 所 有 的 模 理 想 的 剩余 类 环 为 以 

下 4 个 : 
Zs/([o])={{[a])| [aez) 兰 忆 . 
Zs/(1D== Zo/Zs==(([1])) 一 (人 L[o]]} ,其 中 LL0]J 是 ZA([1]) 的 零 元 . 
Zs/ (52D)= {Cal+ 2D) |Laje Ze) ={ {50],52], C4]), {C1], C31, C55]}}. 
Zs/(L3D))={[al+ (3) |[aje zs} ={ {50],53]}, {C1], [4]), {C2], [051}}. 
6. 一 个 环 R 的 一 个 非 空 子 集 S 叫做 RR 的 一 个 左 理想 ,假如 
(i) a,bES—>a~bES, 
(ii) aES,rER—>ra ES. 
你 能 不 能 在 有 理 数 域 @ 上 的 2X2 矩阵 环 M:(@) 里 找到 一 个 不 是 理想 的 左 理想 ? 
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zyeQ|. 显然 SC M,(Q). 因 ( je s, 故 S 关 2. 
(© 0- 0)=(0 oes 
v( ojes, C “JeM.(@), 


( 人 ?=( 人 人 ojes. 


c dy 0 cZ 十 dy 0 
所 以 S 是 M;(Q@) 的 一 个 左 理想 . 
xX 0 a 5b 
取 ( ss,( eM:(Q@) ,而 其 中 zz 六 0 或 8 六 0, 因 
y 0 cd 


Co -es 
故 S 不 是 Mi(Q@) 的 理想 . 


到 S=|(。 ") z,yEQ| 或 到 S=| 人 “yeo| , 它们 都 是 M, CQ) 的 左 理 


想 ,但 不 是 理想 ， 
注 1) 环 尺 的 一 个 非 空子 集 S 叫做 R 的 一 个 右 理想 ,假如 
(iD apES 一 4 一 5ES， 
Cii) aE€S,r€ER—>ar€S. 


rT yy 0 0 
人 0) IEQ |， |(。 ,) 
都 是 M;( QQ) 的 右 理想 ,但 不 是 理想 . 
2) 设 下 是 域 ,1 是 环 M,(F)(n 之 2) 中 只 可 能 在 第 列 有 非 零 元 的 n 阶 矩 阵 的 集 , 则 
I 是 M,(F) 的 左 理想 ,但 不 是 右 理想 . 设 J; 是 环 M,(F)(n 之 2) 中 只 可 能 在 第 & 行 有 非 零 元 
的 阶 和 矩阵 的 集 , 则 J; 是 M,(F) 的 右 理 想 ,但 不 是 左 理想 . 
3) 设 R 是 环 ,R 有 不 是 零 元 的 非 零 因子 , 则 


Ty 
zr,yEQ |， (€ >) lvea | 


al ay … ar 0 … 0 
aa ao 0 … 0 

S= 。 。 。 。 。 ajsER 
Qn Qn2 ax 0 0 


是 M,(R) (n 之 2) 的 一 个 左 理想 .R 上 的 下 方 n 一 k 行 都 是 0 的 阶 矩 阵 的 集 T 是 M,(R) 
(n 之 2) 的 一 个 右 理 想 . S 与 工 都 不 是 理想 . 
4) 设 R 是 环 , 取 定 aER. 则 
Ra = {rlr€ER} 和 aR = {ar |r ER) 
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分 别 是 R 的 左 理想 和 右 理想 . 如 果 尺 有 单位 元 ,那么 a ERa,aEaR. 且 Ra(aR) 是 含 a 的 最 
小 左 ( 右 ) 理 想 . 如 果 R 无 单位 元 ,那么 {ra 十 na | ER,nEZ } ({artna |r ER,nEZ } ) 是 
含 a 的 最 小 左 ( 右 ) 理 想 , 称 为 由 a 生成 的 主 左 ( 右 ) 理 想 . 
7. 假定 我 们 有 一 个 环 R 的 一 个 分 类 ,而 S 是 由 所 有 的 类 [aj,[5],[cj,… 所 成 的 集合 . 
又 假定 
[zjd+[y]= [z+y], [zjLyj = [zyl. 
规定 两 个 S 的 代数 运算 ,证 明 :[0j 是 R 的 一 个 理想 ,并 且 给 定 的 类 刚好 是 模 [o] 的 民 的 
剩余 类 . 
证 一 1) 因 0€[0j, 故 [0] 关 多 .显然 [0jCR. Yz,yEL0], 有 [zj 二 [yj 一 L014, 从 而 
[zx—y]=[z+(—y)j=[zj+[—»]=[yJ+[—yj=[y+(—y)j=[0]. 
于 是 xz 一 y E[0j]. VrER,YzELo], 有 [zj 一 L0], 从 而 
[rzj=[rj[zxj=[LrJL0j=Lr0j=[0j. 
于 是 rzE[0]. 同 理 xr E[0j]. 所 以 [0j] 是 R 的 一 个 理想 . 
2) VF[aje S, 往 证 [aj 是 模 [0j] 的 R 的 剩余 类 . 
四 Yz,y 属 于 S 中 的 同一 个 类 [aj. 因 [xj==Lyj=[aj, 故 
[xz—y] = [z+(~ y= [可 十 [一 四 = [yj+[—y]= [y+(~ >)]= [0j; 
从 而 zx 一 yE[0]. 所 以 z,y 属于 模 [0] 的 同一 个 剩余 类 . 
四 VYVzx,y 属于 模 [0] 的 同一 个 剩余 类 . 即 x 一 y E50], 从 而 [x 一 yj 一 [0], 于 是 
[zj= [z+0]= [z+ (y+ = [ry) +y] = [Lz— y+[Ly] 
= [0j] 十 [yj] = [0 十 yj] = [yl. 
所 以 x,y 属于 S 中 的 同一 个 类 . 
综 上 可 知 , Y [aj€ S,[aj 是 模 50j 的 R 的 剩余 类 . 
证 二 1) 见证 一 . 
2) VY [La]Je S, 往 证 [a]== 人 a 十 w|u E[01). YxE[a], 有 [zx]==[aj. 令 二 x 一 a ER, 则 
ZX 二 a 十 u ,下 面 证 明 w€[0j. 因 
[a] = [z 一 中 =[z+( 一 ao] = [xz 十 [一 中 一 [qq 十 [一 oj= [at+(~a)]l = [0j, 
故 wxEL0], 从 而 z=at+wE{a 十 ju E[o] }. 于 是 [ao]C{fa 十 x |z Eto] }. 另 一 方面 ,Ya 十 
u€E{atulu E[o] } ,; 因 [uj 二 [0j, 故 
[a+u]= [aj+t+[u]= [aj+[L0]= [a+0] = [0], 
从 而 a 十 wE[aj. 于 是 {a 十 ujuE[0]} CEaj. 因此 ,La]= {a 十 uju EL0]) ,所 以 ,Y[a]E S， 
[al 是 模 50] 的 R 的 剩余 类 . : 
注 S=R/[0J. 
8. 假定 是 环 R 到 环 尺 的 一 个 同 态 满 射 . 证 明 : 由 是 尺 与 尺 间 的 同 构 上 映射 , 当 且 只 当 由 
的 核 是 R 的 零 理想 的 时 候 . 
证 一 因 和 是 尺 与 素 间 的 同 构 上 映射 , 故 由 是 单 射 , 即 RR 的 零 元 0 在 四 下 的 逆 象 唯一 ,有 且 
只 有 R 中 的 零 元 0, 从 而 ker 中 一 40). 
VY ab ER, 若 $4a)=$5), 则 $C(a—b)=$(a)—$(5)=0, 从 而 a 一 bE ker 由 一 10}. 于 
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是 < 一 5 一 0, 即 < 一 0. 因此 由 是 单 射 . 再 结合 已 知 条 件 , 知 由 是 民 与 民间 的 同 构 映射 . 

证 二 ”必要 性 的 证 明 见 证 一 .下 面 证 明 充 分 性 . 因 ker 由 一 {0} , 故 R/ker $= 一 R/{0} 幸 
R. 由 同 态 基本 定理 ,R/ker 由 s# 开 . 再 由 同 构 的 对 称 性 和 传递 性 ,R 衬 民 . 且 这 个 中 就 是 尺 与 
及 间 的 同 构 映射 . 

注 ”因由 是 环 尺 到 环 民 的 一 个 同 态 满 射 ,当然 由 就 是 加 群 R 到 加 群 R 的 一 个 同 态 满 射 . 
由 第 八 章 , 三 ,13 知 : 

中 是 单 射 会 ker 中 一 {0)， 

从 而 命题 得 证 . 

9. 假定 尺 是 由 所 有 复数 a 十 bi(a,b 是 整数 ) 作 成 的 环 . 环 RCI 二 iD 有 多 少 元 ? 

解 一 ” 先 弄 清 核 心 部 分 (1 十 让 由 哪些 元 组 成 .实际 上 ， 

(1 十 让 = {a 十 lila,5EZ ,a,b 同 奇偶 }， 
这 是 因为 :Ya 十 bi E(1 十 说 . 因 R 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 
Qa 二 bi 二 (zx 十 yD(i++D = (zy) 二 + (zr 二 Wi, 

其 中 z,yEZ ,从 而 4 二 x 一 y,b 二 xz 十 y. 当 xz,y 同 奇 或 同 偶 时 ,a,2 同 偶 ; 当 z,y 一 奇 一 偶 
时 ,a,b 同 奇 . 因此 无 论 x,y 是 什么 整数 时 ,a,6b 总 是 同 奇偶 . 于 是 a 二 Bi E{a 十 i|a,bEZ， 
a,b 同 奇偶 } , 即 (1 十 让 CC{a 十 bila,5EZ ,a,b 同 奇偶 } .反之 , Va 十 下 E(a 十 下 


5 同 奇偶 }. 因 a,6 同 奇偶 , 故 方程 组 


asbEZ Qa, 


人 
ZX 十 y= 二 5 


有 整数 解 xz 一 了 2,y 一 54, 从 而 3z 十 yiERR, 其 中 zx,yEZ ,使 得 


a 二 bi (zx 一 y) 十 (z 十 yi 二 (Xz 十 yD (1 十 上 ， 
因此 a 十 只 E(1 十 让 .于 是 {a 十 页 |a,5E2 ,a,5 同 奇偶 ) CCl 十 让 .所 以 (1 十 一 {a+bila,b€ 
Z ,a,b 同 奇偶 }. Ya 十 bi€ RR, 当 a,b 同 奇偶 时 ,a 十 扩 El 十 站, 即 [a 十 b==(1 十 让 二 [0]; 当 
a,b 一 奇 一 偶 时 ,a 一 1 与 5 有 相同 的 奇偶 性 ,从 而 
a 二 i 一 1 十 [Ca 一 1) 十 bij El 十 届 十 匀 ， 
即 [a 十 妃 =1 十 (1 十 站 ==[1j. 所 以 R/OQ1+ 让 ={[0],[1j}. 
解 二 ” 作 和 集合 R=={0;1} ,规定 运算 


十 |0 1 。 |0 1 
0 0 1 0 0 0 
1 |110 1 10 1 
于 是 尺 作 成 一 个 环 . 规定 :Va 十 i ER, 当 a 十 bi E(1 十 让 时 ， 
$b: a+t+bi-> 0. 
当 a 十 iE R 一 (1 十 让 时 
中 : 4 十 下 一 1. 


则 是 RR 到 RR 的 一 个 同 态 满 射 . 事实 上 ， 
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1) ”YatbiER 在 下 有 和 且 只 有 一 个 象 ER. 
2) 因 (1 十 iD 是 尺 的 主 理 想 , 故 (1 十 iD 不 空 ,从 而 0(E 玉 ) 在 由 下 有 逆 象 . 因 
(二 iD = {a 十 下 |a,pEZ ,a,b 同 奇偶 ). 
(见解 一 ) 故 
R—(1+i)= {atbi 
不 空 , 从 而 1(E 民 ) 在 由 下 有 送 象 . 

3) @ Vatti,ctadi€Eldlti),$(athi)=0,$(c+ai) =0. 因 (1 二 +) 是 环 , 故 (a 十 
) 十 (ec 十 dDE(1 十 ) (a 十 bi) Cc 十 di)E(1 十 让 ,从 而 $g[Ca 十 b) 十 (ec 十 di)] 二 0 二 0 十 0 一 
由 Ca 十 人 十 由 (ce 十 di) ,由 [Ca 十 2 etd)]=0=0°. 0=$(atbi) + $et+adi). 

四 Ya+ic+diER 一 (+iD,b(a 二 ii) 一 lcTdi) 一 1. 此 时 易 证 (a 十 bi) 十 
(c 十 diDEGTiD ,而 (a 十 抽 ) (ec 十 di)E R 一 (1 十 i), 因 此 g[Ca 十 所) 十 (c 十 di)] 一 0 一 1 十 1 一 
blatb) tp etad), piatod) (etadd]=1=1°* 1=$(a+b) * b(t+ai). 

图 VatbiEdti),ctai€E R—(1+i),$(at+hi) =0,p(ct+di) =1, 显然 (十 三 ) 十 
(c 二 dD)ER 一 (1 十 ). 因 (1 十 让 是 理想 , 故 Ca 十 抽 ) (ec 十 di)E(l 十 让 ,从 而 [Ca 十 所 ) 十 
(c 十 di)]=1=0 十 1 一 由 Ce 十 个 ) 十 由 (c 十 di $iCat+bd) (et dj=0=0°.1=$(atb) ， 
中 Cc 十 di)， 又 民 是 交换 环 ,所 以 RR 作 玉 . 显然 ker 由 一 (1 十 D. 由 同 态 基本 定理 ,R/(1 十 说 寺 
KR. 因素 有 两 个 元 , 故 R/GI 十 D 也 有 两 个 元 . 

解 三 ” 取 [0],[1]E RCI 十 D, 于 是 
[0]={0+u|uEQ+D)=(1+)=(a+bi|a,5EZ ,a,b 同 奇偶 }， 
01]={1+ulu EQ+D}={1+0+D (r+y) |z,y EZ) 

={(1 二 zx 一 轨 十 (xz 十 切 计 zyEZ}. 


a,bEZ ab 不 同 奇偶 } 


令 1+z 一 > 一 az 十 ?一 六 解 之 ,得 z 一 9 二 2 一 ,y 一 二 -5 .只 有 在 ob 不 同 奇偶 时 ,3 
才 是 整数 ,从 而 

[1]= {a+bi|a,5EZ ,a,b 不 同 奇偶 }. 
又 [OjU[1J==R,[0jNM[1j= 多 ,所 以 R/Q+)={[0j,[1j}. 

注 1) 称 R={a+65i|a,5EZ ) 为 高 斯 (Gauss) 数 环 , 记 为 Z[ 订 . 

2) 了 Z[/Q+)=={[01,[1j) 是 一 个 无 零 因子 环 ,[1j 是 它 的 单位 元 . 因 1[1] 二 [1j 关 
[50], 而 2E1]==f2]==[C1 一 让 (1 十 让 = (1 十 让 = 二 [0], 玫 [1] 对 于 加 法 来 说 的 阶 是 2, 从 而 
Z[i/A( 十 让 的 特征 是 2. 

3) 一 般 来 说 , 设 m,n 是非 负 整数 ,me 十 zr 关 0, 则 

(m,n) = 1 L/mini) Lm, 
从 而 此 时 ZE]/Cm 十 菩 恰 有 mi 十 ni 个 元 . 例如 ,Z[i/(2 十 让 衬 Zs 恰 有 2 十 1 二 5 个 元 . 
《证 明 略 》 


三 、 讲 与 练 


1. 试 判断 下 面 各 题 中 的 S 是 否 为 环 R 的 理想 . 
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1) R=Z[zx],S=Z. 
2) R= 2 ,S= 2;. 


3) 民 是 交换 环 , 取 定 a€ER,S={zxER|ar==0). 

4) 民 是 环 , 取 定 整 数 n,S={a€R |na=0}. 

5) 取 定 a€ 环 K,S={n€2 |na=0}) ,R=Z. 

6) S={n€EZ |na=0, Va€ 环 K),R=Z. 

7) RR 是 环 , 取 定 整 数 n,S= (nal|a ER). 

8) 取 定 a€ 环 R,S= {ralr ER}). 

9) 90 ,9 2 分 别 是 环 Ri ,Rs 的 理想 . S={ (al ,az) aE ,as E92) ,R={ (ni,r) |n€ 
Ri,r; € R,). 

10) R=R[z]j,S= (asx 十 qs 十 … 十 anx" |as ER ,n 是 之 2 的 整数 }. 

11) R=F[x], 其 中 下 是 数 域 . 取 定 cEF.S={ f(z)E FL[z]|f(c)=0}. 

12) R=Ms(Q).S={A|A 是 Q@ 上 2 阶 非 可 逆 矩 阵 }. 


0 a pb 
13) es 0 | ez 
0 0 0 


14) a 是 环 R 的 中 心里 的 一 个 固定 元 ,S= {zx 一 ax|x ER}. 


15) i; 是 环 R 的 理想 ,i 一 1,2,"…, 且 CCC CCS 一 Ua. 

16) KK 是 环 ,外 是 K 的 理想 .RR 是 K 上 的 取 值 在 K 内 的 全 函数 环 , 即 R=(f|f 是 K 
的 变换 }. 环 R 的 代数 运算 为 :Cf 十 g)(zx)=f(zx)+g(zx),(fg)(z)=f(x)g(z), YIEK 
( 见 第 九 章 ,三 ,9, 注 3)). S={fER|f GDCX). 

解 1) 不 是 . 32E€2Z ,xE€2 Lxj, 使 得 2x EZ2. 

2) 不 是 . 因 Z:CZ. 

3) ”是 ,事实 上 ,由 第 十 一 章 , 四 ,4,3) 已 知 S 是 RR 的 一 个 子 环 . YrER,xE5S, 因 R 是 
交换 环 , 故 a(rz) 二 (az)r 二 07 二 0, 从 而 rxE5. 同 理 zxrE5. 所 以 S 是 R 的 理想 . 

4) 是 .事实 上 , 因 0ES, 故 S 天 好 .显然 SCR. Ya,bE5, 有 na 一 nb 一 0, 从 而 n(a 一 6) 
二 na 一 nb 二 0 一 0 二 0,; 于 是 a 一 bE€5. YaES,rER,n(Cra) 一 r(naa) 一 r0=0, 从 而 reES. 同 
理 ar€ES. 所 以 S 是 R 的 理想 . 

5) ”是 . 事实 上 , 因 0E€5S, 故 S 关 名 .显然 SCR. Vn,mES,n—m)a=na—ma=0—0 
一 0, 于 是 ”一 mES.YrER,nES,(rn)a 一 r(naa) 一 r0 一 0, 于 是 raES. 同 理 arES. 所 以 S 
是 R 的 理想 . 

6) ”是 .事实 上 , 因 0E€S, 故 S 关 久 . 显 然 SCR. Vn,mE€5,Va€ 环 K,na=0,ma 一 0， 
从 而 Gn 一 m)a 二 na 一 ma 二 0 一 0 二 0. 于 是 n 一 mE€5. YrER,YVnES,VaE€K,na 二 0, 从 而 
(rma 二 rl(na) 二 r0 二 0, 从 而 rn ES. 同 理 nrE€5S. 所 以 S 是 R 的 理想 . 
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7) 是 .事实 上 , 因 0=n0E€5S, 故 S 关 名 .显然 SCR. Yna,nbE€S, 因 a 一 bER, 故 na 一 
nb 二 n(a 一 0)E S. YrER,naES, 因 ra€R, 故 rna) 二 n(ra)E S. 同 理 (ra)rES. 所 以 S 是 
R 的 理想 . 


9 Ti mira (slesezh me oe rms=l(s os 


a 0 1 0 2 3 1 0\/2 3 2 3\ 
z1-( 中 sz 到 人 jss'(。 ojsR 介 (0 ol o)-(o 0) 万 以 S 不 是 
R 的 理想 .由 第 十 二 章 , 二 ,6, 注 4) 知 S={ralr ER} 是 尺 的 左 理想 . 
9) 是 .事实 上 ,由 第 十 章 , 三 ,2, 注 1) 知 S 是 RR 的 子 环 . Vn sr2 )E R, (a ,42)E S, 其 
中 ri ERi, a Ei , 因 : 是 Ri; 的 理想 . 故 TiQ i 9 QiT i ENi 一 1,2, 从 而 (六 72 ) (a ,ad2 ) 一 (al 9 
rzaz)E S,(ayar)Cr) 一 (aryas)E S. 所 以 S 是 R 的 理想 . 


a IE 


10) ”是 .事实 上 , 因 0E€5S, 故 5S 关 名 .显然 SCR. VY 》)air',》)0ix'ES ,不 妨 设 n 宇 m， 
1 一 2 1 一 2 
则 Dazri 一 Dbx' 一 >) (ai 一 加) 二 ES, 其 中 bn 一 … 一 久 一 0 VY 了 ri ER,Y > ar € 
ii 一 2 i=2 i=2 i=0 了 一 2 


S， (Snz') (az 站 = ( Ya )e€Es. 同 理 (Dor) ( Dre')es. 所 以 S 是 尺 的 
理想 | 

注 类似 地 , {asx’ 十 … 十 anz” |as ER[zj,n 是 之 3 的 整数 } , {asx! 十 … 十 anz” la ER ， 
n 是 之 4 的 整数 ) ,… 都 是 展 [z] 的 理想 . 

11) 是 .事实 上 , 因 0E€S, 故 S 关 名 .显然 SCR. Vf(x),g(x)ES, 有 fl(c) 一 g(c) 一 0. 
令 hCr)= 二 f(z) 一 g(x), 于 是 hc)= 二 fC(c) 一 gCc)= 一 0 一 0==0, 从 而 h(x) 二 f(x) 一 g(2)ES. 
VYrCzER,Y CrES, 有 co) 王 0. 令 ARCzZ)=rCz)Gz)， 于 是 RCc) 一 r(Cc) Fo 一 r(c)0 一 0， 
从 而 &(Cz) 一 r(z)7FCz)E S. 同 理 f(x)r(x)E S. 所 以 S 是 R 的 理想 . 

注 S 是 由 zc 生成 的 主 理想 , 即 (zx 一 o). 事 实 上 ,VY f(z)E S, 有 Fo) 一 0, 即 z 一 c| f(x)， 
从 而 3 g(x)ER, 使 得 f(x) 二 q(x) (x 一 c)E(x 一 c). 于 是 SC(zx 一 0). 肥 之 ,VY g(X)E(X 一 0)， 
因 RR 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 了 ju(z)E R, 使 得 gCz) 一 u(x) (x 一 0), 从 而 x 一 c|g Cx), 即 
g(c) 一 0. 因 此 g(x)E€ S, 于 是 (zx 一 路 CS. 所 以 S=(z 一 人 ). 


12) 不 是 . 取 (， 0),(0 “jes, 但 (0) 一 (0 )=(。1)=S, 从 而 S 不 是 


0 0 0 0 0 一 1 0 1 
R 的 理想 . 
1 1 1 0 «Db 
13) em! 1 er. [ 0 jes meh ozo 
1 1 1 0 0 0 
1 1 1 0 a pb 
( 1 | E 0 
1 1 1 0 0 


0 a bie 
-人 a ojss 
0 0 a 2 十 c 


从 而 S 不 是 R 的 理想 . 
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14) 是 . 因 0==0 一 a0E€ 5, 故 S 天 何 . 显然 SCR. VYz 一 aryy 一 ayES,，(CZz 一 7Z) 一 (y 一 
ay) 二 (Xx 一 y) 一 a(X 一 ES. YrER,YVx 一 axE€S, 因 a 在 R 的 中 心里 , 故 ra 一 ar, 从 而 >(z 一 
azx) 二 rz 一 raz 二 rx 一 a(r7X)E S. 同 理 (x 一 ax)rES. 所 以 S 是 R 的 理想 . 

15) ”是 .事实 上 , 因 0E€S, 故 S 关 名. 显然 SCR. Ya,bES, 不 妨 设 a E91 ,5 En ,mn< 委 
m,; 则 a Ex. 因 和 nm 是 理想 , 故 a 一 5 EmnCS. YrER,aES, 不 妨 设 a E91;. 因 %, 是 理想 , 故 
ra Er:CS,ar EMCS. 所 以 S 是 R 的 理想 . 

16) ”是 .事实 上 , 零 变换 0( 即 把 KK 中 任意 元 都 映 到 K 中 的 零 元 的 变换 JE R, 且 0C() 
二 {0}CA, 从 而 0€ S, 于 是 S 关 2. 显然 SCR. Vf,g ES, 有 fA)CA,gCO0D)CA,f—g€R. 
Ya EN, 由 f(a)E,g (a)E, 和 是 理想 ,有 Cf 一 g) Ca) 二 f(a) 一 g(a)E, 于 是 (ff 一 g) (1)CC 
.因此 f 一 g ES.YVhAER,fES, 有 f(AU)CAU,hfER. VaEU, 因 是 KK 的 理想 , 故 
(hf) (Ca) 二 h(a) f(a)EKUCU. 于 是 (hf)()CU. 因此 hfES. 同 理 fhES. 所 以 S 是 R 
的 理想 . 

2. 证 明 :整数 环 Z 的 每 一 理想 都 是 Z 的 主 理想 . 

证 一 ” 若 包 二 {0} , 则 外 是 主 理想 (0). 

若 W 天 {10} , 则 3 a( 关 0)E. 因 是 加 群 , 故 一 a EL,a 与 一 a 二 者 中 必 有 一 个 是 正 整 数 ， 
从 而 % 中 有 正 整 数 . 于 是 集 A 一 {zeEgl|z 是 正 整数 } 关 儿 . 所 以 A 中 有 最 小 正 整 数 a ,我 们 有 
和 = (a). 事实 上 ,V5bEA, 3g,rEZ ,使 得 5 一 ga 十 r,0 志 7 过 a. 由 是 理想 ,r 二 5b 一 ga EL. 由 
a 是 A 中 最 小 正 整 数 ,又 0 过 ra, 因此 r=0, 从 而 5 二 ga Ela), 妈 和 CCa). 反 之 ,由 a E91, 
是 理想 ,Ca)CU. 所 以 和 = (a)， 

证 二 、 因 整数 环 Z 是 循环 加 群 , 故 Z 的 任 一 理想 包 是 加 群 ZZ 的 由 ZZ 的 某 个 元 a 生成 的 
循环 子 加 群 , 即 = {ma |m EZ|). 因 Z 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 寻 就 是 由 a 生成 的 主 理想 ， 
即 N= {ma|m €Z} = (a). 

注 1) 因为 对 于 任意 整数 a 来 说 ,有 (a)= 二 (一 a) ,所 以 Z 的 任 一 理想 都 是 由 一 个 非 负 
整数 生成 的 主 理想 . 

2) ”整数 加 群 Z 的 任意 一 个 子 加 群 都 是 整数 环 Z 的 理想 ,从 而 整数 环 Z 的 每 一 个 子 环 
都 是 Z 的 理想 . 

3) ”整数 环 Z 的 理想 有 无 穷 多 个 . 事实 上 , Y 正 整 数 n, 因 ZZ 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 
(w={rn|r EZ ) 是 Z 的 理想 . 当 m,n 是 两 个 不 同 的 正 整 数 时 ,不妨 设 n 二 m, 则 mE(m). 否 
则 , 若 m EC , 则 jgEZ, 使 得 gn=m. 如 果 9>0, 那 么 gz>>x>m 矛盾 . 如 果 g 委 0, 那 么 
qn 志 0 二 m, 蔬 盾 . 所 以 m 巨 (n), 即 (m) 关 (nm). 因 正 整数 有 无 穷 多 个 , 故 Z 的 理想 有 无 穷 多 个 . 

4) ”整数 环 Z 的 全 部 剩余 类 环 恰 是 Z/(m) = 二 Z; ,其 中 mm 取 遍 所 有 的 非 负 整 数 ,特别 
地 , 当 m 一 0 时 , Z/(m)= 二 ZZ/(0) 守 2. 

5) 设 a,5EZ, 则 


(a,b) 一 (d) 售 d 是 a,b 的 最 大 公 因 子 . 
事实 上 ,由 第 十 二 章 , 二 ,4, 注 5), (a,b) 二 (4a) 十 (5). 由 第 十 二 章 , 二 ,4, 注 4)， 
(4) 十 (5b)==(qd) 对 d 是 a,5b 的 最 大 公 因 子 ， 
所 以 结论 成 立 . 
例 因 2 是 4 与 10 的 最 大 公 因 子 , 故 (4,10)= 王 (2),. 又 (10,13) 一 (1) 一 QZ 
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6) 该 命题 的 证 法 有 一 般 性 , 仿 此 可 证 明 : 数 域 上 的 一 元 多 项 式 环 下 [xj 的 任意 理想 
都 是 主 理想 . 

事实 上 , 设 中 是 FLzj] 的 一 个 理想 . 若 外 二 40} , 则 是 主 理想 (0). 若 针 取 10), 则 3 f(z)E， 
f(x) 关 0, 从 而 集 A 二 人 deg h(x) |h(z)EUL,h(z) 才 0) 天 必 . 于 是 习 次 数 最 小 的 多 项 式 g(Cz)E%[， 
则 饥 = (g(x)). 这 是 因为 V&Cz)E%, 因 在 数 域 丰 上 的 多 项 式 环 FLz] 中 , 带 余 除 法 定理 成 立 ， 
故 了 g(x) ,r(x)EF[zxj], 使 得 (x) 二 g(x)g(zx) 十 r(x), 其 中 rx) 二 0 或 degr(x) 二 degg (x). 
根据 1 是 理想 ,r(x) 二 k(x) 一 g(x)g(x)EX. 车 r(z) 关 0; 则 deg r(z)<<deg g(x). 此 与 g(x) 
是 中 次 数 最 小 的 多 项 式 这 一 假设 矛盾 ,从 而 r(x) 二 0. 妈 k(x) 二 g(x)g(x)Elg(x)). 于 是 
和 Clg(z)). 反 之 , 因 g(x)EA ,是 理想 , 故 (g(x))CA. 所 以 和 二 (g(x)). 

该 命题 可 推广 为 :任意 域 上 的 一 元 多 项 式 环 F[xj 的 每 个 理想 都 是 主 理想 . 

7)”Z, 的 任 一 理想 都 是 主 理想 , 且 Z, 的 理想 的 个 数 等 于 n 的 正 因 子 的 个 数 . 证 明 见 第 
十 二 童 ,二 ,5, 注 1) ,2). | 

3. 举例 说 明 , 环 R 的 理想 的 理想 和 L! 未 必 是 R 的 理想 . 即 理想 不 具有 传递 性 . 

解 ” 例 , 设 环 R={atbi|a,b€EZ}) ,一 (4a 十 全 |a,pEZ) 90 一 {8o 二 456i|a,6EZ)， 
则 容易 验证 :90 是 站 的 理想 ,处 是 R 的 理想 .但 和 不 是 R 的 理想 . 比如 , 取 1 二 iER,8 十 4iE 
9 ,而 (1 十 让 (8 十 4i) 二 4 十 12i El. 


又 例 设 
0 a pb 
-| C 4 
0 0 e 


asb,cd,e€EZ | 


0 0 4b 0 0 0 
s-| 0 b,dEZL | 2 -| 0 d GZ 
0 0 0 0 0 0 
易 验 证 2 是 避 的 理想 ,2 是 理想 . 但 1 不 是 尺 的 理想 ,比如 取 


环 民 的 

0 1 0 0 0 0 

E 0 en E 0 :jx 
0 0 0 0 0 0 


0 1 0\/0 0 0 0 0 2 
( 0 0 :]-[ 0 sew. 
0 0 oo oo 0 0 0 
注 1) 环 RR 的 左 理想 Si 的 左 理想 S, 未 必 是 RR 的 左 理想 . 例 , 设 S 是 环 . Si 一 
a 0 0 0 
(G 0 “bes),s.=|(, 0 


(je 人 jss (oo)es, 人 Ga oj 


és). 显然 S' 是 M; (S) 的 子 环 , S; 是 S， 的 子 环 . 


0 0 


Si, 知 S 是 Mi(S) 的 左 理想 . 由 (? 人 -=(。 0 )e Si, 知 S; 是 Si 的 左 理想 ,但 取 
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( oe mS, ( ?je Ss., 而 (0 人 ")=( -ES 所 以 S, 不 是 Mi (S) 的 左 


0 0o/\1 0 0 0 
理想 . 

2) ” 设 针 是 环 RR 的 理想 ,名 有 单位 元 1 ,是 和 的 理想 , 则 1 是 R 的 理想 . 事实 上 ,显然 
2 是 R 的 子 环 . 因 1 是 的 单位 元 , 故 Y rER ,aE9i C3 ,有 la 一 al 一 a, 从 而 ra 一 r(1a) 一 (rl)a. 
因 % 是 R 的 理想 , 故 rl1E RC. 又 因 和 是 的 理想 , 故 ra 二 《rl1)a EAC. 同 理 ar= 
(alD)r 二 a(17)E90 (CAR)CA C0. 所 以 和 1 是 RR 的 理想 . 

3) 首先 给 出 定义 : 设 儿 是 交换 环 ,1 是 的 理想 . 若 Ya,bE,ab E01 ,有 a El1 或 
bE , 则 称 %i: 是 中 的 素 理想 . 我 们 有 下 面 结论 :交换 环 RR 的 理想 % 的 素 理想 90 是 R 的 理想 . 
事实 上 , 若 % = 外, 显然 %: 是 R 的 理想 . 若 和 关闭 ,但 和 CI, 则 3 aE 和 ,aE 和 1. YEc90，VrE 
RR , 因 和 是 R 的 理想 , 故 ra EL. 因 % 是 的 理想 , 故 (ra)b E01. 又 R 是 交换 环 , 于 是 a(rb) 二 
(ra)b E11. 但 a E21,2 是 a 的 素 理 想 ,因此 rb E91. 由 是 交换 环 ,br En ,又 M1 是 加 群 ， 
所 以 和 1 是 RR 的 理想 . 

4. 在 整数 环 Z 的 模 理想 (19) 的 狮 余 类 环 Z/019) 中 ， 模 (19) 的 剩余 类 [6j 在 ZA/A(19) 中 
是 否 有 逆 元 ? 车 有 , 试 求 之 . 

解 Z/(19)= Zs ,而 19 是 素数 ,因此 Z/(19) 是 域 ,所 以 L6j( 关 [0]) 在 ZA/(19) 中 有 
道 元 . 设 [aj 是 [6j 的 道 元 , 则 [6jJ[ajJ==L 上 6a]==[1], 从 而 1916a 一 1. 取 a 二 一 3 即 可 . 于 是 
[6j-:=[ 一 3]=[16]. 

5. 设 2Z 是 偶数 环 , 间 环 2Z/(4) 含 多 少 元 

解 因 2Z 是 交换 环 , 故 

(1)={4r+n4|r€E22,n€EZ)={(r+m4|rE27 ,n€EZ) 
={4k|kEZ). 
V2n,2ns E2Z ,ni ,ns EZ, 
2n1,2nz 属于 同一 个 模 (4) 的 剩余 类 久 2m 一 2ns EC4) 
O22n—2n=4k,kEZ 
Om—nm=2k,kEZ 
今 mn,n 同 奇偶 . 
因此 2Z/(4) 有 和 且 只 有 以 下 两 个 元 : 
{2n|n 是 偶数 } = {2 2k|k EZ)=(4) 一 [0]， 
{2n|n 是 奇数 } 二 {2C2k 十 1) |REZ ) 
={2+4k|kEZ)=2+(4)=[2]. 

所 以 2Z/(4)={[0],[2j). 

6. 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 . 

1) 证 明 ; VY f(xX)E R[x], 中 :f(zx) 一 f(0)( 这 里 0 是 RR 的 零 元 ) 是 R[xzj 到 RR 的 一 个 同 


2) 求 出 由 的 核 ker 中 . 
3) ”R[xzj/ker 中 与 哪个 环 同 构 ? 
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证 1) YozERLz,3lAOER, 使 得 上 (CAz))= 0o) ,所 以 由 是 映射 . Va ER, f(z)== 
aERLz], 使 得 $(CFCz)) 一 由 (oa) 一 CO) 一 a, 所 以 由 是 满 射 . Y f(z) ,g(z)E REz]， 
由 (7F(z) 十 g(Cz)) 一 FC0) 十 gB(0) 一 由 (CCz)) 十 由 Cg(Cz))， 
由 (F(z)g(Cz)) 一 ACO)g(0) 一 由 CFCz)) 由 Cg(Cz))， 
所 以 由 保持 运算 ,从 而 由 是 REzj] 到 尺 的 一 个 同 态 满 射 . (还 可 如 下 证 明 ; 因 R 是 有 单位 元 的 
交换 环 , 故 RLz] 是 R 上 未 定 元 多 项 式 环 . 于 是 RLz]< RL0], 且 中 : f(x) 一 了 (0). 又 多 项 式 
环 RL0] 二 RR, 从 而 g: f(x) -~ f(0) 是 R[z] 到 RR 的 一 个 同 态 满 射 .) 
2) ker $={ /f(tE REzI| bf) = /0)=0) 
二 {f(z)E R[z]|f(zx) 不 含 零 次 项 ) 
二 (arr 十 asx 十 … 十 dar" |a; ER,n 是 正 整 数 } 
={zf(z) | fnE RELzJ) = (7). 
3) 由 同 态 基本 定理 ,R[z]/(z) 兰 R. (还 可 如 下 证 明 : 因 R[xj/(z) 一 {[f(z)]| f(z)E 
a 是 f(zx) 的 常数 项 Sz|f (zr)—a 
f(r) —a= Xr) Ez) SO Lf) | = Lal. 
故 RLzJ/(zx)={[a]|aER). 于 是 [a] 一 a 是 R[xJ/(z) 与 R 间 的 一 个 同 构 映射 . 事实 
上 ,VY [aj€ R[xj/(zx), jaE€R, 使 得 J[Laj) 二 a. 若 [6] 二 [aj, 则 6 一 a E(x), 从 而 3g(x)E€ 
RLxzj ,使 得 b—a=zxg(z) , 即 5 一 a, 因 此 b=a. 所 以 是 映射 . 显然 上 是 满 射 且 保持 运算 . 
于 是 RLz]/(z) 迷 民 . ) 
注 ”与 该 命题 类 似 地 可 证 明 ; 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 . 取 定 5ER. 则 中 :f(z) 一 f(b) 
是 RLxj] 到 R 的 一 个 同 态 满 射 . 且 
ker $={ fC)E R[x $f =) =0)={f(E REx]|x—6| f(x)) 
={g(z) (zr—b) |a nwE REz]) = (7x—), 
R[xz1|/(zx—5) R. 


四 、 思 考 问题 


1. 在 实数 域 民 上 zx,y 的 多 项 式 环 民 [x,yj 中 ,下 面 集合 S 哪些 是 RR[zx,yj 的 理想 ? 

1) S=( f(z,y)ER[z,y]|f(x,y) 的 常数 项 等 于 0). 

2) S= {f(y) | CDERIy]}. 

3) S=( f(x,y)ER[z,y]|f(zx,y) 的 常数 项 和 一 次 项 系数 都 为 0}. 

4) S 二 {f(z,y)ERLz,yj]|f(zx,y) 的 二 次 项 系数 等 于 0). 

2. 设 尺 是 有 单位 元 的 交换 环 ,% 是 R 的 理想 ,S= {(zER| 3 正 整数 mn 使 得 z" EA). 
证 明 ， 
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1) S 是 R 的 理想 . 

2) SOO. 

3) Si 一 (xzER|3 正 整数 ,使 得 x"€S) 必 5S. 

4) S=R©O AU=R. 

3. 设 尺 是 有 单位 元 1 的 环 , 取 定 a1 ,4a;，,…,as ER. 证 明 : 

S 一 {zia1 十 XzQz 十 十 TnQn | xz， ER) 

是 尺 的 左 理想 , 且 S 是 含 a1,as… ,as 的 R 的 最 小 左 理想 . 称 S 为 R 的 由 a1,a:，…,as 生成 
的 左 理想 . 

4. 若 尺 是 环 , 取 定 aER, 证 明 :S 二 {xER|ax 一 0} 是 RR 的 右 理想 . 

5. 设 S 是 环 R 的 左 理想 ,证 明 ; 二 {xzER|zRCS) 是 R 的 理想 . 

6. 设 尺 是 交换 环 ,证 明 ， 

1) 外 ={ala 是 R 的 寡 零 元 } 是 R 的 理想 . 

2) R/a 中 只 有 零 元 [0] 是 笑 零 元 . 

7. 证 明 ， 

1) 设 S 是 环 R 的 右 理想 , 则 %= {zER|Sz 一 (0}} 是 尺 的 理想 , 称 % 为 S 在 R 中 的 右 


2) 设 S 是 环 R 的 左 理想 , 则 WH={yER|yS=={0}) 是 RR 的 理想 , 称 唉 为 S 在 R 中 的 左 
零 化 子 . 

8. 设 环 R 除 本 身 和 {0} 外 ,没有 其 他 的 左 理想 . 证 明 :R 是 除 环 或 宕 零 元 环 ( 见 第 九 章 ， 
四 ,12,6)). 

9. 设 Z 是 环 R 的 中 心 ,eE2Z, 称 e 为 R 的 中 心 元 . 又 设 R 有 单位 元 1, 证 明 : 

1) 若 e 是 R 的 中 心 元 , 则 1 一 e 也 是 . 

2) 若 e 是 R 的 适 等 元 , 则 1 一 e 也 是 . 

3) 若 e 是 R 的 中 心 元 , 则 eR 和 (1 一 e)R 都 是 R 的 理想 . 

10. 设 尺 是 非 零 整 环 , 且 只 含有 限 个 理想 ,证明 :R 是 除 环 . 

11. % 一 ([2]z 十 [3]) 是 环 Z[z] 的 理想 . 在 Zs[zx] 的 模 外 的 剩余 类 环 Zs[zj/ 久 中 , 求 出 
([3jz? 一 [1jz 十 [1j) 十 与 ([2jzx 一 [1]) 十 [的 积 . 

12. 设 下 是 域 ,证 明 :FLz]/(zx’ 一 1) 有 零 因子 . 

13. 证 明 下 面 各 题 中 的 由 是 环 R 到 环 尺 的 一 个 同 态 满 射 . 求 出 ker 中 。R/ker 与 哪个 
环 同 构 . 

1) R=Z[Lzxj,R=Z[i]={a+bi|a,bEZ ) 是 高 斯 数 环 .中 :f(z) 一 iD. 

2) R=R[zj,R=C 是 复数 域 .$: f(x) fC2). 

3) R={(a,b)|a,bEZ) ,R= 7.$:(4,b) 一 aa 


4) R= 了 Z ,R={[0],L3j}, 其 中 [0],[3] 是 模 6 的 剩余 类 .中 : 当 a 是 偶数 时 ,a 一 [0j; 


@” 张 禾 瑞 .近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 98. 例 4， 
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当 a 是 奇数 时 ,a 一 [3]. 
5) R=Z ,R={[0],[2],[4]) ,其 中 [0j,[2j,[4j 是 模 6 的 剩余 类 . 
$b:a—{[0], 4a= 6g++0, 
a-—>[2|], 4a = 6g 二 2， 
a—> [4], 4a 一 6g 十 4， 
其 中 gE€Z. 
6) mr 是 两 个 正 整数 且 -|m.R= Z,,R 一 2,. 用 a(EZ,) 表 示 a 所 在 的 模 m 的 剩余 
类 ,[a](EZ.) 表 示 a 所 在 的 模 > 的 剩余 类 . :a 一 Lal. 


» el Ce 人 人 
人 EA) 


9) R=—M,(2),R= [aq [Ia,[dEZ | 


aocEZ | ,R= ( | 


0 0 
ab'c EZ | ,R= ( ) 
0 ce 


(9 [2]) 
[cj [qd] 
a bb La] [2] 

人 中 一 人] 小 

10) 环 SX 环 5,kery=A. R=M,(S),R=M,(S). 9:(a),. > (fas)),. 

11) 环 S< 环 S,kery 一 和. R=S[x],R=S[zx]. 

pb: flr)=aotarzt Tar > plao) fla)zrt pa) zr". 

14. 设 pb 是 素数 ,证 明 :Z/(p") 的 任 一 非 零 理 想 包含 元 [p"'j. 即 ZA/Cp") 的 所 有 非 零 
理想 的 交 不 等 于 {[0j}. 

15. 设 包 是 环 R 的 理想 , 且 %,R/X 都 是 寡 零 元 环 ( 第 九 章 ,四 ,12,6)). 证 明 :R 也 是 蜂 


16. 设 L,W8 是 环 R 的 两 个 理想 , 且 包 ,3 都 是 宪 零 元 环 . 证 明 :2 十 出 也 是 尺 的 理想 且 是 宪 


17. 设 ZZ 儿 RR, 证 明 ; 环 RR 的 任 一 子 环 S 都 是 R 的 理想 . 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. 回答 下 列 各 问题 . 
1) 最 大 理想 (也 称 极 大 理想 ) 的 定义 是 什么 ? 
2) 环 尺 的 最 大 理想 是 尺 的 除 单位 理想 R 外 的 所 有 理想 中 的 最 大 的 一 个 吗 ? 
3) 环 民 的 单位 理想 尺 和 零 理 想 {0} 是 及 的 最 大 理想 吗 ? 
4) 环 尺 的 最 大 理想 一 定 存在 吗 ? 
5) 环 尺 的 最 大 理想 是 唯一 的 吗 ? 
答 1) 9 是 环 RR 的 最 大 理想 中 避 是 环 尺 的 理想 ; 
© AKR; 
图 除 时 ,R 外 ,R 没有 包含 站 的 理想 
千 @@ % 是 环 R 的 理想 ; 
© AR:; 
图 若 吕 是 R 的 理想 ,8 了 1, 关闭, 则 88==R. 
售 @@ 9 是 环 R 的 理想 ; 
© AKR; 


@ 在 与 R 间 ,不 存在 中 间 理 想 , 即 3 理想 好 ,使 得 
UFLSE RK. 

2) 不 是 . 例 ,(2) 是 整数 环 Z 的 最 大 理想 ,(3) (去 Z) 是 Z 的 一 个 理想 ,但 因 3 EC2), 故 
(2) 力 (3). 

3)” 环 RR 的 单位 理想 R 一 定 不 是 R 的 最 大 理想 . 环 R 的 零 理 想 {0} 有 可 能 是 R 的 最 大 
理想 . 对 于 有 且 只 有 零 理想 和 单位 理想 的 环 RR 来 说 (如 除 环 、 域 ) ,单位 理想 不 是 R 的 最 大 理 
想 . 由 定义 知 , 零 理想 10) 是 R 的 最 大 理想 . 即 

环 尺 有 且 只 有 零 理 想 和 单位 理想 会 环 尺 有 且 只 有 零 理 想 是 最 大 理想 . 

4) 不 一 定 . 如 零 环 {0} 没 有 最 大 理想 . 又 例 , 设 Q@ 是 有 理 数 加 群 . 规定 Va,pER,ap 一 0. 
Q@ 作 成 一 个 环 . 则 Q@ 没 有 最 大 理想 . 

为 证 此 事实 ,首先 证 明 一 个 命题 : 设 @ 是 有 理 数 加 群 , 互 是 @ 的 任 一 子 加 群 , 互 和 四 ， 
有 H 关 {0} , 则 本 @ 的 子 加 群 百 , 百 夭 Q , 互 季 瓦 ,但 HH. 

因 万 二 Q,H 关 Q, 故 jaEQ,a EH. 显 然 a 关 0. 又 日 关 {0}, 从 而 35EH,6b 了 0. 因 QQ 


是 有 理 数 集 , 故 方程 az 二 5 在 Q@ 中 有 和 解 z 一 元 (元 是 有 理 数 ,mm 都 是 非 零 整数 ), 从 而 
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4， 之 一 b. 因 5E 有 HH,m 是 整数 ,H 是 子 加 群 , 故 an 二 mbE 昌 .所 以 , 虽 a EH,aEQ, 但 3 非 


m 
零 整数 n, 使 得 az E 五 .于 是 

HH= {hi+k|lhEH,kEZ ) 
是 @@ 的 子 加 群 . 事 实 上 ,由 0=0 十 0aE 互 , 百 夭 他. 显然 HCQ. Yrz,yE€EH,zx=h 轴 十 kia,y 一 
甩 十 ka; 有 一 y= 一 hz 十 (一 ka)asZX 一 y= 二 Xz 十 (一 y) 二 (有 一 hh2) 十 (& 一 ke)a€ 晶 . 所 以 五 是 
@ 的 子 加 群 . 


互 关 Q@Q. 这 是 因为 ,由 nn 了 0, 3 4E @Q, 但 全 世 万 .不 然 , 若 E 万 , 则 二 一 A 十 ea, 其 中 


hE 日,kEZ. 因 此 ,由 an€ 晶 ,H 是 子 加 群 , 故 4 二 nh 十 kanE€ 五. 此 与 aE 克 矛盾 ,所 以 EE 


互 , 即 天 Q. 
因 a==0 十 la€ 百 ,但 a EH, 故 H 关 H. 
因 VAE 互 ,ji 一 十 0aE 互 , 故 HCH. 
命题 得 证 .下 面 证 明 环 @ 没 有 最 大 理想 . 
由 环 @ 的 代数 运算 知 加 群 @ 的 任意 子 加 群 都 是 环 @ 的 理想 . 设 必 是 加 群 @ 的 任 一 子 加 
群 , 即 % 是 环 @ 的 任 一 理想 . 旦 % 天 @Q,% 天 10). 根据 前 面 命题 知 , 3 加 群 Q@ 的 子 加 群 8. 即 
3 环 Q@ 的 理想 吕 , 双 取 Q@ ,由 天 2 ,但 % 韦 2. 即 存 在 中 间 理 想 风 ,使 人 到 和 振 @. 所 以 % 不 是 @ 的 最 
大 理想 . 车 和 = (0}. 显然 存在 中 间 理 想 (2) ,使 10} 等 (2) 皇 @ ,所 以 140} 不 是 @ 的 最 大 理想 .于 
是 环 @ 没 有 最 大 理想 . 
利用 前 面 命题 ,还 可 证 明 :R={(a,b) |a,5E Q@) 对 于 
(a,b) = (c,d) Oa=c,b=4d, 
(ap) 十 (cd) = 二 (a 十 c;b 十 4d)， 
(a,b)(c,d) = (0,ac) 
作成 一 个 环 , 则 环 R 没 有 最 大 理想 (证 明 略 ). 
5) 未 必 唯 一 . 如 (2), (3) 都 是 整数 环 Z 的 最 大 理想 . 
2. 设 Z 是 整数 环 ,p 是 正 整 数 ,证 明 : 
p 是 素数 铺 (p) 是 Z 的 最 大 理想 2. 
证 〈 全 ) 设 % 是 也 的 任 一 理想 ,%D(2) ,和 关 (p). 已 知 Z 的 任 一 理想 都 是 主 理想 ( 见 
第 十 二 章 , 三 ,2) ,从 而 和 [二 (a) (a 是 正 整数 ), 即 (a) 妇 (加 ). 因此 pEla), 即 a|p. 因 zp 是 素 
数 , 故 a=p 或 1. 若 a=p, 则 (4) 二 (p), 了 矛盾. 因此 4a=1, 于 是 一 (4) 二 (1)= 二 Z. 所 以 (2p) 是 
Z 的 最 大 理想 . ( 另 一 证 法 : 因 p 是 雪 数 , 故 由 第 十 章 ,一 ,2, Zs, 是 域 . 由 第 十 二 章 , 一 ， 
7, 了 ZZ/(p)==Z,, 从 而 Z/(p) 是 域 . 又 ZZ 是 有 单位 元 的 交换 环 ,所 以 (p) 是 Z 的 最 大 理想 @.) 
(< 二) 不 然 , 若 正 整数 bp 不 是 素数 ,又 p 关 1. 否则 , 若 p 二 1, 则 (pp) 二 (1) 二 了 不 是 Z 的 
最 大 理想 ,与 已 知 矛 盾 , 从 而 p 关 1. 于 是 p 是 合 数 . 可 设 p=nnz,1< 二 ni 过 p,i 二 1,2. 考察 
(ns): 因 p==mnnz; 故 ppElmz) ;从 而 (P)Clnz). 因 nw 过 p, 故 pnzs, 即 ns EC(p), 从 而 (p) 关 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 117. 例 1. 
@ 同上 118. 定理 . 
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(nz). 因 之 1; 故 ns 二 1, 即 1E(nz), 但 1€Z ,从 而 (2) 天 己 . 所 以 (加 ) 宝 (ze) 备 己 . 此 与 (2) 
是 也 的 最 大 理想 矛盾 . 于 是 p 是 素数 . 

注 1) 因素 数 有 无 穷 多 个 , 故 Z 有 无 穷 多 个 最 大 理想 : (2) ,C3),，(5),(7),… 

因 (4) 皇 (2) 皇 Z , 故 (4) 不 是 Z 的 最 大 理想 . 

2) (2) 是 Z 的 最 大 理想 ,但 (2) 不 是 有 理 数 环 Q@ 的 最 大 理想 . 因 Q@ 是 有 单位 元 的 交换 
环 ,2 是 Q@ 的 可 逆 元 , 故 由 第 十 二 章 , 一 ,4,9),(2) 二 Q@. 所 以 (2) 不 是 Q@ 的 最 大 理想 . 

3. 关于 命题 :车 有 单位 元 ( 隆 0) 的 交换 环 R 除了 零 理想 同 单位 理想 以 外 没有 其 他 的 理 
想 ,那么 RR 一 定 是 一 个 域 ?. | 

1) 车 民 为 非 交换 环 时 , 即 : 如 果 愉 是 一 个 有 单位 元 (天 0) 的 环 , 且 愉 只 有 零 理 想 与 单 
位 理想 ,那么 尺 是 否 为 除 环 ? 

2) 条件 R 有 单位 元 不 等 于 零用 在 何 处 ? 

3) “该 命题 的 逆 命 题 ;“ 设 尺 是 一 个 域 , 则 R 是 一 个 有 单位 元 ( 取 0) 的 交换 环 , 生 R 除 零 
理想 与 单位 理想 外 没有 其 他 的 理想 ”是 否 成 立 ? 

答 1) R 未 必 为 除 环 . 见 第 十 三 章 ,二 ,4. 

2) ” 因 尺 有 单位 元 不 等 于 零 , 故 R 至 少 包含 一 个 不 等 于 零 的 元 ,这 样 才 符合 除 环 定义 
中 的 条 件 . 

3) 由 域 的 定义 可 知 该 命题 的 道 命题 成 立 @ ,从 而 有 : 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 , 且 
R 关 {0), 则 

R 是 域 今 R 只 有 当然 理想 . 
4. 利用 一 个 有 单位 元 的 交换 环 的 最 大 理想 来 造 域 的 方法 是 什么 ? 
答 ” 我们 有 个 重要 定理 : 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ,是 R 的 理想 , 则 
R/ 是 域 喇 是 RR 的 最 大 理想 ®. 
于 是 ,若是 有 单位 元 的 交换 环 R 的 最 大 理想 , 则 利用 可 造 出 一 个 域 RA/X. 

注 1) 该 定理 中 的 必要 性 可 把 条 件 减弱 . 即 : 设 % 是 环 R 的 理想 ,车 尺 / 半 是 除 环 , 则 
外 是 RR 的 最 大 理想 . 也 就 是 说 ,去 掉 环 R 有 单位 元 、 可 交换 的 条 件 后 , 仍 可 得 结论 . 事实 上 , 因 
R/ 外 是 除 环 , 故 R/ 关 {50]) , 即 R 关 和 1. 且 R/ 儿 只 有 零 理想 和 单位 理想 . 所 以 半 是 RR 的 最 大 
理想 @. 

2) 该 定理 的 充分 性 中 ,条 件 环 R 有 单位 元 不 可 去 掉 , 见 第 十 三 章 , 二 ,3. 环 RR 可 交换 
这 一 条 件 显然 不 能 去 掉 . 

3) 设 % 是 环 R 的 最 大 理想 ,R 不 是 交换 环 , 则 R/& 连 除 环 也 未 必 是 . 例 , 设 下 是 域 ， 
n 之 2, 则 由 第 十 三 章 , 二 ,4,M,(F) 没 有 真理 想 ,从 而 零 理想 {0} 是 M,CF) 的 最 大 理想 . M,(F) 
不 是 交换 环 . 因 M,(F) 有 零 因子 ( 见 第 九 章 , 三 ,7,2)), 故 M,CF)/(10) (Cs M,(F)) 也 有 零 因 
子 , 所 以 M,(F)/{0} 不 是 除 环 . 

4) ”有 单位 元 的 交换 环 R 的 最 大 理想 (是 使 璋 余 类 环 RR/ 久 成 为 域 的 理想 ,而 域 是 最 强 


张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 118. 引 理 2. 
同上 . 110, 定理 1， 

同上 . 118. 定理 . 

同上 . 117. 引 理 1. 
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的 环 . 由 此 可 见 最 大 理想 在 理想 中 的 特殊 功用 . 
5. 商 域 ( 也 称 分 式 域 或 比 域 ) 的 定义 是 什么 ? 
答 设 
1) Q 是 一 个 域 ; 
2) Q 以 环 尺 为 子 环 ; 


3) Q= 人 全 |a2ER,0| ,其 中 全 ab = ia， 
则 称 Q 为 R 的 一 个 商 域 

注 1) 在 条 件 3) 中 ,a,5ERCQ,6b 隆 0, 因 QQ 是 域 , 故 36 EQ 当然 本! 未 必 E 下 ). 由 
Q 的 乘法 运算 ,有 全 一 ab 一生"aEQ, 从 而 必 有 | 全 | a,6ER,6z0)CQ. 但 反之 ,未 必 戌 


立 . 例 ,实数 域 RR 以 整数 环 也 为 子 环 , 且 有 { 玉 


| 久 |a.5EZ ,6 过 0 ,从 而 实数 域 不 是 整数 环 的 商 域 .说 明了 以 环 R 为 子 环 的 域 未 必 是 尺 的 


商 域 . 

2) ”有 理 数 域 是 整数 环 的 一 个 商 域 . 由 此 还 可 看 出 ,以 整数 环 为 子 环 的 域 包含 整数 环 的 
商 域 :有 理 数 域 . 因为 有 理 数 域 是 最 小 数 域 . 

3) 讨论 环 尺 的 商 域 Q, 即 把 环 R 扩充 成 域 Q@, 可 使 尺 的 非 零 元 在 Q 中 有 逆 元 . 这 样 ， 
既 方 便 ,又 扩大 了 研究 范围 . 

6. 关于 定理 1: 

R 是 无 零 因子 的 交换 环 针 3 域 Q, 使 得 RR 是 Q 的 子 环 2. 
1) 证明 中 ,为 何 先 将 R= {10} 除外 ,假定 尺 至少 有 两 个 元 ? 


2) 证 明 中 , 取 定 gq( 关 0)E R, 作 环 R= | 所 有 类 | 畦 || ER ,使 R 是 Qs 的 子 环 , 且 


a,bEZ ,40|( 即 有 理 数 集 )C 民 . 但 民 关 


Rs R. 显然 | 中 | 一 [全 ] 那么 为 何不 把 R 写成 形式 更 为 简单 的 [ [年] | a eR]? 再 者 ， 


将 R。 写成 [和 | a ER | 行 不 行 ? 其 中 & 是 R 中 取 定 的 一 个 非 零 元 . 


3) 域 Q 中 的 元 呈 何 形式 ? 
答 1) 因 环 尺 六 (0}, 故 集 


A= | 符号 人 
才能 保证 下 面 的 证 明 是 有 意义 的 . 
2) ”因为 R 中 未 必 有 单位 元 1 所 以 无 从 谈 起 | 中 | [全 ] ,Re 也 就 不 能 写成 {[ 全 ] | 


a,bER,bA0) #8 


a€ER). 


车 将 R。 写成 || < ] 


sn my [2 [er [se]- [SR 
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不 能 保证 R。 对 于 Q 的 乘法 封闭 , 当然 更 谈 不 上 R, 是 Q, 的 子 环 了 . 所 以 Re 不 能 写 
成 人 [全 ] | eR|. 

3) Q= [aER; 类 | 邓 leQ,— R,). 

7. 详细 证 明定 理 2: 设 R 是 无 零 因子 的 交换 环 ,R 关 {0} , 则 定理 1 证 明 中 给 出 的 域 Q= 
leeR， 类 | 去 leQ,— R。), 即 为 ( 久 a,bER, 天 0| ,其 中 全 一 ap， =b-1a0. 


证 我 们 由 6 题 中 的 定理 1 的 证 明 , 知 Q, 适 Q. 其 中 域 Q, 一 {类 | 儿 || EA,a,bER， 
bz0} ,而 Qu 的 子 环 R, 一 [类 | 吧 ] | ER], 其 中 4g 是 R 中 取 定 的 一 个 非 零 元 . 
VeEQ, 因 y 是 满 射 , 故 3[ 入 |eQo, 使 得 g: [入] 一 又 3[ 昱 ],[ |ER。CQ ,使 


得 加 [到 | 一 a [本] 一 b. 因 是 同 构 映 射 , 故 4[ 史 ] 一 p-! [|[] 一 oo 因 


$14] -$= [人 = [人 


一 1 a 
又 是 映射 , 故 "一 ab :一 全 E| 3 


a,bER,5z#0] ,所 以 Qc 人 有 


a 6ER， 2 天 0 


反之 ,Y 人 < 人 全 a,bER,6 关 0). 因 a,bERCQ,Q 是 域 ,又 5 取 0, 即 357E Q, 故 二 一 
ariE Q， 所 以 | 全 apER， sz0| CQ 
于 是 Q= 作 a,bER, vz0). 


8. 6 题 中 的 定理 1 和 7 题 中 的 定理 2 的 意义 为 何 ? 
答 ”由 定理 1,2 知 : 若 尺 是 一 个 至 少 有 两 个 元 的 无 零 因子 的 交换 环 , 则 必 3 域 Q, 使 得 


尺 是 Q 的 子 环 且 Q= (人 a,bER, bz0). 因此 Q 是 R 的 商 域 . 这 就 说 明了 R 的 商 域 必 存 


在 . 即 任意 一 个 至 少 有 两 个 元 的 无 零 因子 的 交换 环 都 可 嵌入 到 商 域 Q 中 . 
实际 上 造 环 的 商 域 的 方法 就 是 从 整数 环 Z 造 有 理 数 域 @ 的 方法 . Q 就 是 Z 的 一 个 商 域 . 


9. 详细 证 明定 理 : 设 R 与 R' 都 是 至 少 含 两 个 元 的 无 零 因 子 的 交换 环 , 且 RR', 则 RR 
的 商 域 Q 二 R' 的 商 域 Q@’. 


证 VEQ, 规 定 


全 
个 
Ee] 

— 


几 二 一 
‘ob 
则 yy 是 Q 与 Q' 间 的 一 个 同 构 映 射 ,事实 上 ， 


合 
人 ~ 
Sn 
— 
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1) V EQ, 因 中 是 映射 , 故 (a) ,四 (DE R'. 因 65 关 0,$ 是 单 射 , 故 $9(5) 冯 0,; 从 而 


中 (a) /AFL a ,Pla) wa_c Pa) 中 (Cc) Qa ce 
保持 运算 ,从 而 Ca) 四 Ca) 二 四 (6)$Ce). 因 6 关 0,d 关 0, 中 是 单 射 , 故 $(5) 关 0.$(qd) 关 0. 于 是 
pla) Pe) 


本 太一 枯 态 , 即 象 唯一 . 所 以 少 是 映射 
2) Y 多 EQ'. 因 是 满 射 , 故 3a,5ER, 使 得 $(o) 一 o 由 (0 一 以 , 因 必 天 0, 由 是 同 态 


满 射 , 故 5 尖 0, 从 而 了 3 EQ, 使 得 $2 一 和 2 一 .所 以 y 是 满 射 
b b 中 (D) 5b 


3) VEQ. 设 (4) 一 4’, 由 (一 ,由 (c) 一 co ， 四 (4d) 一 d'. 著 声 = 包 , 即 a'd 一 
bc ,从 而 gCa)g(d) 二 (5)g(c), 于 是 中 (ad) = 二 四 (bc). 因 中 是 单 射 , 故 ad 一 bc. 因 5b 关 0， 
4 天 0, 故 庆 一 六 .所 以 少 是 单 射 

V 


a rc a ,$la) ¢ ,$C) 
4) pd es Gd $e 
于 是 
js LE tb ,$a) $d) 十 由 (c) Pb) ba) , gle) 
‘bp dd bd $65) ba) 由 (8) bla)’ 
a,c_a 中 (a) 中 (c) _ pla) , PC) 
bd bd $6 bd) $b) $d) 
所 以 Q 实 Q.. 


注 取 R’ 二 R, 当 然 尺 衬 R, 从 而 设 Q 与 Q' 都 是 环 R 的 商 域 , 则 QQ 衬 Q'. 即 在 同 构 观 点 
下 ,; 环 RR 的 商 域 唯一 . 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 假定 尺 是 由 所 有 复数 a 十 bi(a,6 是 整数 ) 所 作成 的 环 . 证明:R/(1 十 站 是 一 个 域 . 

证 一 ”R~R/(1 十 0?. 因 R 是 有 单位 元 1( 了 0) 的 交换 环 , 故 RAT 二 iD 也 是 有 单位 元 
[1j( 关 [0]) 的 交换 环 , 由 第 十 二 章 , 二 ,9,R/(1 十 让 二 {[0],[1j}). 从 而 R/(1 十 让 只 有 零 理想 
和 单位 理想 . 由 第 十 三 章 , 一 ,3,R/(1 十 让 是 域 . 

证 二 尺 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 . 下 面 证 明 (1 十 让 是 尺 的 最 大 理想 . 设 % 是 尺 的 一 个 
理想 ,上 且 RD% DCI+iD , 天 (1 十 iD. 往 证 避 王 R. 3 a 十 bi EX, 但 a 十 bi EE( 十 让 ,从 而 a 与 6 
奇偶 相反 . 于 是 a 十 1 与 5 奇偶 相同 . 由 此 a 十 1 十 及 EQ(1 十 让 CM. 因 是 加 群 , 故 (Ca 十 1 十 6) 一 
(a 二 bi) 二 ] EA, 又 和 是 理想 ,从 而 和 [二 (1) 二 R. 所 以 (1 十 让 是 R 的 最 大 理想 . 由 第 十 三 章 , 一 ， 
4,R/(CLI 二 iD 是 域 . 

证 三 ”由 第 十 二 章 , 二 ,9,R/CGTiD=([0],[13)( 关 {([0]) 是 一 个 有 单位 元 [1 的 交换 
环 , 且 R/(1 十 中 非 零 元 [1] 有 逆 元 [1]. 所 以 由 域 定义 ,R/(1 十 ) 是 域 . 
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证 四 “由 第 十 二 章 , 二 ,9,R/G+iD=([o],[1])} 是 交换 环 ,又 RAT 二 iD 一 ([o]) = 
(5 } 对 于 乘法 来 说 是 一 个 群 , 从 而 R/(1 十 让) 是 域 . 


证 五 ”由 第 十 二 章 , 二 ,9,R/G Ti 一 ([o],[]}) ,于 是 RXG 十 iD 与 模 2 的 剩余 类 环 ZZ 
同 构 . 又 2 是 素数 ,从 而 Z; 是 域 .所 以 RXCI 二 iD 也 是 域 . 

2. 我 们 看 环 RR 上 的 一 个 一 元 多 项 式 环 RLxj. 当 R 是 整数 环 时 ,RLzj] 的 理想 (zx) 是 不 是 
最 大 理想 ? 当 尺 是 有 理 数 域 的 时 候 , 情 形 如 何 ? 

解 一 1) ” 当 R 是 整数 环 时 ,(x) 不 是 RLxj] 的 最 大 理想 . 事实 上 ,R[xj 是 一 个 有 单位 元 
的 交换 环 ,从 而 

(zx)= {zf(z) | FGzE R[Lz]} 二 {ax 二 cx? 十 十 cnz” | ER,m 是 正 整数 } ， 
(2,z) 一 (2uu 十 az 十 … 十 an [a; ER,n 是 非 负 整数 } 9， 
R[z] 一 { 名 十 和 xz 十 … 十 pz"|2ER, 是 非 负 整数 }. 
于 是 (z)C(2,z)CR[z]. 因 26E(2,z), 但 2E(Cz), 故 (2,z) 天 (z). 因 1IERLz], 但 1 
(2,z), 故 (2,z) 天 RLz]( 或 因 (2,z) 不 是 主 理想 ,从 而 (2,z) 天 (z),(2,z) 天 (1) 一 RLz]). 所 
以 (xz) 不 是 RLzj 的 最 大 理想 . 

2) 当 尺 是 有 理 数 域 时 ,(z) 是 RLzj] 的 最 大 理想 . 事实 上 , 设 是 REzj] 的 一 个 理想 , 且 
R[xzj 忆 和 沪 (x) ,而 区 关 (z). 往 证 区 一 REz]. 3g(z)== 如 十 DIX 十 中 十 bX” EU, 而 g(x)EE 
(Zz) ,因此 名和 关 0,5 ER. 但 h(z)= 二 bx 十 … 十 b,x"” E(xX)CU, 由 针 是 加 群 ,bo 二 g(x) 一 h(x)E 
1. 因 RR 是 有 理 数 域 ,b( 隆 0)ER, 故 61 ERCR[xj]. 因 A 是 RLzj] 的 理想 , 帮 6b516b==1 E91， 
于 是 外 ==(1) = 二 R[xzjJ. 所 以 (x) 是 RLzj] 的 最 大 理想 . 

解 二 REzj 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 . 由 第 十 二 章 , 三 ,6,3) 的 证 明知 

R[z]/(z) = {[LF(z)]| f(r) ERLz]) = ([aq|ceR) =R. 
当 尺 是 整数 环 时 , 尺 不 是 域 ,从 而 RLz]/(z) 也 不 是 域 . 由 第 十 三 章 ,一 ,4, C(x) 不 是 RLzj 的 
最 大 理想 . 当 尺 是 有 理 数 域 时 ,RLzj/(z) 是 域 ,由 第 十 三 章 ,一 ,4,(z) 是 REzj 的 最 大 理想 . 

注 1) 一 般 来 说 , 若 正 是 域 , 则 (z) 是 FLz] 的 最 大 理想 .但 Cz) 不 是 FLz,yj] 的 最 大 理 

想 .事实 上 ,FLz, 妇 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ,从 而 

(xz,y) = {zh (x,y) 十 (rz,y) zyy) ,ECzyy) E€E FLzx,yj). 
即 (z,y) 由 常数 项 为 0 的 所 有 下 上 的 x,y 的 多 项 式 组 成 .于 是 FLx,yj] 刁 (x,y) 忆 (xz). 因 
1€EF[zxyyj; 但 1ECzyy);, 故 C(x,y) 关 F[zx,yj. 因 yElz,yy), 但 yeEClz), 故 (zx,y) 关 (xXx). 所 
以 (xz) 不 是 FLz, 妇 的 最 大 理想 . 

还 可 如 下 证 明 ;$:f(z,y) 一 f(0,y) 是 F[x,yj 到 Ftyj 的 同 态 满 射 . ker 中 = (z) 一 
{zFGzy)|FGzy)E F[z,y]) ,从 而 FL[zx,y]/(z) 守 FL[yJ. 因 F[y] 不 是 域 , 故 FLz,y]/Cz) 
也 不 是 域 ,由 第 十 三 章 ,一 ,4,(z) 不 是 FLx, yj 的 最 大 理想 . 

2) (z) 不 是 ZLxzj 的 最 大 理想 ,但 我 们 有 

(xz,n)(nEZ) 是 ZLzx] 的 最 大 理想 会 2 是 素数 . 
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证 明 如 下 :中 : FCz) 一 [f(0)J 是 环 ZLxj 到 环 Z, 的 同 态 满 射 .事实 上 ， 
@ YEz[z, 3 让 FoEZ ,从 而 引 [fCO0)j]=f00) 十 VE 世 , ,使 得 $b (f(x))= 二 [LfC0)]]. 
VY[aJEZ,, Ija€EZCZLzj, 使 得 p(a)==[aj. 
.@ vf(zr),g rEZLz], 
pf Cz) ter))=[f60) + gO0)J=[f00)J+[g(0)]=$(f(z)) + g(r)). 
所 以 Z[z]Z. 又 ker 中 = 二 (zx,n). 事 实 上 ， 
(zsn)={zxf(z)+nglr) | flz) ,gCTIEZ [z]} 


一 jao 十 ai 并 十 … 十 anZr la; EL 7 是 非 负 整数 }. 


VY fz)E ker $ ,$CFCz)) =[f(0)J=[01, 从 而 n|f(0), 即 f(x) 的 常数 项 是 的 倍数 ,从 而 
f(zX)ECz;,n) ,所 以 ker 由 C(xzyn). 反 之 ,Vnao 二 a1z 十 "十 amX” E(x,n)， 
中 (mao az 二 anzx”) = [nao] = [0]， 

从 而 nao 十 QZ 十 … 十 awx”E ker 中 ,所 以 Cx,n)Cker 中 .于 是 ker $==(x,). 因此 ZEzj/(zr, nn) 
Z, ,这 里 了 [zj] 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 . 我 们 有 ， 

(z,1) 是 [zj] 的 最 大 理 数 和 于 一、Z[xj]/(zx,n) 是 域 舍 Z, 是 域 全 是 素数 . 

3. 我 们 看 所 有 偶数 作成 的 环 R. 证明 :(4) 是 RR 的 最 大 理想 ,但 R/A(4) 不 是 一 个 域 . 

证 一 因 民 是 无 单位 元 的 交换 环 , 故 

(4) 一 {4r 十 4a|rERnEZ) 一 (4Cr 十 四 |rER,nEZ) 一 (4|EZ}. 

设 和 是 RR 的 一 个 理想 且 玉 D9 巡 (4) , 则 3 了 aeEat,aeE(4), 即 44a, 从 而 ja,rEZ ,使 得 a 
二 4g 十 7; 但 0<r<4. 因 a 是 偶数 , 故 是 偶数 ,只 能 ~ 一 2. 因 4g EC(4)C, 和 [是 加 群 , 故 2 一 
一 “< 一 4gE9LVY2zER ,由 26E909[ 是 加 群 ,有 2nEg[, 于 是 RC9%(. 因此 归 一 RR. 所 以 (4) 是 尺 的 
最 大 理想 . 

由 第 十 二 章 ,三 ,5,R/(4) 一 {L0],[2]}, 其 中 [0] 是 RA(4) 的 零 元 . 因 [2J[2] 一 [4j= 
[0] 关 [2], 故 [2] 不 是 R/A(4) 的 单位 元 , 即 R/C(4) 无 单位 元 . 所 以 RA(4) 不 是 域 . 

证 二 设 % 是 R 的 一 个 理想 , 且 R 且 和 乙 (4), 则 2 EX. 这 是 因为 :车 2 EX, 而 是 加 群 ， 
则 RR 二 和 ,了 矛盾. 下面 证 明 针 二 (4). Ya EY, jg,rEZ2 ,使 得 az 一 4qg 十 ”0 委 r<4. 因 4g€(4)C 
,9 是 加 群 , 故 r=a 一 4q EA. 但 2 EN, 从 而 r 关 2. 又 a 与 49 都 是 偶数 ,r 也 就 只 能 是 偶数 ， 
因此 一 0. 即 4a 二 4gE€(4) ,于 是 SC(4) ,又 (4)Cg, 即 嗓 一 (4). 所 以 (4) 是 R 的 最 大 理想 . 

因 R/(4) 有 零 因 子 [2j, 故 R/C(4) 不 是 域 . 

证 三 (4) 一 {4|&EZ)==[0JE R/(4). YaER,aE(4), 于 是 3qEZ ,使 得 a 一 4g 十 
2, 从 而 a 一 2 二 4g EC4). 即 [a]==[2j, 因 此 a E[2j. 所 以 R/C) 二 {5[0j,L2j]}, 从 而 RA(4) 只 
有 零 理想 和 单位 理想 . 于 是 (4) 是 R 的 最 大 理想 . 

因 R/C(4) 无 单位 元 , 故 R/(4) 不 是 域 . 

注 一 般 来 说 , 设 2Z 是 偶数 环 ,p 是 素数 , 则 (2p) 是 2Z 的 最 大 理想 . 当 素 数 p 取 2 时 ， 
2Z/(2p) 是 域 . 

事实 上 , 因 2Z 是 无 单位 元 的 交换 环 , 故 

(2p)={2pri2pn|r E22 mnEZ) 一 {22(r 十 站 |rE2ZnEZ) 一 (22| EZ). 

设 %W 是 2 了 的 一 个 理想 , 且 2Z 二 9 有 (22), 则 了 2aE9laEzZ,2a 区 (22)， 从 而 22 二 2a， 
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即 p 人 a. 又 pp 是 素数 ,于 是 a,p 互 素 . 3u,vEZ2 ,使 得 wa 十 vp 一 1, 即 2 一 u(2a) 十 v《(2p). 因 
2a EM,u EZ2 ,9 是 加 群 , 故 x(2a)E9L. 又 因 2pE(2p)CAU,vEZ ,是 加 群 , 故 v(2p)EX. 因 中 
是 加 群 ,; 故 2 二 wu(24) 十 v(2p)E. 从 而 Y2rE2Z ,有 2rE90, 即 2ZC9. 又 SC2Z ,于 是 站 == 
2Z. 所 以 (2p) 是 2Z 的 最 大 理想 . 

当 素 数 p 关 2 时 , 环 2Z/(2p) 无 零 因子 .事实 上 ,Va 十 (2p) ,6b 十 (2p)E 22Z/(2p), 若 La 
十 (2p)][5 十 (2p)] 一 (2p) 一 [0], 即 ab 十 (2p) ==(2p), 则 abE(2p). 于 是 2p|ab, 又 p|2p. 从 
而 p|ab. 因 p 是 素数 , 故 p|a 或 p15, 即 a 一 qrp 或 5 二 qsp. 因 a,b 是 偶数 ,p 隆 2, 故 gi,gq 是 
偶数 . 可 分 别 记 为 29 ,2s ss EZ , 即 4a 二 (2p) 或 5 二 so(2p). 因此 2p ja 或 2p15b, 即 
aE€(2p) 或 5E(2p), 从 而 a 十 (2p) 一 (2p) 二 [0] 或 5 十 (2p) 二 (2p) 二 [0j. 所 以 2Z/(22p) 无 
零 因 子 . 

因 2Z 是 交换 环 , 故 2Z/(2p) 也 是 交换 环 . 

2 之 /(2p) 有 单位 元 [p 十 11. 这 是 因为 : Y [2n]E 2Z/(2p), 有 [2nj[Lp 十 1] 二 (2n 十 
(2p)) (Cp 十 1 十 (2P)) 一 2np 十 2n 十 (2p) 二 2n 十 (2p) 一 L2nj. 因 p 是 奇 素数 , 故 p 十 1 E22， 
[p+1J€E22/(27p). 

22/(2p)={2n+(2p) |nEZ) 

={2.0+C2p) ,2 1+(2p),2* 2+(2p) ,2(p—1)+(2p}, 
从 而 2Z/(22) 恰 含 p 个 元 ,是 个 有 限 环 . 

根据 第 十 章 ,二 ,3,2Z/(2p) 是 个 域 . 

例 (6) 是 2Z 的 一 个 最 大 理想 且 2Z/(6) 是 域 .实际 上 ,2Z/(6) 守 2Z/(3)= Za. 

4. 我 们 看 有 理 数 域 F 上 的 全 部 2X2 矩阵 环 Fo. 证明: Fzs 只 有 零 理 想 同 单位 理想 ,但 
不 是 一 个 除 环 . 


b 
证 一 ” 设 是 Fw 的 理想 且 % 尖 (0}. 往 证 % 二 Fy. 3 人 (天 o)Eat 不 妨 设 e 天 0, 则 由 
9 是 理想 ， 


(EC 0 oe NE 


0 


当然 是 加 群 ,从 而 (0) 十 (0 "=(。 "jcat 因 Fe 的 单位 元 。 1 在 理想 g 中 , 故 9 


= F,,. 所 以 F,, 只 有 零 理想 同 单位 理想 . 
0 1 0 _ 
jx#oE Fe, 而 人 。 0 在 Fe 中 无 拓 元 , 故 Fu 不 是 除 环 . 
a bb 
证 二 设 %( 是 Fs 的 非 零 的 理想 , 则 3 ( )‘ 关 0EX 由 (高 等 代数 》 知 ， 
a bb\ 初等 变换 1 0 
( a) (, 小 
b 1 0 

其 中 /一 1 或 0. 而 对 (< 施行 初等 详 换 化 为 标准 形 (4 ,) ,相当 于 用 Fa 中 若干 个 初等 
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c 0 1 
因 是 理想 , 故 ( je 当 /一 1( 即 秩 (< ==2) 时 ,外 一 Fas 当 1 一 0( 即 铁 ( = 
时 ,有 (5 0]jea 再 由 9 是 理想 ,(。 ij- (oj(o oj je (oj+(o 1)- 


1 0 
(, 1 jcat, 于 是 %[ 一 Fo. 所 以 Fs 只 有 当然 理想 . 


取 ( 。 jczxo 人。 "jx<oe Fo, 但 (。 ")( 了 = 人 ,从 而 Fe 有 零 因子 ,所 


0/\0O 1 0 0 

以 Fs 不 是 除 环 . 

注 1) 由 第 十 二 章 , 二 ,6,F 有 真 左 ( 右 ) 理 想 . 本 命题 说 明 Fz* 无 真理 想 . 

2) 本 命题 还 说 明了 :第 十 三 章 , 一 ,3 中 的 R 如 果 是 一 个 有 单位 元 1( 取 0) 的 非 交 换 
环 , 昌 R 只 有 当然 理想 ,但 RR 却 未 必 是 除 环 . 

3) 一 般 来 说 , 设 RR 是 除 环 , 则 R 上 xn 阶 全 矩阵 环 M,(CR) 只 有 零 理 想 同 单位 理想 . 

事实 上 , 设 和 是 M, CR) 的 非 零 的 理想 , 则 3 (ayr)( 和 关 0)E3[. 设 an (ER) 关 0, 其 中 1k,l 
之 n. 因 R 是 除 环 , 故 ] as1ER. 令 E; 表 示 第 i 行 第 7 列 位 置 的 元 为 单位 元 1 而 其 余 位 置 的 
元 都 是 零 的 n 阶 算 阵 ,i,j 二 1,2,…,n. 因 az1Es ,EsE M,(R) ,A 是 理想 , 故 


* 列 ! 列 


一 . 一 1 .| -1 一 1 一 1 
ag' Ex (az )E,; 一 虽 - [2 -je )E,; 一 ‘( 人 du Gu "Ua 本 Es; 


出 测 痪 
1 一 1 2 ny (Xs )E (及 ) , 因 zyEiE M,R) ,中 是 理想 , 故 


n n n n 


(zy) 一 >， xyEs 一 >») (zyEi)E; EN, 
1 1 


i 一 1 j= i=1 j= 


从 而 M,(R)CA. 又 和 CM(R), 于 是 一 M,C(R). 所 以 M,(R) 只 有 当然 理想 . 

5. 证 明 : 一 个 域 下 是 它 自己 的 商 域 . 

证 一 设 Q 是 F 的 商 域 ,当然 FCQ. 下 面 证 明 QCF. VxEQ,x 一 他, 其 中 a,pEF, 
6 尖 0. 因 下 是 域 , 故 27'E 下 ,从 而 z 一 六 一 2 GE 下 ,于 是 QCF. 所 以 F=Q&. 


| 全 | 415EF,5z0). Yx EF， 因 域 F 有 单位 元 1 故 z= 本 一 xz 一 工人 E 
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全 | a.0EF,5zZ0| ,从 而 FcC|$ 4a,bEF,6#0) ;反之 ， ve | a,bEF,b#0| , 因 F 


是 域 , 故 信 一 ab"'E F, 从 而 | 全 a,bEF,6z0|. 于 是 F 一 人 全 | abEF,6z#0). 所 以 根据 商 域 


定义 , 域 下 是 下 的 商 域 . 

证 三 域 下 是 一 个 有 两 个 以 上 的 元 的 环 ,下 是 一 个 包含 下 的 域 . 则 下 包含 下 的 一 个 商 域 
QD, 即 FDOQ. 又 由 商 域 定义 ,QDF. 所 以 下 =Q 

6. 详细 证 明 下 面 命题 :假定 尺 是 一 个 有 两 个 以 上 的 元 的 环 ,F 是 一 个 包含 R 的 域 ,那么 下 包 
含 尺 的 一 个 商 域 .2 

证 作 和 集 
apER;D 天 0)， 


QQ 一 | 至 
其 中 =ab =b aEF 
1) 驻 是 玉 的 子 域 ,从 而 QQ@ 对 于 下 的 代数 运算 来 说 作成 一 个 域 .事实 上 ， 
VEQ, 有 玉 一 ab”! ,4a;6ER,b 关 0. 因 RCF, 故 a,bE F. 又 因 下 是 域 , 故 b'E F, 了 一 
aaE 下 , 即 QCEF. 
因 环 R 至 少 有 两 个 元 , 芍 了 4 天 OE R,0€ R, 从 而 30==05"1 一 了 EG, 即 Gz 人 2 


又 域 下 中 的 单位 元 1 一 上 一 一作 E 豆 ,从 而 豆 含 不 等 于 零 的 元 1. 


vy ,EQab cdERb FA 0d #0, 


|8 


~ ab'—ecd! =addb!— cob id! = ad(bd)! — colbd) 


~ 


1 ad 一 cb 
= (ad —cb)(bd) 一 一 7 
因 ad- 必 ,bd ER; 又 b,d EF,6 关 0,d 产 0, 域 下 无 零 因 子 , 即 bq 六 0, 帮 人 一 了 一 29jE 仙 


VY 工 ， EQ, 李 天 0, 即 c 关 0; 且 a,b,c;d ER,b 关 0,d 关 0, 类 似 地 有 


所 以 Q@ 是 下 的 子 域 . 
2) 己 以 R 为 子 环 .事实 上 ,VaER, 取 以 隆 0)E R, 有 


a=a(b 1 )=(ab)b"! =Y€a, 


从 而 RCGQ 又 因 尺 是 下 的 子 环 , 故 尺 对 于 下 的 代数 运算 ,也 就 是 QQ 的 代数 运算 来 说 作成 一 个 环 . 
所 以 尺 是 Q 的 子 环 . 


QD @ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 124, 定理 3. 
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再 由 己 中 元 的 形式 ,于 是 依 商 域 定义 ,QQ 是 尺 的 一 个 商 域 且 F 太 Q. 
注 环 尺 的 商 域 是 包含 RR 的 所 有 的 域 中 的 最 小 的 域 . 


三 、 讲 与 练 


1. 判断 以 下 各 命题 是 否 正确 . 

1) 设 环 R 之 环 瓦 若 久 是 R 的 最 大 理想 , 则 在 由 下 的 象 由 90) 也 是 玉 的 最 大 理想 . 

2) 设 环 R 各 环 玉 . 若 和 所 是 尽 的 最 大 理想 , 则 [在 下 的 逆 象 -1 1) 也 是 R 的 最 大 理想 . 

3) 设 Q 是 环 民 的 商 域 , 则 民 的 任 一 非 零 元 在 Q 中 都 有 逆 元 . 

4)” 任 一 有 单位 元 的 无 零 因子 环 必 包 含 在 一 个 商 域 中 . 

解 1) 不 正确 . 例 , 取 RR 为 整数 环 ,RK 二 {0}, 则 $n 一 0 是 RR 到 RR 的 一 个 同 态 满 射 .1=(2) 
是 RR 的 最 大 理想 .C91) = (0} 是 责 的 理想 ,但 不 是 环 的 最 大 理想 . 又 例 , 取 R= 了 Z,R= Z,, 则 
由: n -> [wj] 是 Z 到 乙 的 一 个 同 态 满 射 . 站 =(2) 是 Z 的 最 大 理想 ,但 $9 (M1) 二 Z; 不 是 Z; 的 最 大 
理想 . 

2) 不 正确 . 


例 , 取 R=Z,R={0,1}. Y, EZ,$:n( 关 0) 一 1,0 一 0 是 Z 到 R 的 一 个 同 态 满 射 .| 二 0} 是 


丽 的 最 大 理想 ,但 1 (90) 二 40} 不 是 ZZ 的 最 大 理想 . 
3) ”正确 . 因为 商 域 Q 是 以 R 为 子 环 的 域 . 
4) 不 正确 . 因为 非 交 换 环 没有 商 域 . 例 ,四 元 数 除 环 不 存在 商 域 . 
2. 下 面 各 理想 外 是 否 为 环 R 的 最 大 理想 ,R/% 是 不 是 域 ? 


1) R= ZC/ 玉 一 {a+bV2|a2EZ) ,N= a). 


2) R=-| 人 ea 


abEZ ,pb ,是 素数 ,3 一 Cp). 
3) R=Z[]={atti|a,bEZ) ,A=02+2). 
4) R=Z ,N={[0,[2],[4]}. 


5) R= Za。 ,9 一 ({[o],[3],[6],[9]} 

6) R= Zu ,p,q 是 不 同 的 素数 ,二 Lp). 

7) R=Z[zxj,M= (2). 

8) R=Q[Lz],A=(z—1). 

9) 尺 是 定义 在 闭 区 间 [0,1] 上 的 所 有 实 函 数 的 集 作成 的 环 , 即 [0,1] 上 的 全 实 函 数 环 ( 见 第 
九 章 , 三 ,9, 注 D) ,一 { JER|Fo) 一 0}. 


解 1) WW) 是 Z[W 习 的 最 大 理想 .事实 上 , 因 Z[V2] 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 
WD) = {(atbVD VabEZ)} = (2 十 av5|20E2Z ,a€2} # ZW2]. 


设 吧 是 Z [VY] 的 理想 , 且 ZIW2] 刁 8 好 WDD), 则 3abV2 EW. 但 a 十 6Y2EW2), 从 而 a 是 奇数 ,于 
是 a 一 1 是 偶数 ， 
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由 风 是 加 群 ,1= (a 十 bY2) 一 [(a 一 上 十 bYV2] E ,因此 WW=(1)= ZI21. 
所 以 W2) 是 ZIV2j 的 最 大 理想 . 
因 Z [V2]j 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 由 第 十 三 章 , 一 ,4, Z [V2]/W2) 是 域 . 实际 上 ， 
[0], a 是 偶数 ; 
[1]，a 是 奇数 . 
少 是 乙 [V 习 到 五 的 一 个 同 态 满 射 ,ker 由 = Y2) ,从 而 也 M2]/W2 兰 瑟 . 
2) (2zp) 是 尺 的 最 大 理想 .事实 上 , 因 尺 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 


_ | 所 
四 一 全 


中 :a 十 5V2 -> 


paEpZ ,bEZ ,poiR. 


设 吧 是 R 的 理想 且 R 必 Ww 邓 (jp), 则 3 FEL(a,bEZ ,p11 5), 但 多 (p) , 即 a 不 是 p 的 整数 售 , 从 
而 p11 a. 由 是 素数 ,a 与 p 互 素 ,于 是 ju,vE€2 ,使 得 wa 二 vp 二 1. 因 允 是 尺 的 理想 ,0 一 工 E R， 


了 EW, 故 bp. =a EW. 又 pE(P)CW, 因 此 1=wua 十 vp EW, 即 8 二 (1) 二 R. 所 以 (p) 是 R 的 最 大 


理想 . 于 是 由 第 十 三 章 ,一 ,4,R/(p) 是 域 . 

3) 〈2 十 20) 不 是 己 [ 口 的 最 大 理想 ， 

事实 上 ,ZZ[i] 的 理想 (1 十 让 一 {a 十 从 
Z[0, 但 iEQ 二 TD), 故 (1 十 了 ZLij. 

因 1 二 i€EQ1 二 ,但 1+iEC2 十 字 , 故 QL 十 ) 关 (2 十 加. 但 (十 让 恬 (2 十 22). 

所 以 (2 十 2 不 是 Z[ 记 的 最 大 理想 . 因此 由 第 十 三 章 , 一 ,4, 了 [ij/(2 十 2 不 是 域 . 

4) ”是 乙 的 最 大 理想 . Z, /是 域 . 

5) ”是 Zz 的 最 大 理想 . Zs/ 久 是 域 . 

6) ([pj) 是 Zs 的 最 大 理想 . Zu/ (Lp]) 是 域 . 

7) (2) 不 是 ZLz] 的 最 大 理想 .事实 上 , 3 Z[z] 的 理想 (2,z) 一 {2co 十 az 十 … 十 on?| 


ai EZ ,nn 之 0) ,使 得 Z[x] 好 (2,x) 好 (2). 所 以 (2) 不 是 ZLz] 的 最 大 理想 . Z [x]/A(2) 不 
是 域 . 
8) (zx 一 1) 是 Q@[zj 的 最 大 理想 . 由 第 十 二 章 , 三 ,6, 注 可 知 . QLzj/(x 一 1) 是 域 . 
9) ”是 RR 的 最 大 理想 .R/U 是 域 . 
实际 上 ,中 :f 一 f(0) 是 R 到 实数 域 民 的 一 个 同 态 满 射 ,ker 由 一 %, 从 而 RARR 
3. 设 尺 是 有 单位 元 1( 关 0) 的 交换 环 ,证 明 下 面 各 命题 等 价 . 
1) R 是 域 . 
2) ” 零 理 想 10} 是 R 的 最 大 理想 . 
3) RR 没有 真理 想 . 
4) 任意 一 个 环 R 到 非 零 环 R 的 同 态 满 射 都 是 单 射 . 
证 1) 二 > 2),2) 二 > 3) ,显然 .参看 第 十 三 章 , 一 ,1,3). 


apE Z ,a,6 同 奇偶 ) ( 见 第 十 二 章 ,二 ,9), 因 iE 
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3) > 4) 设 由 是 环 R 到 非 零 环 R 的 任 一 同 态 满 射 . 则 ker 由 是 R 的 一 个 理想 0. 假设 
ker 中 一 R, 则 YaER,g(a) 二 0ER, 其 中 0 是 尺 的 零 元 .但 尺 是 非 零 环 , 从 而 35ER,6b 关 0. 
可 是 5 在 由 下 无 道 象 , 此 与 由 是 满 射 矛盾 ,于 是 ker 中 关 R. 已 知 R 无 真理 想 , 所 以 ker 中 一 
{0}. 由 第 十 二 章 , 二 ,8,$ 是 尺 到 R 的 单 射 . 

4) 二 1) ”只 需 证 明 R 中 任 一 非 零 元 都 可 逆 . 假设 a ER,a 不 是 可 道 元 , 依 第 十 二 章 ， 
一 ,4,9),(a) 关 RR, 从 而 R/C(a) 是 一 个 非 零 环 . 四: x 一 [xz] 一 x 十 (a) 是 尺 到 R/(a) 的 一 个 同 
态 满 射 ,ker 二 (a). 由 已 知 条 件 ,$ 是 单 射 ,于 是 中 是 同 构 映射 . 由 第 十 二 章 ,二 ,8,ker 中 一 
{0}. 因此 (4) 二 {0), 即 a 二 0. 所 以 R 中 任 一 非 零 元 都 是 可 道 元 . 又 已 知 R 是 有 单位 元 1( 隆 
0) 的 交换 环 , 从 而 R 是 域 . 

4. 试 判 断 下 列 各 域 Q 是 否 为 环 尺 的 商 域 . 

1) RR 是 偶数 环 2Z ,Q 是 有 理 数 域 Q. 


2) R= { 妥 | EzZ ,n>0 的 整数 | Q 是 有 理 数 域 Q. 


3) R 一 | 至 |m,nEZ ,p++n],p 是 素数 .QQ 是 有 理 数 域 Q. 


4) R=Z[i]={atbila,b EZ),Q=Q0)={zxt+yi|z,y EQ). 
5) R=ZIV2]={atovV2|a,bEZ),Q=QWD)={rtyVi|zr,y EQ). 
6) R={atbV3|abE2Z),Q=QWD= {rt+yv3|z,y EQ). 


7) RR 是 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 F[x],Q==F(z) 一 [6 Fn ,gE FLz],g(m 天 0|. 


8) R= Ze,Q= 2Z. 
解 1) 易 证 2Z 是 @ 的 子 环 . 


Q=- 仁 a,5EZ ,bz0| 一 | 路 ,2a,20E2Z ,20 关 0 |， 


所 以 Q@ 是 2Z 的 一 个 商 域 . 
2) 易 证 R 是 Q@ 的 子 环 . ( 见 第 九 章 , 四 ,1,7)). VEEQ,a,0EZ ,0 天 0， 


Q _ 2"m m 2 _ 吏 ( 吕 ) 

bp 2m 2 mi 2 \ 27 ， 

其 中 mw,m EZ ,mi 了 关 0,n 与 ni 是 大 于 或 等 于 零 的 整数 ,所 以 Q@ 是 R 的 一 个 商 域 . 
3) 易 证 RR 是 Q 的 子 环 . VY EQ,a,5EZ ,0 天 0. 当 六 天 0 时 ， 


1 


a pc pp” ce -- 女 ( 鼠 ) 
c 


bp pd d “pn d 
其 中 pi1ce,pt1ad,cA0,c,d€EZ. 当 玉 一 0 时 ， 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 114. 定理 2. 
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所 以 Q@ 是 尺 的 一 个 商 域 . 
4) 易 证 ZL 是 @(CD) 的 一 个 子 环 . YX 十 yi EQ(0),zx,yEQ, 可 令 z 一 全 ,一 可 ,ab， 
CC GZ ,天 0,CK 天 0， 


x 十 i 二 全 十 地 i == 二 (ad 二 cbi) (bd + 0)7. 
所 以 QQG) 是 Z [的 一 个 商 域 . 

5) ” 易 证 Z[V2] 是 Q@ (V2) 的 一 个 子 环 . 与 上 面 题 4) 类 似 地 可 证 明 Q 2) 是 ZIV2j 的 一 
个 商 域 . 


cd EZ ,0bA0,.dA0. 


z+yw= 人 + 一 ths - 2ad tby3 一 (2ad 十 2c6V3)(25d 十 0V3). 


所 以 Q (V3 引 ) 是 R 的 一 个 商 域 . 

7) 显然 F(x) 是 FLz] 的 一 个 商 域 . 称 F(x) 为 域 上 的 一 元 有 理 分 式 域 . F(X) 的 运算 
类 似 于 分 式 的 加 法 与 乘法 . 

注 名” F[z] 的 商 域 FCz) 是 包含 域 下 和 未 定 元 z 的 最 小 域 . 事实 上 ,FCFLz],zE 
F[x]j], 又 F[x]CF(Czx), 从 而 FCF(zx),xEF(zx). 设 PP 是 包含 和 zz 的 任 一 域 , 因 FLz] 是 


包含 已 和 z 的 最 小 子 环 ; 故 FLzjCP. V LE RCz), f(r), gz) (#0)€ FLzj, 因 F[z]C 


P, 表 f(z) vg(zx)( 关 EP. 因 P 是 域 ,故人 f(a) (g(x))EP, 于 是 F(x)CP. 所 以 


Zz) 
FCz) 是 含 下 和 xz 的 最 小 域 . 
@ 类 似 地 , 设 下 是 域 , 则 


La fx sT2 9 ,Tn ) 8 (Xl sT2 9 ,TX ) (AA0)E Flx 3 .2 9 Zn] 
夺 9 人 2 9 Sn 


是 FLzi ,zz，… ;Zsj] 的 一 个 商 域 . 称 之 为 域 下 上 的 2 元 有 理 分 式 域 . 
8) ” 因 Z。6 有 零 因 子 [2j,[3], 故 ZZ 没有 商 域 ,所 以 Z; 不 是 Zs 的 商 域 . 
$5. 证 明 . 
1)” 整 环 R( 隆 {0}) 与 其 商 域 Q@ 有 相同 的 特征 . 


2) 设 QQ 是 环 R 的 商 域 ， VY, 了 EQ, 其 中 asbscsd ER，, 末 天 0,0 天 0,d4 天 0, 当 然 c 尖 


F(z sXe 本 


0, 则 全 / 邱 一 4 
证 1) 因 尺 与 Q 的 单位 元 分 别 对 于 加 法 来 说 的 阶 是 R 与 Q 的 特征 ,又 由 第 十 一 章 ， 
,5,1]),R 与 Q 的 单位 元 一 样 , 故 ch R=ch Q. 


2) 


/5 一 他 = ob-CcdnD = bide! = ade-'b! = ad) 一 


sl 
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四 、 思 考 问题 


1. 求 出 整数 环 世 的 包含 理想 (30) 的 全 部 最 大 理想 . 

2. 设 R( 关 {0)) 是 整 环 ,Q 是 R 的 一 个 商 域 .证明 :R 上 未 定 元 zx 也 是 Q 上 未 定 元 . 

3. 设 a,6 是 整 环 R( 关 {0}) 的 两 个 元 , 且 有 互 素 的 两 个 整数 m,n, 使 a” 一 b" ,a" 一. 
证 明 :a==5. 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. 证 明 : 在 整 环 了 里 ， 


1) 
2) 
3) 


《之 


a 


b,b|c > alec. 


ba 


a 


cc albte. 


a|5 一 VcET,a 


bc. 
车 cl( 关 OET, 则 a ls [= aclec. 


ajsb 局 a|eb, 其 中 e 是 了 的 单位 . 
利用 整除 定义 易 证 1) 一 4). 下 面 证 5). 


) alb 二 3uE1, 使 得 6 二 au. 设 e 是 工 的 单位 , 因 工 是 交换 环 , 故 eb 二 eau= 


aleu) ;从 而 a |e6. 


(< 


) ajsb 二 3vE1, 使 得 6av. 因 。 是 了 的 单位 , 故 3e-'E 1T, 使 得 6 !1eb==e-!av. 


因 了 是 交换 环 , 故 5 二 ale-1v) ,从 而 alb. 
2. 试 判 断 下 面 各 命题 是 否 正 确 . 在 整 环 里， 


1) 
2) 
3) 
4) 


5) 
6) 
?7) 
答 
2) 
3) 


零 元 0 是 工 的 单位 . 
a 是 了 的 单位 对 a 是 的 单位 元 . 
设 4a=bc, 则 a 是 单位 会 ,ce 都 是 单位 . 
设 1 隆 {0}, 则 
I 是 域 ST 中 每 个 非 零 元 都 是 单位 . 
I 里 必 有 单位 1 与 一 1. 
I 至 少 有 两 个 不 同 的 单位 1 与 一 1. 
e 是 了 的 单位 己 一 < 是 工 的 单位 . 
1) 不 正确 . 当 I 关 {0} 时 , 0 不 是 了 的 单位 . 但 当 TI 一 40} 时 ,0 是 工 的 单位 . 
(一 ) 不 正确 . 例 ,一 1 是 整数 环 Z 的 单位 ,但 一 1 不 是 Z 的 单位 元 . (二) 正确 . 
正确 . 事实 上 ,( 之 ) 4 是 单位 二 > 3a-ET, 使 得 aa- 一 bca ' 二 > blca 1) 一 1 其 


中 ca-1€ET. 所 以 5 是 单位 . 同 理 c 是 单位 . (< 二) 自 证 . 


注 


该 命题 说 明 单 位 的 因子 仍 是 单位 ,从 而 单位 只 有 平凡 因子 ,无 真 因 于 . 单位 的 相伴 


元 仍 是 单位 . 


4) 
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5) 正确 . 显然. - 
6) 不 正确 . 例 , 零 环 {0} 只 有 1 个 单位 0.1 二 {10,1} 对 于 

十 |0 1 。| 0 1 

0|0 1 0|0 0 

1| 1 0 1|10 1 


作成 一 个 整 环 .1 只 有 1 个 单位 1. 

7) 正 确 . 事实 上 ,( 之 ) e 是 单位 二 > 3e 1€E 1, 使 得 ee ' 一 1 二 (一 e)( 一 e 0) 一 1, 其 中 
一 e ET, 所 以 一 e 是 单位 . (二 ) ”一 e 是 单位 ,由 必要 性 一 (一 e) 一 e 是 单位 . 

3. 证 明 : 

1) 设 a,5E 整 环 1, 则 


a 


b,bla 兮 加 是 a 的 相伴 元 . 

2) 整 环 工 的 全 体 单位 的 集 U 对 于 了 的 乘法 作成 一 个 群 . 

证 1) (全 ) 5 关 0 时 ,由 aib,bla, jc,cE€1, 使 得 5==ac,a 二 bc ,于 是 5 二 bcc'. 因 
b 关 0,1 中 消去 律 成 立 , 故 1=cc', 从 而 c 与 c 都 是 单位 . 所 以 5 是 a 的 相伴 元 .5 一 0 时 ,由 
b|a 知 ,了 cET, 使 得 a 二 bc = 二 0, 于 是 5=a= 二 1a, 从 而 5 是 a 的 相伴 元 . 

(< 二) 因 5 是 a 的 相伴 元 , 故 37 的 单位 ,使 得 6=ea, 从 而 a|b. 因 s 是 单位 , 故 3e'E7T, 使 
得 a 二 e-'5, 从 而 bla. 

2) 由 群 的 定义 可 证 . 

注 1) 由 该 命题 1) 知 

2 是 a 的 相伴 元 号 a 是 5 的 相伴 元 . 
即 a& 与 6 互 为 相伴 元 ,从 而 称 a,b 相伴 或 5,a 相伴 . 

2) U= {fseET|s 是 单位 } 不 是 整 环 1( 关 (0)) 的 子 群 . 这 是 因为 ,U 对 于 了 的 乘法 作成 
一 个 群 ,但 1 对 于 了 的 乘法 不 能 作成 群 ( 见 第 九 章 , 一 ,9,3)). 了 对 于 了 的 加 法 作成 一 个 加 群 ， 
而 U 对 于 了 的 加 法 却 不 能 作成 群 . 例 , 整 数 环 了 的 全 部 单位 的 集 U 一 (1, 一 1}. 因 1 十 (一 1) 
二 0 七 U, 故 UU 对 于 ZZ 的 加 法 不 封闭 ,U 对 于 Z 的 加 法 不 能 作成 群 . 所 以 U 不 是 的 子 群 . 

3) “将 整 环 工 的 条 件 减弱 为 含 单位 元 1 的 环 R, 命 题 2) 仍 成 立 . 即 含 单位 元 1 的 环 民 的 
全 体 可 北 元 的 集 对 于 R 的 乘法 作成 一 个 群 . 由 此 显然 得 知 , 除 环 R 的 全 体 非 零 元 ( 即 全 体 可 
逆 元 ) 的 集 R* 对 于 R 的 乘法 作成 一 个 群 ,R' 就 是 除 环 R 的 乘 群 了 . 我 们 再 给 出 两 个 例子 . 

例 1 当 n 宇 2 时, 数 域 下 上 n 阶 和 矩阵 的 集 M(F) 作 成 一 个 有 单位 元 的 环 . M,(F) 的 全 
体 可 逆 元 恰 是 F 上 全 体 ， 阶 可 逆 矩 阵 , 而 下 上 全 体 n 阶 可 北 和 矩阵 的 集 GL,(F) 对 于 M.,(F) 
的 乘法 作成 一 个 群 ( 见 第 五 章 , 二 ,6). 

例 2 Zs 的 全 体 可 逆 元 的 集 {[1],[5]) 对 于 Zs 的 乘法 作成 一 个 群 . 

4) ” 整 环 了 的 全 体 非 零 元 的 集 对 于 了 的 乘法 未 必 作成 群 . 例 , Z 的 全 体 非 零 元 的 集 对 
于 ZZ 的 乘法 不 能 作成 群 . 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 90.(b). 
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4. 证 明 : 在 整 环 了 里 ， 

1) a,0 相伴  a 一 0. 

2) a,1 相伴 入 a 是 单位 . 

3) 车 a,5b 相伴 , 则 

© cla SO cb. 

© ale ble. 

4) 若 a,a' 相伴 且 5,5 相伴 , 则 ab,a2 相伴. 

5) 车 ab,a%b' 相伴,a,a 相伴 且 a 天 0, 则 6,6 相伴 . 
证 1) 显然 由 定义 可 知 . 


2) 易 证 . 
注 由 该 命题 可 知 
e 是 单位 会 e| 1. 
e 是 单位 全 整除 工 中 每 一 个 元 . 
3) 读者 自 证 . 


4) 因 a,a’ 相伴 ,56,b' 相 伴 , 故 3 了 的 单位 e,e’ ,使 得 a 二 ea’ ,0 一 ee ,从 而 ab 二 ea'e'b' 一 
(se')(a'b'). 其 中 ee 是 了 的 单位 ,所 以 a5,a'b' 相 伴 . 

5) ”利用 相伴 定义 ,I 中 消去 律 成 立 ,a 关 0, 可 证 . 

5s. 证 明 : 在 整 环 I 中 , 若 a 不 是 素 元 , 则 a 的 相伴 元 也 不 是 素 元 . . 

证 一 〈 反 证 法 ) 假 设 a 的 相伴 元 ea (e 是 单位 ) 是 素 元 , 因 e :ee 一 a 是 素 元 ea 的 相伴 
元 , 故 素 元 sa 的 相伴 元 a 也 是 一 个 素 元 中 ,此 与 已 知 矛 盾 . 所 以 a 的 相伴 元 不 是 素 元 . 

证 二 1) a=0 时 ,显然 0 的 相伴 元 0 不 是 素 元 . 

2) a 是 单位 时 ,显然 单位 a 的 相伴 元 是 单位 而 不 是 素 元 . 

3) 4a 关 0 且 a 子 单位 时 , 因 a 不 是 素 元 , 故 a 有 真 因子 5 ET, 使 得 a 二 cb, 其 中 cET. 设 
e 是 单位 , 则 ea 一 ecb, 从 而 58|ea. 又 2 尖 单 位 ,6 天 ea 的 相伴 元 ,因此 5b 是 ea 的 真 因子 ,所 以 ea 
不 是 素 元 . 

6. 关于 命题 : 设 a( 关 0)E 整 环 I1, 则 

a 有 真 因子 舍 4a=bc, 5b, cE1, b,c 都 不 是 单位 2. 

证 明 中 ,条 件 a=0 用 在 何 处 ?该 命题 的 逆 否 命题 是 什么 ? 

答 1) 在 充分 性 证 明 中 : 设 a 二 bc,b,c 都 不 是 单位 . 假定 5 不 是 a 的 真 因子 ,又 5b 关 
单位 , 则 2 一 se,e 是 单位 ,从 而 a 二 eac 二 alec). 利用 条 件 a 取 0, 由 整 环 I 中 消去 律 成 立 , 才 有 
1 一 sc, 于 是 c 一 单位 ,矛盾 . 所 以 5 是 a 的 真 因 子 . 

2) ”该 命题 的 逆 否 命题 是 : 设 a( 取 0)E 整 环 了 , 则 

a 没有 真 因子 亿 Yb,c EI1, a 二 bc, 其 中 5 或 c 是 单位 . 

注 2) 可 换个 说 法 : 设 p( 取 0)€ 整 环 1,p 关 单位 , 则 

旋 是 工 的 素 元 会 Y6,cEI1, p= 二 bc, 其 中 5 或 c 是 单位 ， 


@ ” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 127. 定理 2. 
®@@ 同上 . 定理 3. 
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对 于 判断 整 环 中 的 元 是 否 有 真 因子 ,该 命题 是 很 有 用 的 ,有 时 比 用 定义 判断 简便 些 . 

7. 设 是 唯一 分 解 环 ,p 是 了 的 素 元 . 车 Pp|aias*…as, 证 明 :p| 某 ai,1<i<n. 

证 《用 数学 归纳 法 )n=1 时 ,命题 显然 成 立 . 

假设 4 时 ,命题 成 立 . 今 看 n 十 1 时 , 设 p|aias*…arantis 即 pp| Caras…as)asti, 则 


|awti 或 P|aias…as0. 车 为 前 者 ,命题 已 成 立 ;车 为 后 者 ,由 归纳 假设 ,| 某 4a1,1<i<n. 

所 以 依据 归纳 原理 ,命题 得 证 . 

8. 给 出 命题 ; ya,5E 整 环 T, 则 a,b 在 工 里 一 定 有 最 大 公 因子 2 . 问 该 命题 成 立 吗 ? 

答 不 成 立 . 例 ,I= {a 十 bV3 i|a,5EZ ) 二 Z [V3 订 是 整 环 ,但 不 是 唯一 分 解 环 8 . 取 
a=2(1 十 V3),B 一 (1+V3 i) (1 一 V3 i) 二 4E1, 于 是 2 和 1 十 V3 i 是 a,8 的 公 因 子 , 且 ,8 的 
所 有 的 公 因 子 是 :单位 士 1,2 的 相伴 元 士 2,1 十 V3 i 的 相伴 元 土 (L+V3i). 在 wp 的 所 有 的 
这 些 公 因 子 中 ,不 存在 公 因 子 8, 使 任意 公 因子 Y,Y|5. 比如 取 6 一 士 1, 有 公 因 子 2,2 二 士 1. 


取 5= 土 2, 有 公 因 子 14+V3 i,1 十 V3 i¢ 土 2. 取 8= 士 (1 二 V3 iD ,有 公 因 子 2,2 二 土 (1 十 V3 i)， 
所 以 a,B 没 有 最 大 公 因 子 .、 


又 例 , R[x? ,x’]= 加 cr Ra]|" 是 非 负 整 数 ,a 一 0| 是 整 环 ， 由 xzER[z ,xij], 易 


证 民 ,zx 是 民 [x ,x ] 的 不 相伴 的 素 元 . x 一 (x) 二 (xz )?. x 的 分 解 不 唯一 ,所 以 R[x ,zx’] 
不 是 唯一 分 解 环 . 取 x ,x* ER [xz ,x’ J. zx ,x' 的 所 有 的 公 因 子 是 ;R 中 的 非 零 元 ,zx ,z? 及 与 
其 相伴 的 元 ,其 中 并 无 一 元 可 以 被 所 有 公 因 子 整除 . 所 以 x? ,x? 无 最 大 公 因 子 . 

9. 给 出 结论 :在 主 理想 环 工 中 ,如 果 序 列 a ,az,… 里 每 cri 都 是 a; 的 真 因 子 ,i 一 1,2,…， 
那么 这 个 序列 是 有 限 的 @ . 

1) 该 结论 解决 了 什么 问题 ? 

2) 若 整 环 了 不 是 主 理想 环 ,该 结论 一 定 不 成 立 吗 ? 

答 ” 1) 该 结论 实质 上 说 明了 在 主 理想 环 I 里 , 任 一 非 单位 的 非 零 元 a 都 有 分 解 @. 

利用 该 结论 可 证 明 主 理想 环 I( 关 {0}) 中 必 存 在 最 大 理想 . 

事实 上 , 设 %: 是 了 的 一 个 理想 且 1 关 IT. 若 %i 是 最 大 理想 , 则 命题 已 成 立 . 若 % 不 是 
最 大 理想 ,又 I 闫 {0} , 则 存在 理想 2, 使! 兵 Mz 乒 I 车: 是 最 大 理想 , 则 命题 已 成 立 . 若 
和 : 不 是 最 大 理想 , 则 存在 理想 gs ,使 St 皇 Ms 乒 I. 如 此 继续 下 去 ,得 

和 1 年 9 年 9 年 … 等 工 

因 了 是 主 理想 环 , 故 和 = (a;), 即 (ai ) 至 (az ) 圣 (as ) 持 … 等 二 于 是 有 序列 aa ,az ya，… 其 中 
ai|a. 因 (ai) 关 (Cait1), 故 airi 不 是 a 的 相伴 元 . 因 (aor:) 天 T 故 aiti 不 是 单位 . 从 而 
ai 是 ai 的 真 因子 ,i 二 1,2,… 由 该 结论 ,这 个 序列 一 定 是 一 个 有 限 序列 ,可 设 a, 是 序列 里 


张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 131. 定理 1. 
同上 ,133. 定理 3. 

同上 ,129. 例 . 

同上 ,135. 引 理 1. 

同上 ,137. 定理 的 证 明 . 


@@ 人 四 日 
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的 最 后 一 元 , 则 :一 (a,) 是 最 大 理想 . 所 以 命题 得 证 . 


2) 


Ql sy Qs ，" 


未 必 , 例 , Z [V3 i] 不 是 唯一 分 解 环 ,当然 也 不 是 主 理想 环 ， 在 Z [V3 i 中 , 设 序列 
里 每 ai+1 都 是 OQ; 的 真 因 子 ,i 二 1,2,… 则 dBEZ [v3 i ;使 得 “= 一 ai+18 ,其 中 B: 也 


是 a; 的 真 因子 . 于 是 |ail?== lari1?1B1*. 因 B 不 是 单位 , 即 1B.1* 关 1, 故 1B1 1, 从 而 
Ia 之 len ,i=1,2,… 即 lm|? 之 |az |? 之 …. 因 |ai|? 是 一 个 有 限 正 整 数 , 故 比 la1 小 的 
正 整 数 只 能 有 有 限 个 . 于 是 3 正 整数 ,使 得 当 n>k 时 ,a, 一 qa. 所 以 序列 a ,as,*… 有 限 . 


注 
2) 
10. 
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 


©OSO0 


2) 
3) 


1) = U(ai) 是 理想 的 证 明 见 第 十 二 章 , 三 ,1,15). 
二 U (ai 一 (as) ,其 中 ao 是 序列 a1,as,as，… 里 的 最 后 一 个 元 . 
试 判断 下 面 各 命题 是 否 正 确 . 
域 里 没有 素 元 . 
不 含 素 元 的 整 环 是 零 环 {0). 
在 整 环 I 里 , 设 p,g 都 是 素 元 且 plig, 则 p 是 g 的 相伴 元 . 
在 整 环 I 里 , 设 p,qg 都 是 素 元 , 则 pg 关 单 位 . 
唯一 分 解 环 里 任意 一 个 元 都 有 唯一 分 解 . 
已 知 在 整 环 1 里 a 二 bc, 则 a 在 1 里 有 分 解 . 
在 唯一 分 解 环 中 ,同一 元 的 任意 两 个 分 解 一 定 有 相同 的 因子 ,只 是 因子 的 次 序 可 能 不 同 . 
唯一 分 解 环 必 存 在 . 
在 唯一 分 解 环 工 里 ， 
若 a|5, 则 “是 a 沁 的 最 大 公 因 子 . 
4 是 a,0 的 最 大 公 因 子 . 
a ar，…yav 的 最 大 公 因 子 是 0 对 a1 二 as 二 … 二 a 二 0. 
qa29 ,ar 王 素 镶 4 42,… ,a 的 任 一 公 因 子 都 是 单位 . 
主 理想 环 一 定 存在 . 
整 环 是 主 理想 环 . 
1) 正确 . 因 域 里 除 零 元 外 都 是 单位 . 
不 正确 . 域 就 是 不 含 素 元 的 整 环 ,但 域 不 是 零 环 . 


正确 . 事实 上 , 因 pjq,g 是 素 元 , 故 p 只 能 是 单位 或 g 的 相伴 元 . 但 p 是 素 元 ,不 


是 单位 ,从 而 p 是 gq 的 相伴 元 . 


4) 


正确 . 事实 上 , 若 pg 二 单位 e, 则 pge :一 1. 于 是 p 有 道 元 qe 'E1T,p 是 单位 ,此 与 


p 是 素 元 蔬 盾 . 所 以 pg 天 单位 ， 


5) 
6) 
7) 
8) 
9) 


不 正确 . 零 元 和 单位 都 没有 唯一 分 解 . 

不 正确 . 例 , 在 整数 环 Z 里 ,1 二 1 1, 但 1 是 Z 的 单位 ,没有 分 解 . 

不 正确 . 在 唯一 分 解 环 中 ,同一 元 的 两 个 分 解 中 可 能 因子 不 同 ,而 是 互 为 相伴 元 . 
正确 . 整数 环 Z , 数 域 下 上 一 元 多 项 式 环 FLz], 域 F 都 是 唯一 分 解 环 

正确 . 利用 定义 易 证 中 ,@ ,四 下 面 只 证 @. 事实 上 , (之 ) Q1942，""" 4 互 


素 , 故 QI19C2 9 Cn 的 最 大 公 因 子 是 单位 ,从 而 Q19G29 Cn 的 任 一 公 因 子 c 都 是 单位 的 因 


子 , 所 以 


C 是 单位 ( 见 第 十 四 章 ,一 ,2,3))， 即 QI19C2 9 ”Cn 除 单位 外 没有 其 他 公 因 子 , (<) 


因 ay,az，…，an 的 任 一 公 因 子 都 是 单位 ,而 最 大 公 因 子 首 先是 A1029 Cn 的 公 因 子 , 故 
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CQ19C2 9 ,an 的 最 大 公 因 子 也 是 单位 ， 由 定义 ?CI C2 9" Cn 互 素 。 

10) 正确 . 整数 环 Z , 数 域 玉 上 一 元 多 项 式 环 下 [z], 模 ”的 剩余 类 环 Z. 和 域 都 是 主 
理想 环 ( 见 第 十 二 章 , 三 ,2 及 其 注 6) ,7)). 

11) 不 正确 . 例 ,ZLz] 是 整 环 . (2,z) 是 Z[z] 的 一 个 理想 ,但 (2,z) 不 是 Z[z] 的 主 理 
想 . 所 以 ZLzj 不 是 主 理想 环 . 又 例 , 设 下 是 域 , 则 FLzx,yj 是 整 环 . (zx,y) 是 FLz, 轨 的 一 个 理 


想 , 但 不 是 主 理想 . 事实 上 ,假设 (z,y)= (zy)， 又 zyECry), 则 f(x,y) | > 且 
zy) ly 即 FAzy) 是 zy 的 公 因 子 . 但 多 项 式 xz 和 yy 的 公 因子 只 有 下 中 的 非 零 元 ,从 而 


f(z,y) 是 FLz, go 的 可 道 元 即 单位 ,于 是 (z,y) 一 (zy) 一 F[z 中 .但 FLz 中 的 非 零 元 
不 在 理想 (z,y) 中 ,产生 了 矛盾 。 因此 (z,y) 不 是 FLz, 当 的 主 理想 ,FLz, 习 不 是 主 理想 环 。 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 证 明 :0 不 是 任何 元 的 真 因子 . 

证 设 a 是 整 环 1 中 任意 元 ,而 0 是 a 的 因子 , 则 365ET, 使 得 a==06 二 0, 妈 0 只 能 是 
a 二 0 的 因子 . 但 0 是 a=0 的 相伴 元 ,所 以 0 不 是 任何 元 a 的 真 因子 . 

注 1) 在 整 环 I 里 ,0|a 售 a=0. 


2) Va EE 整 环 T,a|0. 

由 此 可 知 零 元 0 可 能 有 真 因子 . 例 , 对 于 整数 环 乙 中 的 2, 它 既 不 等 于 0 又 不 是 0 的 相 
伴 元 ,但 2|0, 所 以 0 有 真 因子 2. 可 是 零 环 {0} 中 的 零 元 0 没有 真 因子 . 

2. 我 们 看 以 下 的 整 环 1, 了 刚好 包含 所 有 可 以 写成 完 Cm 是 任意 整数 ,z>>0 的 整数 ) 形 式 
的 有 理 数 .了 的 哪些 元 是 单位 ,哪些 元 是 素 元 ? 

解 一 设 mE€2 ,n 之 0 的 整数 , 因 序 一 2"m 一 2'u, 其 中 iEZ ,wu 是 奇数 , 故 


T= {2u|i€EZ ,wu 是 奇数 }. 
1) 若 s 一 2v 是 1 的 单位 ,iEZ ,wu 是 奇数 . 则 3e-'ET, 使 得 2ue-! 一 1, 其 中 1 一 南 是 


I 的 单位 元 . 从 而 se !' = 二 2 iu !'. 因 工 中 元 都 是 形 如 2iu(i EZ ,w 为 奇数 ) 的 元 , 故 二 土 1， 
才能 使 e: 一 2-iwrIET 从 而 e= 土 2: ,i EZ. 

反之 , 设 e= 土 2',iE€2Z , 则 je ' 一 土 2"'ET, 使 得 ee 一 1, 从 而 se 是 工 的 单位 . 综 上 ,有 

{I 的 所 有 单位 }= { 土 2'|i EZ ). 

2) ” {I 的 所 妥 元) = {2iu |i EZ ,wu 是正 负 奇 素数 }. | 

事实 上 ,VY 2iu E{T 的 所 有 素 元 } ,i EZ ,wu 是 奇数 . 因 2: 是 单位 , 故 u 是 工 的 素 元 . 下 
面 证 明 wu 是 Z 的 素数 . 假设 不 然 ,u 不 是 Z 的 素数 ,又 u 隆 0,w 关 I 的 单位 士 2',iE7 ,从 而 
在 Z 中 有 真 因子 ww ,使 得 二 uus. 由 第 十 四 章 , 一 ,6,z 也 是 在 Z 中 的 真 因子 . 即 w 关 
Z 的 单位 土 |. 又 因 w 是 奇数 , 故 wu 是 奇数 , 即 ui; 关 的 单位 ,i 二 1,2. 由 第 十 四 章 , 一 ,6,zx 
在 1 中 有 真 因子 . 因此 * 不 是 工 的 素 元 ,发 生 了 矛盾 . 从 而 是 Z 的 素数 . 于 是 
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{I 的 所 有 素 元 } 己 {2m |i EZ ,xu 是 正 负 青 素数 ). 
反之 ,VY 2'u € {2iu |i EZ ,wu 是 正 负 奇 素数 ) ,i EZ ,wu 是 奇 素数 . 要 证 2'u 是 工 的 素 元 ， 
因 2: 是 单位 , 故 只 需 证 是 了 的 素 元 . 设 2 (GE 了 是 ww 的 任 一 因子 , 则 
Uo= (21) 20) = 21t2 wm, 
其 中 2% ws ET. 因 w,wui ,uz 都 是 奇数 , 故 记 十 i 二 0, 从 而 二 ww 因 wu 是 素数 , 故 如 是 在 
Z 中 的 平凡 因子 ,只 能 w= ZZ 的 单位 土 1 或 ww 一 wu 的 相伴 元 土 w. 车 二 土 1, 则 21 = 
土 2 是 了 的 单位 ;车 妈 一 土 uw, 则 25 w= 土 2*w 是 w 的 相伴 元 . 即 在 I 里 只 有 平凡 因子 . 
又 u 关 0,u 关 1 的 单位 ,因而 是 了 的 过 元 . 而 且 2'u 也 是 了 的 素 元 . 于 是 
{2iu |i EZ ,wu 是正 负 奇 素数 } 己 {1 的 所 有 素 元 }. 
所 以 
{I 的 所 有 素 元 } = {2iu |i EZ ,是 正 负 奇 素数 }. 
解 二 
1) 到 CE 疙 是 单位 今 m 一 十 2,k 之 0 的 整数 . 


事实 F,(->) 因 玫 是 工 的 单位 , 故 习 28 E7, 使 得 如， 型 一 1, 即 mm 一 2"" ,从 而 在 


Z 中 ,m|2"". 因 2 是 也 的 素数 ,mn 十 六 是 大 于 或 零 于 0 的 整数 , 故 m 一 土 2',k 之 0 的 整数 . 


k n k 3 
(<=) 因 训 一 土 2*,& 之 0 的 整数 , 即 灵 一 士气, 故 卫士 冯 E 1, 使 得 ( 士 么 )( 士 闯 ) 一 1， 


从 而 灵 有 赣 元 土 余 E 工 所 以 权 是 单位 ， 
2) 到 CE 刀 是 素 元 全 m= 二 土 2:p , 是 正 奇 素数 ,之 0 的 整数 . 


事实 上 , (一 ) 因 入 (GE 7 是 素 元 , 故 基 天 0, 和 天 了 的 单位 , 即 mr 关 0,m 关 土 2: ,之 0 的 整 


数 . 因为 对 于 整数 m 来 说 ,有 mn= 土 2'p ,k 宇 0 的 整数 ,p= 二 0 或 p 是 正 奇数 ,所 以 p 关 0,p 关 
1. 下 面 证 明 p 是 素数 . 假设 p 不 是 率 数 ,又 p 关 1, 即 p 是 合 数 ,从 而 p=pipz ,1<=pi<< 记 . 
因 p 是 奇数 , 故 p; 是 奇数 ,i 二 1,2. 于 是 

m _ 土 2p1 


2 2" 

其 中 二 多 名 关 单 位 ,如 关 单位 .又 架 尖 0, 由 第 十 四 章 , 一 ,6, 玖 在 1 中 有 真 因子 ,此 与 加 是 素 
元 蔬 盾 .因而 p 是 素数 . 所 以 必要 性 得 证 . 

(<=) 已 知 加 = 十 24p,p 是 正 奇 素 数 ,k 之 0 的 整数 ,从 而 加 一 二 2 双关 0 且 关 单位 ， 设 


。 了 2 
22 


再 是 圭 2 也 的 因子 , 则 


土 2p _ m ,mz 
9" 2 2m 9 
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其 中 ee ET 于 是 士 2 和 ”+ 2 旋 一 2"77217722 ;从 而 在 Z 中 ,mi| 士 2"*m+t%wp. 因 2 与 p 都 是 素数 ， 
十 ni 十 ns 是 大 于 或 等 于 0 的 整数 , 故 mm 三 士 22 或 士 2 六, 其 中 己 是 大 于 或 等 于 0 的 整数 . 


_ k Th __ 3 Ea 四 上 m 士 25 力 2527 士 24 力 247+”" mm 
着 和 一 士 2 , 则 区 一 单位 ， 着 一 士 20 轧 , 则 z 一 Dn = ( Dn )= 2 “了 ,其 


中 架 江 是 单位 因此, 强 是 加 的 相伴 元 .于 是 天 只 有 平凡 因子 . 所 以 加 是 素 元 ， 
解 三 下 面 再 给 出 证 明 
入 CE 刀 是 素 元 一 mr 一 士 2p，p 是 正 奇 素数 ,hk 之 0 的 整数 的 一 个 方法 . 


设 芭 是 了 的 素 元 . 对 于 整数 m 来 说 ,总 有 
m 二 十 2:p ,k 之 0 的 整数 ,p= 二 0 或 pp 是正 奇 数 . 
下 面 只 需 证 明 p 是 素数 . 因 估 是 素 元 , 故 m 关 0,m 关 土 2 ,从 而 p 闫 0,p 关 1. 可 将 旋 在 也 里 


进行 分 解 :p= 二 pi1p，…p, ,其 中 Pp: 是 素数 , 因 p 是 奇数 , 故 pi 也 是 奇数 ,i 二 1,2,…，,r. 
车 r+ 二 1, 则 p 二 pi 是 素数 ,命题 已 证 . 
车 7 之 1, 则 


m _ +2p +2p: , prpsp, 
2 2 2 
其 中 主 2 久 天 单位 , 甸 包 六 庆 天 单位 又 加 天 0, 从 而 由 第 十 四 音 ,一 ,6, 到 有 真 因子 ,此 与 人 
是 素 元 矛盾 . 所 以 不 能 大 于 1, 只 能 * 一 1. 于 是 命题 得 证 

注 1) 由 第 九 章 ,四 ,1,7) 知 了 是 一 个 环 ,又 了 是 含 单位 元 1 一 广 的 数 环 ,从 而 易 知 
是 整 环 ， 


2) 由 解 一 知 : 设 “是 奇数 , 则 
u 是 了 的 素 元 全 “是 之 的 奇 素数 . 


3) 因 7= 吉 14=2-1。14, 其 中 2-1E1, 故 在 I 里 ,14|7. 在 Z 里 ,显然 1417. 因此 ， 


若 S 是 整 环 R 的 子 整 环 ,那么 ,如 果 a,bES, 在 R 里 有 a 
里 有 a|6, 则 必 在 R 里 也 有 a|5. 

4) 2 是 了 的 单位 ,但 2 不 是 Z 的 单位 . 说 明了 整 环 R 的 单位 未 必 是 子 整 环 S 的 单位 . 
但 S( 关 {0)) 的 单位 必 为 RR 的 单位 . 

5) 2 是 Z 的 素 元 ,但 2 不 是 了 的 素 元 ,而 是 了 的 单位 . 这 说 明了 : 若 S 是 整 环 R 的 子 
整 环 , 则 子 整 环 S 的 素 元 未 必 是 整 环 R 的 素 元 . 


例 ,3 是 ZZ 的 素 元 ,但 3 不 是 @ 的 素 元 . 又 例 ,7 是 ZZ 的 素 元 ,但 7 在 整 环 Z [V3 让]= 
{a 十 bV3 i|a,5EZ ) 中 可 写成 :7 一 (2 十 V3 i) (2 一 V3 i) ,其 中 2 土 V3 i 都 不 是 了 的 单位 ,从 而 7 
有 真 因子 ,7 不 是 Z[V3 的 素 元 . 又 例 ,zx 一 2 是 Q@[zxj 的 素 元 ,但 妈 一 2 不 是 R[xzj 的 素 元 . 


6) 6 一 2。3 是 了 的 素 元 ,但 6 不 是 ZZ 的 素 元 . 即 整 环 尺 的 素 元 p 未 必 是 子 整 环 S 的 
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素 元 . 即使 p ES,p 也 未 必 是 S 的 素 元 . 

3. 了 是 刚好 包含 所 有 复数 a 十 bi(a,b 是 整数 ) 的 整 环 . 证 明 :5 不 是 工 的 素 元 .5 有 没有 
唯一 分 解 ? 

证 1) ee 是 工 的 单位 人参 |el2 一 1 全 es 一 土 1,e 一 士 i. 

事实 上 , (>) 设 e=a 十 bi 是 了 的 单位 , 则 3e'E 了 ,使 得 ee ! = 二 1, 从 而 |ee 1?=|111?， 
即 lel:|s :| 一 1. 关 e 关 0, 故 |ej? 二 =a? 十 刁 是 正 整数 ,同样 le-!|? 也 是 正 整数 . 因此 ,|e|?= 
1. 即 a: 十 下 二 1, 于 是 a= 土 1,6 二 0 或 4 一 0,5 二 十 1. 所 以 二 a 十 所 是 士 1 或 土 i. 

(二) 设 e=a 二 iET,|el:==1, 则 十 扩 =1, 从 而 4 二 十 1,6=0 或 a 一 0,6= 二 十 1, 即 
一 士 1 或 土 i. 因 土 1 有 逆 元 土 1, 士 1 有 逆 元 干 i, 故 士 1, 士 1 都 是 工 的 单位 , 即 s 是 工 的 单位 ， 

2) auwErT,lal:=5 之 ww 是 素 元 . 

事实 上 , 因 |zl? 一 5, 故 a 关 0. 因 |a|: 关 1, 故 由 1) 知 a 不 是 单位 . 设 B 是 a 在 I 中 的 任 一 
因子 , 则 37YE€T, 使 得 a==BY. 从 而 

5=|al’*=|BY| =|B| |7Y1|. 
因 18|: ,17|? 都 是 正 整 数 , 故 18|: 只 能 是 1 或 5. 车 1B8|’ 二 1, 则 B66 是 单位 ;车 18|? 二 5, 则 |7|? 
一 1, 即 7Y 是 单位 ,从 而 B==ay-! ,其 中 7 ! 是 单位 . 于 是 8 是 a 的 相伴 元 . 因此 a 只 有 平凡 因 
子 . 所 以 a 是 素 元 . 

3) 5 不 是 工 的 素 元 . 

事实 上 , 因 5=(1 十 20)(1 一 20) ,其 中 1 土 2i 不 是 单位 ,5 天 0. 由 第 十 四 章 ,一 ,6,5 有 真 因 
子 , 故 5 不 是 工 的 素 元 ， 

4) ”假设 5 二 pips…p,;: 其 中 p; 是 素 元 ,i 一 1,2,…,n. 因 5 不 是 素 元 , 故 n 关 1. 又 因 25 
二 |5| 上 ?=|p||ps| …|p,|:, 因 p; 不 是 单位 , 故 | pi|? 关 1, 又 |pi|? 了 关 2,3,4, 从 而 | p==5.， 
所 以 只 能 n=2. 

设 5=a8, 其 中 a=a 十 bi,BET. 则 25 二 15|?==1al?*1B8|?. 因 |al’?,181? 都 是 正 整 数 , 故 
jal* 只 可 能 是 1 或 5 或 25. 车 lal?=1, 则 a 是 单位 ;车 lal? 二 25, 则 181?==1, 即 6 是 单位 ,从 
而 只 能 考虑 |aj: 二 5, 邑 a 十 所 ==5, 只 能 4 二 土 1,6 二 土 2 或 4 二 土 2,6= 士 1 因此 ， 

5 一 (1 十 20)(1 一 20) = (一 1 一 20)( 一 1 十 2= (2 十 站 (2 一 D) = (一 2 一 D( 一 2 十 i， 
因 11 土 2 二 | 一 1 土 2i 一 |2 士 由 一 | 一 2 士 让 一 5, 故 由 2),1 士 2i, 一 1 士 2i,2 士 i 一 2 士 i 都 
是 素 元 . 上 面 4 个 式 子 就 是 5 的 一 切 可 能 的 素 元 分 解 ， 因 一 1 一 2i 二 (一 1) (1 十 2i) ,2 一 i= 
(一 让 (1 十 2i) ,一 2 十 i 二 i(1 十 2) ,一 1 十 2i 二 (一 1) (1 一 2),2 十 i==i(1 一 2), 一 2 一 i 二 
(一 让 (1 一 2). 故 一 1 一 2i,2 一 i, 一 2 十 i 都 是 1 十 2i 的 相伴 元 ,一 1 十 2i,2 十 i, 一 2 一 i 都 是 1 一 2i 
的 相伴 元 . 所 以 5 有 唯一 分 解 . 

注 1) 设 lal’== 素 数 p, 则 a 是 了 的 素 元 . 

此 命题 仿 2) 的 证 明 方 法 可 证 . 

2) 注 1) 中 命题 只 是 工 的 素 元 的 充分 条 件 , 而 不 是 必要 条 件 . 例 ,|131 二 9 不 是 素数 ， 
但 3 是 了 的 素 元 . 这 是 因为 ,3 关 0,3 关 单位 . 车 a 一 a 十 bi(E DD 是 3 的 因子 , 则 38ET, 使 得 
3 一 a8. 从 而 9 二 131: = 二 |al?1B|?, 于 是 |al? 只 可 能 是 1 或 3 或 9. 但 |a|* 关 3( 因 a 十 如 关 3)， 
因此 |al?:=1 或 9. 1al?=1 时 ,a 是 单位 ;|al’=9 时 ,18l?==1, 即 8 是 单位 ,那么 a 是 3 的 相 
伴 元 . 所 以 3 只 有 平凡 因子 ,3 是 素 元 ， 

实际 上 , 设 |jal:==9, 则 a 是 素 元 . 
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3) ”下面 给 出 1== {a 十 
中 车 ab 关 0, 则 


a,bEZ ) 一 [i 的 素 元 的 充分 必要 条 件 . 设 =a 十 iE 了， 


lal? 是 Z 的 素数 今 a 是 了 的 素 元 . 
@ 车 ab 二 0, 则 
lal 是 ZZ 的 素数 旦 4|1a| 一 3 全 <“ 是 的 素 元 ， 

证 明 略 . 由 该 命题 知 , 若 waEZ ,而 a 不 是 Z 的 素数 , 则 a 一定 不 是 了 的 素 元 . 例 ,6 不 是 素 
数 , 则 6 不 是 工 的 素 元 ,实际 上 ,6 有 真 因子 2i. 但 若 zEZ ,即使 4 是 Z 的 素数 ,a 也 未 必 是 了 
的 素 元 . 例 ,2 是 素数 ,但 41+2 一 3, 从 而 2 不 是 了 的 素 元 ,实际 上 ,1 十 i 是 2 的 真 因子 . 13 是 
素数 ,但 4 13 一 3, 从 而 13 不 是 工 的 素 元 ,实际 上 ,13 有 真 因子 2 十 3i. 17 是 素数 ,但 4 二 
17 一 3, 从 而 17 不 是 工 的 素 元 ,实际 上 ,17 有 真 因子 1 十 4i. 由 本 题 已 知 5 是 素数 ,但 5 不 是 I 
的 素 元 . 又 如 7 是 也 的 素数 , 且 4|7 一 3, 从 而 7 是 工 的 素 元 , 仿 本 题 证 明 中 的 2) 也 可 直接 
证 明 . 

7 一 i 不 是 工 的 素 元 ,因为 17 一 让 一 50 不 是 怀 的 素数 ,实际 上 ,7 一 i 一 (2 一 妈 (1 十 iD) ,其 
中 2 一 i,1 十 i 都 是 了 的 素 元 . 

4. 证 明 : 设 工 是 唯一 分 解 环 ， 

1) Vaiyazs，… yas ET,a1,as，"…,ar 有 最 大 公 因 子 EL 

2) 4d,d' 是 ai,as，…,as 的 两 个 最 大 公 因 子 => d = 二 ed，,e 是 单位 . 

证 1) 用 数学 归纳 法 . 

当 n 二 2 时 ,( 略 ). 

假定 对 于 n 一 1 个 元 来 说 命题 成 立 . 今 看 个 元 ai ,az ，…as 时 . 由 归纳 假定 ,可 设 
是 wa ;as，… ;as_1 的 一 个 最 大 公 因 子 . 再 设 4 是 di ,av 的 一 个 最 大 公 因 子 , 则 4 就 是 ai， 
oo ,au 的 一 个 最 大 公 因 子 . 事实 上 ,d |asyd|di;y 又 di|ai,i==1,2,…,n 一 1. 从 而 do， 
j= 二 1,2,… yn 一 1,n, 即 d 是 ai,as，…,a, 的 一 个 公 因 子 . 假定 c 是 a1,az，*…,ar 的 任 一 公 因 
子 ,当然 cjaisi 二 1,2,…,n 一 1, 从 而 c|d1, 又 cla,, 于 是 c|d. 所 以 4 是 al ar，…a 的 一 个 
最 大 公 因 子 . 

由 归纳 原理 ,命题 得 证 . 

2) 若 dd' 都 是 ciyar,…，,a 的 最 大 公 因 子 , 则 4d 
1),d 二 ed,e 是 单位 . 

注 ” 由 该 命题 知 ; 在 唯一 分 解 环 里 ,车 4 是 a1,a:，… ,a 的 一 个 最 大 公 因 子 , 则 

d' 是 ai;,as，…,a; 的 一 个 最 大 公 因 子 合 d' 一 ed,e 是 单位 . 
即 , 若 d 是 a1,as，… ,as 的 一 个 最 大 公 因 子 , 则 a ,4s，… ,a 的 全 部 最 大 公 因 子 就 是 d 的 全 
部 相伴 元 . 

5. 假定 在 一 个 唯一 分 解 环 里 ,ai = db1,as 二 dbs，… ,a 一 dbs. 证 明 :; 当 而 且 只 当 4 是 
aiyaz，…yan 的 一 个 最 大 公 因 子 的 时 候 ,61 ,5b,,…,b, 互 素 . 这 里 d 关 0. 

证 (一 ) 已 知 d 是 4;,as，,…,a; 的 一 个 最 大 公 因 子 . 设 d 是 61,b,…,b, 的 任 一 公 
因子 , 则 有 5 二 d'ciyi 二 1;2,…,n. 从 而 a; 二 dd'ci;, 即 dd 是 aa，…as 的 公 因 子 ,于 是 
dd'|d. 又 dldd', 因 此 dd’ 一 de,e 二 单位 . 由 d 关 0 及 消去 律 ,d 一 e 是 单位 ,所 以 刀 ,b，…， 
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b, 互 素 ( 见 第 十 四 章 ,一 ,10,9),@). 

(二 ) 已 知 三 ,B42，… ,bs 互 素 . 设 d 是 a1,as，…,as 的 一 个 最 大 公 因 子 , 则 4d|2 ,从 而 
d 一 ds. 下 面 证 明 * 是 单位 . 因 d 是 ai,as,… ,a 的 一 个 公 因 子 , 故 a; 二 dc;==dsc; = db;. 
由 d 关 0 及 消去 律 ,sc; = 二 5.,i 二 1,2,…,n, 即 S 是 61,5 ，,…,b, 的 公 因 子 . 因 Bb ,bo，,…,b, 互 
素 , 故 S 是 单位 . 从 而 由 d ==ds 有 d= 二 d's ! ,其 中 s ! 是 单位 ,所 以 d 是 ai,as，…,a, 的 最 
大 公 因 子 . 

6. 假定 1 是 一 个 整 环 ,(a) 和 (65) 是 了 的 两 个 主 理想 . 证 明 :(a) 一 (5) 当 且 只 当 5 是 a 的 
相伴 元 的 时 候 . 

证 (一 ) 设 (a)=(5), 则 aE€(6),5E(la). 因 工 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 jc,cET, 使 
得 a=c6,b 二 ca, 即 65 5b. 所 以 5 是 a 的 相伴 元 ( 见 第 十 四 章 , 一 ,3,1)). 

(<) 设 5=ea,e 是 单位 , 则 4a=e-'6b. 从 而 5Ela),a El(5). 于 是 (5)C(a),(a)C(Cb). 
所 以 (a)= (5b). 

注 ” 由 该 命题 容易 得 出 下 面 结论 ; 在 整 环 I 里 ， 

1) alb © (a) Db). 

注意 ,因子 a 对 应 着 “ 较 大 ”的 主 理想 (a) (参看 第 六 章 , 三 ,5). 

2) a 是 5 的 真 因 子 一 (a) 邓 (2). 

该 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 例 ,Z = 二 (1) 肝 (2) 一 27 ,但 1 只 是 2 的 因子 而 不 是 真 因子 . 

3) a 是 5 的 真 因子 全 (a) 好 (5) 且 a 不 是 单位 . 

事实 上 ,( 二 >) 显然 . (< 二) 由 (a) 刁 (06),alb. 已 知 a 关 单位 , 且 ac 天 8 的 相伴 元 . 不 
然 ,车 a=6。 的 相伴 元 , 则 Ca)==(5) ,此 与 已 知 矛 盾 . 所 以 a 是 5 的 真 因子 . | 

4) e 是 单位 忆 e 是 1 的 相伴 元 镶 (e)= 二 (1)=I( 见 第 十 四 章 , 一 ,4,2) 和 第 九 章 , 一 ,4,9)). 

5) 主 理 想 的 生成 元 未 必 只 有 一 个 . 例 , 高 斯 整数 环 Z[i] 有 且 只 有 4 个 单位 士 1, 土 i. 
从 而 a 十 下 的 相伴 元 有 且 只 有 a 十 抽 , 一 a 一 5i,6 一 ai, 一 5 十 ai, 所 以 Z[] 的 主 理想 (a 十 bi) 一 
(—a—bi)= (6—ail)=(—b+al). 

7. 假定 I 是 一 个 主 理想 环 , 并 且 (a,5) = (4d). 证 明 :4 是 a 和 5 的 一 个 最 大 公 因 子 , 因 
此 a 和 5 的 任何 最 大 公 因 子 4d 都 可 以 写成 以 下 形式 :d’=sa+tb(s,1 ET). 

证 一 1) 因 了 是 主 理想 环 , 故 a,b 生成 的 理想 (a,5) 是 一 个 主 理想 , 设 为 (d), 则 
a,bElas) 一 (d), 从 而 dja,d|b. 设 c 是 a,b 的 任 一 公 因子 , 则 cja,c|b. 又 dE€(4d)= 
(a,6b), 因 此, 3s ,tE1, 使 得 d==sa 十 {2. 于 是 cjs‘a 十 {= 二 d. 所 以 d 是 a,。b 的 一 个 最 大 公 
因子 . 

2) 设 d' 是 a,5 的 任 一 最 大 公 因 子 . 由 1) 知 (a,6)= 二 (4d) 中 的 d= 二 sa 十 :6(s YET) 是 
a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 , 从 而 d 二 ed 二 el(s'a 十 68)==(es)a 十 (et 5 二 sa 十 二 ,其 中 ;==es， 
t 二 etE€1,e 是 I 的 单位 . 

证 二 1) 同上 法 证 明 4 是 a,b 的 一 个 公 因 子 . 车 c 是 a,b 的 任 一 公 因 子 , 则 cc 
从 而 aE€(c) ,6ECc) ,因此 (436)CCO. 由 dE(d)=(a,b)CC); 有 c|d. 所 以 d 是 a,b 的 一 
个 最 大 公 因子 . 
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2) 设 d' 是 a,6 的 任 一 最 大 公 因 子 . 则 d’==ed,e 是 单位 . 由 第 十 四 章 , 二 ,6,(d')= 
(d) 二 (4a,5b) ,从 而 dEla,5b) ,于 是 ,3 s,t E17, 使 得 4 一 sa 十 纪 ， 

注 1) 在 主 理想 环 I 里 ， 

@ (a,b)=(d) 合 d 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

@ d' 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 售 d' 是 a,6 的 一 个 公 因 子 ,上 且 3s,1E1, 使 得 d 二 sa 十 ib. 

事实 上 ,@ (二 ) ”由 本 命题 已 知 .(<<) 因 工 是 主 理想 环 , 故 可 设 理想 (a,b) 一 (di )， 
则 由 本 命题 知 ,d 是 a,8 的 一 个 最 大 公 因 子 . 且 d=edi,e 是 单位 . 由 第 十 四 章 , 二 ,6,(d) 
一 (ai) 一 (ay,p). 

@ (之 ) 由 本 命题 已 知 .(<=) 已 知 d 是 a,b 的 一 个 公 因 子 . 设 c 是 4a,b 的 任 一 公 
因子 , 则 c|sa 十 尼 =d. 所 以 d 是 a,6 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

2) ”可 推广 为 下 面 命题 ; 设 I 是 主 理想 环 , 则 

@ (ayazs say) 一 (d) 馈 d 是 ai,azs,…,a, 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

加 _d' 是 ai,as,…,as 的 一 个 最 大 公 因子 今 d 是 a ;as，…,an 的 一 个 公 因 子 , 且 3 了 ss ET 
一 1,2,…，7， 

使 得 巡 三 Sal 十 az 十 … 十 Sa 

3) ”本 命题 说 明 , 主 理想 环 中 任意 元 a1 ,az ,…，,a。 都 有 最 大 公 因 子 . 当然 由 工 是 主 理 
想 环 , 从 而 是 唯一 分 解 环 ,也 可 说 明 在 [中 最 大 公 因 子 的 存在 性 . 

4) 例 ,在 主 理想 环 Q@[zj] 中 , 因 x 十 1 是 x? 一 1, (zx 十 1)? 的 一 个 最 大 公 因 子 ,z 十 1 也 是 
3zx? 十 Xx 一 2,z 十 x? 一 xX 一 1 的 一 个 最 大 公 因 子 , 故 (zx: 一 1, (zx 十 1)?)==zx 十 1, 《3X 十 X 一 2， 
TX 十 TX: 一 XxX 一 1) 二 zx 十 1. 

5) ” 设 I 不 是 主 理想 环 而 是 整 环 ,那么 虽 d 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 , 却 未 必 s,1E€ 
1 ,使 得 d=sa 十 tb. 例 , ZLxj 不 是 主 理 想 环 (第 十 二 章 , 二 ,3, 注 2)). 虽 1 是 2,z 的 一 个 最 


大 公 因 子 , 但 3u(x) ,v(x)EZ [zj], 使 得 1=2ulz) 十 tv(x). 又 例 , 设 下 是 域 , 则 FL[z,y] 是 
整 环 ,但 不 是 主 理想 环 ( 第 十 四 章 , 一 ,10,11)). 虽 zx,y 互 素 ,但 Vulz,y),vCzx,Y)E FLx,yj]， 
都 使 zx(Czy,y) 十 yoCzyy) 天 1 

6) ”在 主 理想 环 里 ,车 d 是 a,5 的 最 大 公 因 子 , 则 (caC(Gda), (COCCda) Ca) 门 (CC 
(d) ,Ca)UCDC(Cd)， 

7) 参看 第 十 二 章 , 二 ,4, 注 4),5) 与 第 十 二 章 ,三 ,2, 注 5). 

8. 一 个 主 理想 环 的 非 零 最 大 理想 都 是 由 一 个 素 元 所 生成 的 . 

证 一 设 (p) 是 主 理想 环 I 的 一 个 非 零 最 大 理想 , 则 p 关 0. 因 (p) 关 1, 故 p 关 单位 . 若 
不 是 素 元 , 则 p 有 真 因子 5 EI. 由 第 十 四 章 ,二 ,6, 注 3),4),I 好 (5) 如 (Pp), 此 与 (p) 是 最 
大 理想 矛盾 . 所 以 p 是 素 元 . 

证 二 设 (p) 是 主 理想 环 了 的 一 个 非 零 最 大 理想 , 则 p 隆 0,p 关 单位 . 因 工 是 唯一 分 解 
环 , 故 p 有 分 解 ,了 素 元 9E7, 使 得 g|p. 显然 4 关 单 位 . 从 而 1 好 (q) 汪 (p). 因 (p) 是 最 大 
理想 , 故 (gq) =(p). 由 第 十 四 章 ,二 ,6,p 是 素 元 q 的 相伴 元 . 所 以 p 是 素 元 . 

证 三 设 (p) 是 主 理想 环 了 的 一 个 非 零 最 大 理想 , 则 p 关 0,p 关 单位 . 若 p 不 是 素 元 , 则 
p 有 真 因子 5 E71, 使 得 p 一 bc, 且 c 也 是 pb 的 真 因 子 , 从 而 p+5,p 二 c. 于 是 在 了 的 模 (p) 的 
剩余 类 环 I/(p) 中 ,L556] 关 [90],[cj 关 [0j. 但 [pj==[bcj==[5jLcj==[0j, 即 I/LpjJ 有 零 因子 . 
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因此 1/(p) 不 是 域 (实际 上 ,1/(p) 连 整 环 也 不 是 ). 而 工 是 有 单位 元 的 交换 环 , 由 第 十 三 
章 , 一 ,4 知 (p) 不 是 最 大 理想 ,矛盾 . 所 以 请 是 素 元 . 
注 1) 由 证 三 知 :在 主 理想 环 1 里 , 若 p 不 是 素 元 , 且 p 关 0,p 关 单位 , 则 1/(p) 不 是 
整 环 . 
2) ”由 本 命题 知 : 设 1 是 主 理想 环 ,p( 隆 0)E 了 则 
pp 是 I 的 素 元 司 (p) 是 了 的 最 大 理想 2. 
3) ”由 本 命题 及 第 十 三 章 , 一 ,4 知 : 设 I 是 主 理想 环 ,p( 关 0)E 了 T, 则 
Pp 是 1 的 素 元 今 1/(p) 是 域 . 
例 Z[] 是 主 理想 环 ,3( 关 0)EZ[ 让 . 由 第 十 四 章 ,二 ,3, 注 2),3 是 ZL 的 素 元 ,从 而 
(3) 是 Z [可 的 最 大 理想 , ZLi]/(3) 是 域 . 
4) ”本 命题 是 第 十 三 章 ,一 ,2 的 推广 ， 
5) 设 I 是 整 环 ,p ET, 则 
车 p|ab, 有 pla 或 p15 马 1/(p) 是 整 环 . 
事实 上 , (二 ) ” 央 了 是 整 环 , 故 1/(p) 是 一 个 含 单位 元 1 十 (p) 的 交换 环 .下面 只 需 证 
1/(p) 无 零 因 子 . 设 [aj,[6JE T/Cp). 若 [aJ[5]==[a6] 二 [0], 则 p|ab, 由 已 知 ,p|a 或 p|5. 
从 而 [a] 一 [0j] 或 [6]==[0j. 因此 1/(p) 无 零 因子 . 所 以 1/(p) 是 整 环 . 
(<=) 车 p|a5; 则 [a6]=[aj[5]=[0]: 因 1/(p) 是 整 环 ,无 零 因 子 , 故 [aj] 二 [0] 或 [8] 
二 [0], 从 而 pla 或 p16. 


9. 我 们 看 两 个 主 理想 环 和 了 ,1 是 了 的 子 环 . 假定 a 和 6 是 1 的 两 个 元 ,4 是 这 两 
个 元 在 1。 里 的 一 个 最 大 公 因 子 . 证 明 :d 也 是 这 两 个 元 在 工 里 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

证 因 4d 是 a,b 在 I, 里 的 一 个 公 因子 , 故 3a ,5EIT6CI, 使 得 a=ad,6=bd. 从 而 d 
是 a,b 在 I 里 的 一 个 公 因 子 . . 

设 c 是 a,b 在 I 里 的 任 一 公 因 子 , 则 3a,b, E11, 使 得 a 二 aic,5b6=bic. 因 4 是 a,b 在 主 
理想 环 1, 里 的 一 个 最 大 公 因 子 , 故 由 第 十 四 章 , 二 ,7， js,tETo, 使 得 4 一 se 十 地 当然 此 式 
在 I 里 仍 成 立 . 从 而 

d= ss(aic)+itbc) 一 (al 十 tc， 
其 中 sai 十 如 ET 于 是 在 I 里 ,cld. 

所 以 d 是 a,b 在 I 里 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

注 1) 由 证 明 可 见 :将 本 命题 中 的 了 减弱 为 整 环 ,结论 仍 成 立 . 

2) ”本 命题 的 逆 命 题 不 成 立 , 即 : 设 1,1, 都 是 主 理想 环 , lo 是 工 的 子 环 ,a,pETo,d 是 
a,b 在 I 里 的 一 个 最 大 公 因 子 , 但 4 却 未 必 是 a,5b 在 1, 里 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

例 ”Q@,Z 都 是 主 理想 环 ,Z 是 Q@ 的 子 环 ,1,3EZ ,4 是 1,3 在 Q@ 里 的 一 个 最 大 公 因 子 ， 
但 4 不 是 1,3 在 也 里 的 一 个 最 大 公 因 子 . 实际 上 ,1,3 在 Q 里 的 最 大 公 因 子 是 任 一 非 零 有 
理 数 ,1,3 在 Z 里 的 最 大 公 因 子 只 能 是 土 1. 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 . 1978, 136. 引 理 2. 
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三 、 讲 与 练 


1. 判断 下 列 各 命题 是 否 正确 . 

1) 设 a,b5E 整 环 I,alb, 则 (a,5) 二 (a). 

2) pp 是 Z 的 正 或 负 素数 名 pp 是 Z 的 素 元 . 

3) [2j 是 Z; 的 素 元 . 

4) 一 17 是 Z 的 素 元 . 

5) 之 的 理想 (21,56,147)==(7). 

6) 无 限 理想 列 (2)C(C4)C(C8)C… 的 存在 ,表示 忆 不 是 一 个 主 理想 环 . 
7) 了 的 理想 (2,4,8,16) 不 是 主 理想 . 

8) 主 理想 环 的 子 整 环 是 主 理想 环 ， 

9) 若 整 环 工 的 子 整 环 是 主 理想 环 , 则 工 也 是 主 理想 环 . 


10) 设 由 是 整 环 [到 整 环 了 的 一 个 同 态 满 射 . 
@ 车 bja, 则 $C5)|$9Ca). 

@ 车 a,6b 相伴, 则 g(a) ,4(5) 相 伴 ， 

二 

由 


车 pp 是 I 的 素 元 , 则 $C(p) 也 是 1 的 素 元 . 
车 U 是 由 I 的 所 有 单位 作成 的 乘 群 , 品 是 由 了 的 所 有 单位 作成 的 乘 群 , 则 中 是 群 U 
到 群 卫 的 一 个 同 态 满 射 . 
解 1) 正确 . 事实 上 , 因 alp, 故 5E(a), 又 eaE(a), 从 而 (aoC(Ca); 显然 (a) CC 
(ap). 所 以 (Ca ,0) 一 (a)， 
2) 正确 . 依 定义 直接 可 知 . 
3) 不 正确 . 因 [2] 是 Zs 的 单位 . 
4) 正确 . 


5) 正确 . 因 Z 是 主 理想 环 ,7? 是 21,56,147 的 一 个 最 大 公 因 子 , 故 由 第 十 四 章 ,二 ,7， 
注 2) 知 ,(21,56,147) 一 (7). 


6) 不 正确 . 因 2|14, 故 (2) 二 (4) ,但 2E(4), 从 而 (2) 己 (4)， 


7) 不 正确 . (2,4,8,16) 二 (2)( 见 本 题 5)). 
8) 不 正确 . 例 , Q[x]j 是 主 理想 环 , Z[zxj 是 QLxj 的 子 整 环 ,但 Z[xj 不 是 主 理想 环 . 


9) 不 正确 . 例 , 整 环 Z[V3 的 子 整 环 Z 是 主 理想 环 , 但 Z [LV3 让 不 是 唯一 分 解 环 , 从 
而 Z [V3 让 不 是 主 理想 环 . 
10) Q@ 正确 . 事实 上 , 因 5|a, 故 3cE1, 使 得 a 二 bc, 从 而 中 (a)== 中 (bc) 一 


由 (6) 由 (c) ,其 中 由 (c)E 了 ,所 以 由 (5) | 中 (a). 


@ 正确 . 事实 上 , 因 a,5 相伴 , 故 aj5,5|a. 由 上 面 O,bCa)| 由 (2) ,由 (6) | 由 Ca) ,所 以 
由 (a) ,由 (所 相伴 ， 
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@ 不 正确 . 例 ,$:n 一 0 是 整数 环 忆 到 堆 环 (0)} 的 一 个 同 态 满 射 .2 是 Z 的 素 元 ,但 
中 (2) 王 0 不 是 零 环 40)} 的 素 元 . 

中 ; 1 ~> [1], 一 1 >[ 一 1] 二 [4j. [2] 在 $ 下 的 逆 象 E U. 从 而 不 是 U 到 口 的 一 个 同 态 满 射 . 

2. 设 了 是 整 环 . pb,a,pETI 且 bp 六 0,2 尖 单位 . 车 |ab, 有 p|a 或 p15. 证 明 : 思 是 素 元 . 

证 设 a 是 p 的 任 一 因子 ,只 需 证 明 a 是 单位 或 < 是 p 的 相伴 元 . 因 a|p, 故 35ET， 
使 得 p 二 ab. 显然 p|ab. 由 已 知 ,pla 或 p15. 车 p|a, 又 a|p, 从 而 a 是 p 的 相伴 元 ; 若 
pi5, 则 cET, 使 得 6=cp, 从 而 p= 二 ab 二 acp. 因 p 关 0, 由 消去 律 ,1 二 ac, 于 是 a 是 单位 . 因 
此 p 只 有 平凡 因子 . 所 以 p 是 素 元 . 

注 1) 本 命题 的 道 命题 不 成 立 . 即 : 设 I 是 整 环 ,p,a,bEIT 且 pp 是 I 的 素 元 . 若 
|ab ,但 未 必 有 |a 或 p16. 

例 “ZLV3 果 是 整 环 , 取 2,1+V3 i,1 一 V3 i€Z [V3 ,2 是 素 元 .2|4 一 (1+V3D(1 一 3i， 
但 2+1V3 i 县 2 人 1 一 V3 i. 这 是 因为 ,2,1 十 V3 i,1 一 V3 i 都 是 素 元 ,2 冯 单 位 ,2 不 是 1+V3 i 
与 1 一 V3 i 的 相伴 元 ,所 以 2+1+V3 i 是 2+¢ 1 一 V3 i 

2)” 当 了 是 唯一 分 解 环 时 ,本 命题 的 逆 命 题 成 立 . 

3. 设 了 是 唯一 分 解 环 ,aET,a 天 0,a 天 单位 , 且 a= ph p% “oe pin ,其 中 pis pe," spn 是 n 
个 两 两 互 不 相伴 的 素 元 ,hi ,2 ,sh 都 是 正 整 数 、 又 设 bET. 证 明 ， 

bla Ob = eph ph pih, 
其 中 :是 单位 ,是 0 所 kk, 入 hi; ,1 一 1,2,*…,n. 
证 (<=) 因 
a 二 ph ps pn 一 (eph ph pin) (El ph A pi 2 "pin hn ) 
一 ble 1 ph ki ps 如 "eo phn 如 ) ， 
其 中 -1ph pr 名 ph ET, 歼 b|a. 

(二 ) 已 知 5la, 因 a 关 0, 故 5b 关 0. 车 5 是 单位 或 5 是 a 的 相伴 元 , 则 命题 显然 成 立 . 
下 面 证 明 ,5 关 单位 且 5 关 a 的 相伴 元 时 ,命题 也 成 立 . 因 6bla, 故 了 cET, 使 得 a 二 bc. 因 a 关 
0, 故 c 关 0; 因 6b 关 a 的 相伴 元 , 故 c 关 单位 . 因 了 是 唯一 分 解 环 , 故 5 与 c 都 有 唯一 分 解 . 设 6 
与 c 的 分 解 式 中 有 m 个 两 两 互 不 相伴 的 素 元 gl ,qz ，…，qn， 则 8 一 ecgi g2 gm,C 二 E41 gq2 
gg 办 ,其 中 &, ,Ee。 是 单位 ,sj;，, 都 是 非 负 整 数 , 显然 5 十 三 是 正 整 数 ,j 一 1,2，…，7a. 由 Q 一 
ac, 有 


Q 一 四 和 ph "pin 一 5669 1 gyt2 gm m. 
因 工 是 唯一 分 解 环 , 故 n= 二 m, 且 适当 调换 g; 的 次 序 ,可 使 q; 一 sz,, 其 中 si 是 单位 ,还 有 
hi 二 $; 十 ti ,i 二 1,2,…,n， 于 是 
b =e,(epi)" (ez 力 : )2 (ee 加) 一 El ee 加] ppr, 
其 中 ee ey …es 二 e 是 单位 . 因 t 之 0, 故 0 委 5 委 六 一 1,2,…，, 2 所 以 命题 得 证 . 
4. 设 I 是 整 环 , 证 明 : 
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I 是 唯一 分 解 环 伟 1) YaE1,a 关 0,a 关 单位 ,a 有 分 解 a 二 pi ps…p,， 
其 中 pi ,ps，,…,p, 都 是 工 的 素 元 . 
2) 了 中 任意 两 个 元 在 工 里 都 有 最 大 公 因 子 . 

证 (一 ) 略 . 

(<=) 只 需 证 明 : Ya,b,pE1,p 是 素 元 ,车 plab, 则 p|a 或 p|b?. 为 此 , 先 做 两 个 准 
备 工作 . 已 知 了 是 整 环 ,T 中 任 二 元 在 I 里 都 有 最 大 公 因 子 . Ya,b,c ET, 记 a,b 的 最 大 公 
因子 为 (a,p) ,一 表示 相伴 , 则 

@ ((a,b),c) ~ (a,(b,c)). 

事实 上 , 设 d=((a,b),c), 则 d|(a,b),d|c, 即 d b,d|c, 从 而 dla, 且 d| (6c)， 
因此 d| (a,C6,c)). 同 理 (e,(b,c) )| CCas56),c). 所 以 (Cas6),c)~(a,C6,c)). 

@ (ac,bc)~ (a,b)c. 

事实 上 ,车 a,5 不 全 为 0 且 c 关 0. 设 d=(a,b),t==(ac,bc), 则 ad|a,a|6b, 即 dc|ac， 
dc|bc ,从 而 dcl(ac,bc)==t, 即 3sET, 使 得 t=sdc. 下 面 只 需 证 明 * 是 单位 . 因 tlac,t pc， 
故 导 u,vE€1T, 使 得 ac==ut,bc 二 vt, 从 而 ac 二 usdc,bc= 二 vsdc. 因 c 关 0, 帮 由 消去 律 ,a 二 usd， 
8 一 zsd ,于 是 sd |a,sd|5b, 即 sd|(a,b) 二 d. 因此 3g E17, 使 得 d 一 gsd. 因 a,b 不 全 为 0, 故 
d 关 0, 由 消去 律 ,1==gs,; 从 而 :是 单位 . 所 以 (ac,bc)~dc 二 (a,b)c. 着 a,b 全 为 0 或 c=0， 
由 (0,0) 一 0 知 命题 成 立 . 

下 面 证 明 , 若 p 是 雪 元 ,pjab, 则 pla 或 p |5. 因 p|ab, 故 p 是 p 与 ab 的 一 个 最 大 公 因 
子 . 我 们 断言 p 与 a 不 互 素 或 p 与 6 不 互 素 , 事实 上 ,车 pp 与 a 互 素 且 如 与 2 互 素 , 则 由 
|pb 及 准备 工作 中 ,加 知 

(pra ~ (ps ph ab ~ ppbrabD ~ pp ~ pl DD~(p,0)~1, 

从 而 p 与 ab 互 素 . 因素 数 轧 不 是 单位 ,故此 与 p 是 p 与 ab 的 一 个 最 大 公 因 子 矛盾 . 所 以 
Pp 与 a 不 互 素 或 p 与 不 互 察 . 又 因 p 是 素 元 , 故 p 是 p 与 a 的 一 个 最 大 公 因 了 于 或 p 是 p 
与 5 的 一 个 最 大 公 因 子 , 于 是 p|a 或 p16. 所 以 了 是 唯一 分 解 环 . 

5. 设 Z [V5 i] 一 {a 十 bY5 ila,b EZ }) 是 整 环 . 证 明 : 

1) e 是 Z [V5 ij 的 单位 后 lel:=1 Se=+tl. 

2) 若 aEZ [V51],1al:=9, 则 a 是 素 元 . 

3) 9 在 Z [V5 i] 里 有 不 同 的 分 解 . 

4) a=3(2+V51i),B 一 (24+V5 i) (2 一 V51) 在 Z [V5 i] 里 没有 最 大 公 因 子 . 

5) 若是 素 元 ,p|ab, 但 未 必 有 pja 或 p16. 

证 1) 是 单位 之 |e| 一 1. 

事实 上 , 设 e 二 a 十 bV5 i 是 单位 , 则 3e :一 c 十 dV5 iEZ[V5 ij, 使 得 1 一 se , 即 1 一 
|ee-1|? 二 |el?je-!1|?, 从 而 1 二 (a? 十 568) (ce? 十 5d?). 因 @? 十 56? ,Cc 十 5d? 都 是 正 整数 , 故 


QQ 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978, 131. 定理 2. 
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a: 十 567 二 1, 即 jel 二 1. 
| 一 1 一 ee 一 士 1. 

事实 上 , 设 es 一 a 十 5V5 i,|el: 二 a 十 5 二 1,4a,6EZ. 若 0 天 0, 则 因 ae: 是 非 负 整数 ,55 
是 大 于 或 等 于 5 的 整数 , 故 oz 十 5 鲜 夭 1 ,发 生 矛 盾 . 所 以 8 一 0. 于 是 a 二 1, 即 a 一 士 1, 从 而 
se 一 a 十 5V5 i= 土 1. 

es 一 十 1 之 e 是 单位 . 

事实 上 ,e 一 士 1 有 道 元 土 ] EZ [V5i], 所 以 是 单位 . 

2) 因 |al? 一 9, 故 a 产 0,a 关 单位 . 设 B=w 十 vV5 iEZ [V5 i],B 是 a 的 任 一 因子 , 则 
3 YEZ [V51], 使 得 a=BY. 从 而 lal?==1B1?17Y1?, 即 9 二 Cw 十 5w)17Y1?, 因 忆 十 5vV 关 3, 故 
18l?=1 或 9. 当 |8|:=1 时 ,8 是 单位 ; 当 |Bl? =9 时 ,17|?==1, 即 7 是 单位 . 因此 hb=ay™， 
其 中 六 :是 单位 ,从 而 8 是 wa 的 相伴 元 . 于 是 a 只 有 平凡 因子 . 所 以 a 是 素 元 . 

3) 9=3。3 二 (2 十 V5 i)(2 一 V5 iD. 其 中 |312 一 |2 士 V5 il 一 9. 由 2) 知 ,3,2 士 V5 i 都 
是 素 元 . 又 2 士 V5 i 尖 ( 士 1)3, 即 2 士 V5 i 都 不 是 3 的 相伴 元 . 所 以 9 在 Z [V5 让 里 有 不 同 的 
分 解 . 

4) 因 a==3(2 十 V5 i),B 二 (2 十 V5 i) (2 一 V5 1) 二 3，3, 故 a,B 的 所 有 的 公 因 子 是 士 1， 
土 3, 士 (2 二 V5 i). 因 土 3, 十 (2 十 V5 i) 都 是 素 元 , 且 士 3 与 士 (2 十 V5 i) 不 相伴 , 故 2 十 V5 i 二 
十 3,3 十 土 (2 十 V5 i) ,从 而 土 3 与 土 (2 十 V5 i) 都 不 是 a,8 的 最 大 公 因子 . 又 因 士 1 是 单位 ,3 
不 等 于 单位 , 故 3 二 士 1, 从 而 士 1 也 不 是 a,8 的 最 大 公 因 子 . 所 以 a,6 无 最 大 公 因 子 . 

5) 例 ,3 是 Z [V5 站 的 素 元 , 且 3|9 二 (24+V5i)(2 一 V5i). 但 31¢+2+V5i 且 3+ 
2 一 V5i. 

注 1) 类 似 于 本 命题 中 2) 的 证 法 ,可 证 : 

@ 若 cEZ[V5ij,|e| 一 49, 则 c 是 素 元 

四 若 xEZ[V5ij,lc| 一 21, 则 "是 素 元 . 

@ 车 aEZ [V51],1el? 一 4, 则 a 是 素 元 ， 

@ 车 aEZ[Yy51],1al: 一 6, 则 a 是 素 元 ， 

2) ”21 在 Z [V5 i] 中 分 解 不 唯一 , 因 

21 王 3 .7 一 (1 十 2vV5i)(1 一 2V5 iD 一 (4 十 V5 i) (4—V5 i)， 
其 中 3,7,1 士 2V5 i,4 士 V5 i 都 是 Z[V5 器 的 素 元 (由 注 1) 知 ) 且 它们 互 不 相伴 . 
6 在 也 [V5 ij 中 分 解 也 不 唯一 . 因 
6 一 2"3 一 (1 十 V5i)(l 一 V5 

由 注 1) 知 ,2,3,1 士 V5 i 都 是 Z [V5 ij] 的 素 元 且 它 们 互 不 相伴 . 

3) 类 似 于 本 命题 中 4) 的 证 法 ,可 证 :a 一 6 二 2。 0 
一 3(1 十 V5 i) 在 Z [V5 i] 里 无 最 大 公 因 子 (参看 第 十 四 章 , 一 

4) ?是 Z[ 后门 的 素 元 , 且 2|6 (4 司 D(_ 司 让 但 21145 10211- —V5i. 
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四 、 思 考 问 题 


1. 设 了 是 整 环 ,a 是 工 的 寡 零 元 (第 九 章 ,四 ,12),eEGTI. 证 明 ， 
es 十 4 是 工 的 单位 后 se 是 工 的 单位 . 
2. 证 明 : 相 伴 是 整 环 工 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 . 写 出 工 的 等 价 类 . 
3. 举例 说 明 ,在 整 环 工 中 , 非 零 非 单位 的 元 未 必 有 分 解 . 
4.1) 在 整 环 Z [V3]= {a 十 bYV2 |a,bEZ ) 中 ,证 明 ; 
@ 设 e=atbV5 EZ[V2], 则 
e 是 Z [V2] 的 单位 人 ee 一 a 一 26 一 士 1. 

@ 设 a=atbY2 EZ[V2], 则 

ax 二 a 一 2b: 是 Z 的 素数 二 a 是 Z [V5 的 素 元 . 
@@ 7 不 是 Z [V2] 的 素 元 . 
@ 在 Z [V3] 中 有 无 限 多 个 不 同 的 单位 . 
2) 在 整 环 Z [Vi0]= {4 十 bV10 |a,5EZ 中 ,证 明 : 
中 设 e=a+6bV1i0 EZ[V1i0]; 则 

se 是 Z [Vi |] 的 单位 全 ee = a? 一 10b = 土 1. 

@ 2,3,4 十 V10,4 一 Vi0 是 Z [V1 ] 中 互 不 相伴 的 素 元 . 
图 6(EZLVI0]) 的 分 解 不 叭 一. 
5. 设 S,= (全 E Q|a,2EZ ,p16),p 是 素数 . 证明:S, 是 主 理想 环 
6. 设 I 是 主 理想 环 ,a,b,c ET, 证 明 : 
1) 若 a,5 互 素 且 a|bc, 则 alc. 
2) 车 a,b 互 素 且 a|c,5b|c, 则 ab|e. 
3) 车 p 是 了 的 素 元 , 则 p|a 或 p,a 互 素 . 
4) 若 思 ,ps 是 了 的 雪 元 且 1 ,ps 不 相伴 ,加 
7. 设 了 是 主 理想 环 . 取 定 a€1. 证 明 ， 


1) ” 设 了 的 模 理想 (a) 的 剩余 类 [5]==5 十 (a) 中 的 5 与 a 互 素 , 则 [的 中 的 任 一 元 都 与 a 
互 素 . 


2) G={[6JE 1/(a)|6E1,b,a 互 素 } 对 于 了 的 模 理想 (4a) 的 剩余 类 环 1/(a) 的 乘法 来 
说 作成 一 个 群 . 
8. 设 了 是 主 理想 环 ,0 关 a ET. 证 明 : 只 有 有 限 个 理想 包含 a. 


csb 


a,ps: 1a, 则 pip: |a. 


253 


第 十 五 章 欧 氏 环 、 多 项 式 环 的 因子 分 解 


一 、 基 本 问题 问答 


1. 回答 下 列 各 问题 . 

1) 欧 氏 环 必 存在 吗 ? 

2) 欧 氏 环 . 主 理想 环 与 唯一 分 解 环 三 者 的 关系 是 什么 ? 

答 1) 欧 氏 环 必 存 在 . 如 整数 环 乙 和 域 F 上 一 元 多 项 式 环 FLzj] 都 是 欧 氏 环 . 而 欧 
氏 环 的 概念 正 是 从 Z 和 FLzj 中 都 能 做 带 余 除法 这 种 共性 抽象 出 来 的 . 

2) 欧 氏 环 必 为 主 理想 环 , 主 理想 环 必 为 唯一 分 解 环 . 反之 不 对 . 唯一 分 解 环 未 必 是 
主 理想 环 , 例 ,ZL[zj 是 唯一 分 解 环 , 但 ZEz] 不 是 主 理想 环 ， 主 理想 环 未 必 是 欧 氏 环 , 例 , 设 


co 一- 一 光一, 则 Z[o] 是 主 理想 环 , 但 Z[o] 不 是 欧 氏 环 (证 明 略 ). 唯一 分 解 环 的 范围 比 主 
理想 环 的 范围 大 , 主 理想 环 的 范围 比 欧 氏 环 的 范围 大 . 如 图 示 ， 


ee 
oevas 


欧 氏 环 

2. 关于 命题 : 设 和 zx] 是 整 环 1 上 的 一 元 多 项 式 环 ,g (x) 二 ar" 十 ariX 十 六 十 ao 区 
I[xj], 且 a 是 单位 , 则 VY A(X)E I[xj, 3 g(x),r(x)E I[xzj, 使 得 

f(x) 一 QQCz)gCZ) 十 7(Z) 

且 r(z) 一 0 或 deg r(z)<deg g(Cz)0. 

1) TI 一 (90} 时 ,命题 还 成 立 吗 ? 

2) 将 a, 是 单位 改 为 a, 天 0, 行 不 行 ? 

3) 9q(Cz),r(z) 是 否 分 别 唯 一 ? 

4) 命题 的 作用 是 什么 ? 

答 1) 显然 成 立 . 因此 ,只 需 证 明 I 隆 {0} 时 ,命题 成 立 . 

2) 不 行 . 因为 ,a,( 天 0)E 束 环卫 未 必 了 ar ET, 就 不 能 把 jz) 的 次 数 降下 来 . 当 了 
是 域 时 ,只 要 a,( 隆 0)E 了 ,a 就 是 单位 ,因此 命题 成 立 . 

3) q(x) ,r(x) 都 唯一 . 事实 上 , 设 

f(x) = g(x)g(z)r(r), r(xz) = 0 或 deg r(x) < deg g(x), 
flzr) = qz)e(z) cri(z), rn(z)= 0 或 deg ri(zx) < deg g(xz). 


Q@” 张 儿 瑞 .近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 140. 引 理 . 
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则 [gCz) 一 gi (Cz)jg(z)==ri(z) 一 r(x). 车 iCz) 一 r(x) 关 0, 则 q(x) 一 qu (zx) 考 0, 由 第 十 一 
章 , 四 ,1,10) 及 deg(g(x) 一 gi (x)) 衬 0, 得 
degCri (zx) 一 r(z)) = deg| (g(x) — q(x)) g(rz) | 

一 deg(q(Cz) — q(x)) + deg g(x) 之 deg g(x)> 

max(deg ri(x),deg r(x)) 之 deg(ri(7x) — r(x)). 
即 deg(r(Cz) 一 r(z))>deg(CrCz) 一 r(z)) ,此 为 矛盾 .从 而 产 (z) 一 r(z) 一 0, 即 六 (Z) 一 
r(x). 因 了 无 零 因子 , 故 由 [g(x) 一 qi (x)]g(zx)==ni (x) 一 r(z)= 二 0,g(X) 关 0, 有 q(x) 一 
q(z)=0, 即 qi (x)= g(x). 

4) 证 明 一 般 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 F[xj 是 一 个 欧 氏 环 要 用 该 命题 . 该 命题 实际 上 
是 数 域 上 的 一 元 多 项 式 环 下 [z] 中 带 余 除法 定理 的 推广 . 因此 十 分 重要 . 后 面 还 要 用 
到 . 将 多 项 式 gCz),r(Cz) 分 别称 为 f(z) 除 以 g(x) 所 得 的 商 式 和 余 式 , f(z) 称 为 被 除 式 ， 
g(Cz) 称 为 除 式 . 

注 ”该 命题 可 对 f(z) 的 次 数 用 数学 归纳 法 证 明 . 

3. 不 可 约 多 项 式 与 可 约 多 项 式 的 定义 是 什么 ? 

答 ” 设 I 是 整 环 , 定 义 : 

p(x) 是 I[x] 的 不 可 约 多 项 式 驴 p(x) 是 I[xzj 的 素 元 

名 bz)E IEzJ,p(z)0,p(zx) 关 I[z] 的 单位 ,p(x) 在 开 zj 中 只 有 平凡 因子 . 
f(z) 是 I[zj 的 可 约 多 项 式 

© f(z) 不 是 I[xz] 的 不 可 约 多 项 式 , f(x) 关 0,f(zx) 关 ILxj 的 单位 

名 f(z)E I[z],f(x) 隆 0,f(x) 关 I[zxj] 的 单位 ,f(zx) 在 I[z] 中 有 真 因子 . 

注 1) 若 f(x) 不 是 I[x] 的 不 可 约 多 项 式 , 则 f(x) 未 必 是 x] 的 可 约 多 项 式 , 因 为 
f(z) 还 可 能 ==0, 或 是 I[xj 的 单位 . 

2) 设 f(z),g(z),h(z)EIEzj], 若 f(x) 二 g(x)h(zx), 未 必 f(x) 在 IT 上 可 约 . 例 , 虽 
zx 一 1 一 (一 1)( 一 x 十 1), 但 x 一 1 在 上 不 可 约 . 见 第 十 四 章 ,一 ,6. 

4. 证 明 : 设 了 是 唯一 分 解 环 ,f(x)E I[xj, 若 f(z) 可 约 且 本 原 , 则 f(x) 二 g(x)h(zx), 其 
中 g(x) ,h(E I[z],0<deg g(x)<deg f(x),0<deg h(xz)<deg f(x)0. 

证 因 f(z) 可 约 , 故 f(x) 有 真 因 子 g(x)E€ ILxj, 使 得 f(x)=g(x)h(z). HACX)(E 
TI[z]) 也 是 f(z) 的 真 因 子 8. 因 f(x) 关 0, 故 g(x) 取 0,h(x) 闯 0. 断言 deg g(Cz) 二 0. 不 然 ， 
若 deg g(z) = 一 0, 则 g(x)=cET, 从 而 f(z) 二 ch (x), 即 c 是 f(x) 的 系数 的 公 因 子 . 因 
f(z) 本 原 , 故 g(x) ==c 是 单位 ,此 与 g(x) 是 FCz) 的 真 因子 矛盾 . 所 以 ,deg g(Cz)>0. 同 
理 ,deg APz) 之 0. 由 第 十 一 章 , 四 ,1,10) ,deg f(x) 二 deg g(xX) 十 deg h(xz). 于 是 deg g(x) 
<<deg f(zx),deg h(x)<deg fz). 

注 1) 该 命题 的 送 命题 不 正确 . 即 , 设 1 是 唯一 分 解 环 ， f(x)E I[zj], 若 f(x) 一 
g(z)h(z) ,其 中 gCzx),hCz)E I[x],0<deg g(x)<deg f(x),0<deg h(x)<deg f(x) ; 则 f(z) 可 约 
但 未 必 本 原 . 例 , ZZ 是 唯一 分 解 环 ,4z2 一 4EZ[zxj,4z 一 4 二 《2x 十 2) (27 一 2), 其 中 2z 十 2， 
2z—2€Z[x],0<deg(2x+2)=1<deg(4z:—4),0<deg(2x—2)= 1 二 deg(4x’ 一 4)， 虽 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 142. (C). 
® 同上 .127. 推论 
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422 一 4 可 约 , 但 4z2: 一 4 非 本 原 ， 

2) 该 命题 中 ,条 件 f(z) 本 原 不 可 去 掉 . 例 ,了 Z 是 唯一 分 解 环 ,2x 十 2EZ[Lxj, 因 xz 十 1 
是 2z 十 2 的 真 因子 , 故 2z 十 2 可 约 , 但 非 本 原 . 虽 有 2x 十 2 二 2(zx 十 1), 其 中 2,zx 十 1 € 
ZLz], 但 deg 2 二 0,deg(zx 十 1) 二 1 二 deg(2z 十 2). 

3) 设 下 是 域 ，FCz)E FLz], 则 

Fz) 可 约 怠 FGz) 一 gCz)PGz)， 其 中 gCz),PCzEE[z]， 

0 一 deg g(x) < deg jz)，0< deg h(x) < deg f(r). 

事实 上 ,(=>) 因 f(z) 可 约 , 故 f(z) 关 0. 而 域 下 上 非 零 多 项 式 都 本 原 , 从 而 由 该 命题 
知 结论 成 立 . (< 二) 因 f(x) 二 g(z)h(zx),g(x),h(z) 都 不 是 单位 , 且 f(x) 关 0, 故 f(z) 有 真 
因子 ,f(zx) 显 然 不 是 单位 ,所 以 f(x) 可 约 . 

4) 由 该 命题 直接 可 知 : 设 工 是 唯一 分 解 环 , F(z)E TI[z], 若 f(x) 可 约 且 本 原 , 则 
deg f(x)~>0. 

s. 证 明 命 题 : 设 1 是 唯一 分 解 环 , f(x),g(zx),h(XEI[z] 且 f(x)==g(zx)h(zx), 则 

f(z) 本 原 富 g(x), h(x) 都 本 原 2?. 

证 (=>) ( 反 证 法 ) 假 定 g(z) 非 本 原 , 则 g(x) 的 系数 的 最 大 公 因子 c 天 单位 . 由 f(x) 
二 g(xz)h(z) 和 < 是 f(x) 的 系数 的 公 因 子 , 从 而 f(z) 非 本 原 ,与 已 知 矛 盾 . 若 h(z) 非 本 原 ， 
同样 得 矛盾 . 所 以 g(x) ,h(xz) 都 本 原 . 

(二) ”( 反 证 法 ) 若 f(x) 非 本 原 , 则 f(zx) 的 系数 的 一 个 最 大 公 因 子 4 天 单位 , 且 f(x)= 
dfo(x) ,从 而 dfo(z) 二 g(xz)h(z), 因 g(x) ,h(x) 都 本 原 , 故 g(x) 关 0,h(zx) 关 0. 因 ILxj 无 
零 因子 , 故 f(z)=g(x)h(zx) 关 0, 于 是 d 关 0. 因 了 是 唯一 分 解 环 , 故 3 了 的 素 元 pp, 使 得 
pld, 即 3 gE€1, 使 得 d= pq. 从 而 pqfo (Xx) 二 g(x)h(x), 即 pl|aCz) hz). 因 p 是 I 的 素 
元 , 故 p 必 为 I[x] 的 素 元 ( 见 后 第 十 五 章 ,一 ,9,2)). 所 以 p|glz) 或 p|hCz). 车 plg(z)， 


则 p 是 g(x) 的 系数 的 公 因子 ,此 与 g(z) 本 原 矛 盾 ; 若 pjh(x), 则 p 是 h(x) 的 系数 的 公 因 
子 , 此 与 h(x) 本 原 巴 盾 . 因此 f(x) 本 原 . 
注 1) 该 命题 可 推广 成 ; 设 了 是 唯一 分 解 环 ， f(x) ,qi(7x) ,gs (x),"…,g,(X)E I[xj 且 
fz) =qi (zx)q2 (zx).…gq,(z), 则 
f(z) 本 原 马 每 q(x) 本 原 , i == 1,2,*…,r. 
2) ”该 命题 称 为 高 斯 (Gauss) 引 理 . 
6. 给 出 下 面 命题 : 设 Q 是 唯一 分 解 环 工 的 商 域 ，F(z)E Qtz],jz) 天 0, 则 


Ci) f(z)=2foz) ,其 中 a( 关 0),5ET,fo(z) 在 I[z] 中 本 原 . 


(ii) 车 f(z) 二 go(z), 其 中 c( 关 0),d E11， go (Xx) 在 ILxj] 中 本 原 , 有 go 《x)= 


efo《X) ,其 中 e 是 了 的 单位 2. 
1) 该 命题 的 作用 为 何 ? 
2) 该 命题 本 身 说 明 什 么 ? 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 142. 引 理 1. 
@ 同上 .143. 引 理 2. 
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3) 与 该 命题 类 似 地 证 明 : 设 1 是 唯一 分 解 环 ,f(x)( 关 0)E 开 z], 则 
@ f(z) 一 dfo(z), 其 中 dEIT,fo(x) 在 ILzxj 中 本 原 . 
@ 车 f(x)=bgo(z), 其 中 5EI, go (xz) 在 I[xj 中 本 诛 , 有 go(x) 二 efo(x), 其 中 e 是 I 
的 单位 . 
答 1) 设 了 是 唯一 分 解 环 , 则 工 有 商 域 Q, 想 利用 Q[zj 是 唯一 分 解 环 且 Qfz] 之 
I[zj, 来 解决 I[zxj 也 是 唯一 分 解 环 ,因此 首先 给 出 该 命题 . 
2) @ 说 明 商 域 Q 上 的 多 项 式 总 可 以 用 唯一 分 解 环 工 上 的 本 原 多 项 式 来 表示 . 一 
般 多 项 式 总 可 以 转化 为 本 原 多 项 式 ， 
@ 设 Q 是 唯一 分 解 环 工 的 商 域 ,六 (z),go(Cz) 是 I[zj 中 的 本 原 多 项 式 , 则 
JoCz)ygo(Cz) 在 QLzj 中 相伴 对 PCz) ,soCZz) 在 I[zj] 中 相伴 . 
3) 证 @ 设 Fz)=ao 二 az 十 … 十 anz" 天 0. 因 了 是 唯一 分 解 环 , 故 a0 ,al,*… ,a 
有 最 大 公 因 子 , 设 其 中 一 个 是 d, 显 然 4 关 0. 于 是 9365; ET, 使 得 a; 一 dbi ,i 一 0,1,2,…,n. 由 
第 十 四 章 , 二 ,5,p ,651，,…,b, 互 素 ,从 而 
fx) = dbo+hzrt thr") = dfolz), 
其 中 f(x) 二 tw 十 x 十 … 十 bx" 在 1[zj 中 本 原 . 
四 由 已 知 ， f(x)= 二 df (zx) 二 bgo (x) ,其 中 4d,5EI1， fo(x),go(z) 在 I[zj] 中 本 原 . 设 
AZ) 一 ao 十 ai 十 十 ao， 
jz) 一 si 十 37 十 … 十 5 ， 
go(CZ) 一 加 十 五 工 十 …… 十 加 并 
则 a 二 ds 二 bti yi 一 0,152… yn 因 50351"… 54 耳 素 ,to yh sy 刀 于 素 , 又 d 关 0,b 关 0, 故 由 
第 十 四 章 , 二 ,5,4a 与 2 都 是 ao CI 9 Cn 的 最 大 公 因 子 。 从 而 ji 的 单位 ,使 得 ad 二 be, 于 
是 bgo (zx) 二 befo(zx). 因 6 关 0, 故 由 消去 律 ,go 《zx)==efo(x), 其 中 e 是 单位 . 即 除 差 单位 因 
子 外 ，f(z) 的 表 法 : f(x) 二 4fo(x) 唯 一 . 
7. 关于 命题 ; 设 Q 是 唯一 分 解 环 了 的 商 域 ,fo(z) 在 I[xj 中 本 原 , 则 
fo(zx) 在 I[x] 中 可 约 忆 fo(z) 在 Q[zx] 中 可 约 ?. 
1) 若 去 掉 条 件 “fo(z) 本 原 ”, 命 题 是 否 仍 成 立 ? 
2) 若 将 商 域 Q 改 为 包含 唯一 分 解 环 工 的 域 ,命题 是 否 仍 成 立 ? 
3) 设 Q 是 唯一 分 解 环 工 的 商 域 , rn (z)E I[z]. 若 fo (zx) 在 I[zj] 中 本 原 , 则 /PCz) 在 
QLzj] 中 也 本 原 吗 ? 反之 ,对 吗 ? 
答 1) 不 成 立 . 例 , 有 理 数 域 Q@ 是 唯一 分 解 环 Z 的 商 域 ,6 在 Z[Lzj 中 非 本 原 . 因 
6 尖 0,6 关 Z[zj 的 单位 ,6 在 Z[z] 中 有 真 因子 2, 故 6 在 Z[zj 中 可 约 ,但 6 在 Q[z] 中 不 可 
约 , 这 是 因为 6 是 Q@[zj 的 单位 . 由 第 十 五 章 , 二 ,4, 命 题 的 充分 性 成 立 . 
2) 不 成 立 . 例 ,实数 域 RR 是 包含 唯一 分 解 环 Z 的 域 ,但 RR 不 是 Z 的 商 域 .x’ 一 2 在 
Z [zj 中 本 原 .x 一 2 在 RRLxj 中 可 约 , 而 zx: 一 2 在 ZLzxj 中 不 可 约 . 
3) 车 fo(zx) 在 I[xj 中 本 原 , 则 fo。(z) 在 QLz] 中 也 本 原 , 这 是 因为 fo (xz) 在 I[xj 中 本 
原 ,从 而 fo[zxj 关 0, 于 是 fo《(z) 的 系数 在 域 Q 中 的 最 大 公 因 子 是 Q 的 非 零 元 , 即 Q 的 单位 . 
所 以 fo(z) 在 QLz] 中 本 原 . 


@O 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 144, 引 理 3. 
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反之 ,不 对 , 例 ,@Q 是 也 的 商 域 ,2z 十 4EZ[z],2z 二 4 在 @[Lz] 中 本 原 , 但 2z 十 4 在 
ZLzj 中 非 本 原 . 

8. 关于 命题 : 设 I 是 唯一 分 解 环 ，fo (Zz) 在 ILzj 中 本 原 , deg JoCz) 二 0, 则 fo (xz) 在 
I[xj 中 有 唯一 分 解 了 . 在 证 明 中 ， 

1) 车 f(x) 不 是 不 可 约 的 ,那么 fo(x) 一 定 是 可 约 的 吗 ? 


2) 为何 “由 (A) ,我 们 可 以 假定 8” Cz) = 误 pl Cx)” 0? 


3) ”证明 fo(zx) 在 I[zx] 里 的 分 解 唯 一 的 主要 思路 是 什么 ? 

答 1) 未 必 , 见 第 十 五 章 ,一 ,3, 注 1). 但 在 该 命题 中 ,fo(zx) 冯 0, 又 因 deg fo(x) 二 
0, 故 fo(x) 关 I[zj 的 单位 ,从 而 fo Cx) 可 约 . 

2) 因 Q[zj 是 唯一 分 解 环 , 故 fo(x) 在 QLxj 里 有 唯一 分 解 ,所 以 我 们 有 r==t, 且 适当 
调换 gp (x) 的 次 序 可 使 g? (zx) 二 asp5?(x), 其 中 a 是 Q[zj 的 单位 . 由 (A),a; 是 Q 的 单 


位 ,从 而 可 令 ww 一生 EQ, 其 中 ,br ET, 于 是 gf?(z) 一 全 pCz)， 


3) ”主要 依据 上 面 7 中 命题 ,可 将 f(z) 在 ILxj 里 的 分 解 看 成 在 QLzj 里 的 分 解 ,这 里 
Q 是 I 的 商 域 . 而 QL[Lxj] 是 唯一 分 解 环 ， fo。(x) 在 QEz] 里 的 分 解 唯一 ,由 此 导出 fo(x) 在 
I[z] 里 的 分 解 唯一 ， 

9. 关于 命题 ;车 I 是 唯一 分 解 环 , 则 I[z] 也 是 .多 

1) 为何“ 这 样 ,我 们 只 需 看 /(zx) = 二 dfo (xz),d 不 是 I 的 单位 ,fo(z) 是 次 数 大 于 零 的 本 
原 多 项 式 时 的 情形 ”®? 

2) 已 知 p; 是 了 的 素 元 ,p; 为 何 也 是 I[xj 的 不 可 约 多 项 式 9? 

3) 已 知 g;(E 了 是 I[x] 的 不 可 约 多 项 式 ,q; 为 何 也 是 工 的 素 元 @? 

4) ”为 何 I[z] 的 不 可 约 多 项 式 gp (zx) (ED 是 开 z] 中 的 本 原 多 项 式 2? 

5) 换个 方法 来 证 明 该 命题 . 

答 1) 因为 ,我 们 假设 FCz)E T, f(z) 非 本 原 ,又 d 是 f(x) 的 系数 的 一 个 最 大 公 因 
子 ,从 而 4 不 是 了 的 单位 . 因 f(z)==dfo(z), 故 deg 户 (z) 一 deg f(x)>>0 且 fo(z) 在 ILzx] 
中 本 原 ( 第 十 五 章 , 一 ,6,3)). 

2) 事实 上 ,假定 Pp: 不 是 I[zxzj] 的 不 可 约 多 项 式 , 又 力 天 0， 思 天 了 的 单位 二 [zj 的 单位 ， 
从 而 p; 是 I[x] 的 可 约 多 项 式 . 于 是 加 有 真 因子 h(x)E TILz], 使 得 p; 一 h(xz)k(x), 其 中 
&Cz)EI[z], 因 p; 关 0, 故 h(xz) 关 0,k(Xx) 关 0. 因此 0=deg pi 一 deg h(z) 十 deg k(x). 页 
deg h(x),deg k(x) 是 非 负 整 数 , 从 而 degh(z) 一 0, 即 h(xz)E1, 所 以 p; 在 I 中 有 真 因子 
h(x) ,此 与 p; 是 了 的 素 元 了 矛盾. 于 是 p; 在 ILzj 中 不 可 约 ， 

3) 事实 上 ,假定 g; 不 是 了 的 素 元 ,又 q: 关 0,g; 关 I[x] 的 单位 = 了 的 单位 ,从 而 g: 在 了 I 


张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 145. 引 理 4 
同上 .146.4 行 . 

同上 .146. 定理 1. 

.146.13 行 . 

同上 .146.22 行 . 

同上 .146.25 行 . 

同上 .146. 26 行 . 
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中 有 真 因子 bp 天 了 的 单位 二 I[zxj] 的 单位 ,6; 关 g; 在 I 中 的 相伴 元 ,因此 bq: 在 I[xj 中 的 
相伴 元 . 于 是 55(E 开 z]) 也 是 q; 在 I[xzj] 中 的 真 因 子 , 此 与 9 在 ILxj 中 不 可 约 矛 盾 . 所 以 
di 是 工 的 素 元 . 

4) 事实 上 ,假定 g? (x) 在 开 z] 中 非 本 原 , 则 gs?” (zx) 的 系数 的 最 大 公 因 子 d 天 工 的 单 
位 =I[z] 的 单位 . 因 g2(z)ET, 即 deg gi? C(x) 之 0, 故 d; 不 是 gb? (xz) 在 I 人 Lzxj 中 的 相伴 元 ， 
于 是 d; 是 gb? (zx) 在 I[z] 中 的 真 因子 ,此 与 qf? (zx) 在 I[xj 中 不 可 约 了 矛盾 . 所 以 qi? (xz) 在 
I[xj 中 本 原 . 

5) 事实 上 ,DD 显然 I[zj 的 每 一 个 既 不 是 零 也 不 是 单位 的 元 f(x) 都 在 ILxj 里 有 
分 解 . 


@ 设 p(z) 是 I[z] 的 一 个 不 可 约 多 项 式 ,车 p(x) | f(x)g(z), 下 面 证 明 pCzx) | f(z) 
或 pC(zx) | gz). 

如 果 f(x) ,g(z) 中 有 一 个 是 零 多 项 式 ,结论 显然 成 立 ,从 而 可 设 F(z) 关 0,g(z) 天 0， 

假设 deg zz)>0, 即 p(x)ET. 因 p(x) 在 I[xj] 中 不 可 约 , 故 p(x) 在 ILzxj 里 本 原 ( 见 
本 题 4)). 由 第 十 五 章 ,一 ,7,p(z) 在 QLz] 里 不 可 约 ,其 中 Q 是 1 的 商 域 . 因 在 QL[z] 中 也 
有 p(x) | f(z)g(x),QLz] 是 唯一 分 解 环 , 故 在 QLzJ] 中 有 pCz) | f(z) 或 p(x) |g(zx). 不 妨 


设 在 QEz] 中 pCz)|f(z); 则 导 iCz)( 关 0)E Q[zj], 使 得 f(x) 一 p(x)fi(z)， 由 上 面 6 中 命 
题 ,万 (z) 一 过 fo(z) ,其 中 a( 关 0),bE1T,， fo(zx) 是 I[zx] 的 本 原 多 项 式 . 因此 f (x)= 


plz)folz), af(z) =bp(z) folz). 因 p(x)， fo(x) 都 在 I[xj 里 本 原 , 故 由 上 面 5 中 命 
题 ,p(x) f,(zx) 在 I[zx] 里 也 本 原 . 于 是 5 是 af (x) 的 系数 的 最 大 公 因子 ,而 a 是 af(x) 的 系 
数 的 公 因 子 , 从 而 a |5, 即 3cE1, 使 得 5 一 co,c 一 二 ,得 cz 一 cp(z) PCz) ,其 中 < 万 (z)E 


I[z]. 所 以 ,在 I[z] 中 有 pCz)| f(z). 

假设 deg p(x)=0, 即 p(x)=pE1. 因 p 在 I[zj 中 不 可 约 , 故 p 是 1 的 素 元 ( 见 本 题 
3)). 由 第 十 五 章 , 一 ,6,3)， Fz) 一 aoCz),g(Cz) 一 58o(Cz), 其 中 fo x) ,go(Z) 都 在 I[zj 中 
本 原 ,a,bE1. 由 上 面 5 中 命题 ,f(x) go (zx) 也 在 I[z] 中 本 原 . 由 p|f (x)g (zx), 有 
plabfo x) go x) , 即 3hCz)E I[zx], 使 得 ph(x) 二 abfolzx)go (xz). 因 ab 是 ph(z) 的 系数 的 
最 大 公 因 子 , 而 p 是 ph (x) 的 系数 的 公 因 子 , 故 p|ab. 因 p 是 唯一 分 解 环 1 的 素 元 , 故 | 
或 p|6, 即 p|afoCx)=f(z) 或 plbgo(zx)=g(z). 

综 上 , 知 I[zj 是 唯一 分 解 环 ?. 

注 1) 由 本 题 2),3) 知 : 设 I 是 唯一 分 解 环 ,p ET, 则 

pp 是 了 的 素 元 今 p 是 I[xj] 的 不 可 约 多 项 式 . 


例 
5 是 Z 的 素 元 局 5 是 ZLz] 的 不 可 约 多 项 式 . 
6 不 是 ZZ 的 素 元 司 6 不 是 Z[z] 的 不 可 约 多 项 式 ， 
5,6 都 不 是 Q@ 的 素 元 会 5,6 都 不 是 QLz] 的 不 可 约 多 项 式 . 


@“ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 131. 定理 2. 
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2) 由 本 题 4) 知 : 设 工 是 唯一 分 解 环 . 若 p(x)(E 了 在 于 xj] 中 不 可 约 , 则 p(x) 在 ILz] 
中 本 原 . 但 该 命题 的 道 命题 不 成 立 . 

例 之 一 1 在 ZLzj 中 本 原 , 而 在 ZLzj 中 可 约 . 

3) 设 I 是 唯一 分 解 环 . 车 p(x) 在 xj 中 不 可 约 , 且 px)ET, 则 p(x) 未 必 在 I[xj 中 


例 2 在 Z[xj 中 不 可 约 , 但 在 Z[zj 中 非 本 原 . 

10. 证 明 : 设 I 是 唯一 分 解 环 ,; 则 I[zi ,zs，…,Xx,j 也 是 ,这 里 zi ,xz，…,xs 是 1 上 的 无 
关 未 定 元 . 

证 对 7” 作 数学 归纳 法 . 

1) 2?= 一 1 时 , 即 第 十 五 章 , 一 ,9. 

2) 假定 ”一 1 时 ,命题 成 立 , 今 看 nn 时 . 因 开 zi zs，…z] 三 JLcze zijLz]， 
由 归纳 假定 ,zi ,zxz，… ,x1j 是 唯一 分 解 环 , 故 和 [zi za，…zo] 也 是 . | 

依 归 纳 原 理 , 命 题 得 证 . 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 证 明 :一 个 域 一 定 是 一 个 欧 氏 环 . 

证 设 下 是 域 . 

1) VYzx( 关 0)E FF,q:zx 一 n( 这 里 nn 是 任意 一 个 固定 的 非 负 整数 ) 显 然 是 集 Ff 一 {0} 到 
非 负 整 数 集 的 一 个 映射 . 

2) 给 定 a( 关 0)E FF, 因 下 是 域 , 故 a 有 道 元 aiEF. YbEF, 有 64== (ba !)a 十 0, 这 里 
ba-!,0OEF. 

所 以 下 是 一 个 欧 氏 环 . 

2. 我 们 看 有 理 数 域 Q 上 的 一 元 多 项 式 环 Q[zxj. 理想 (x 十 1,x’ 十 x 十 1) 等 于 怎样 的 
一 个 主 理想 ? 

解 已 知 Q[zj 是 欧 氏 环 2 . 而 有 全 @[z] 是 主 理想 环 时 . 设 (zx 十 1,z’ 十 z 十 1) 一 
(f(x)). 由 第 十 四 章 , 二 ,7,f(z) 是 x 十 1,zx: 十 x 十 1 的 一 个 最 大 公 因 子 . 因 妇 十 1 十 
Zz 十 1 互 素 , 故 (zz 十 1,z 十 习 十 1) 一 (一 @QLz]， 

3. 证 明 由 所 有 复数 a 十 bi(a,b 是 整数 ) 所 作成 的 环 是 一 个 欧 氏 环 ( 取 中 Ca) 一 |x| )， 

证 一 了 Z[]= {a 十 失 |a,65 EZ ) 是 整 环 . 

1) VYa( 取 0)EZ[i],$:a 一 |al? 显然 是 集 Z[i] 一 {0} 到 非 负 整 数 集 的 一 个 映射 . 

2) 给 定 a 二 a 十 bi( 隆 0)EZ[i], YPEZ[i, 要 找 qrE€2[i], 使 得 p==ga 十 r,r= 二 0 或 


中 (站 过 由 (0). 因 a 二 a 十 所 ( 关 0)EZ[i]CC, 故 ja-! +ieC ,使 得 a-!a 二 1， 
从 而 B= (Pai)a, 令 h 二 Ba 二 向 十 hi 其 中 如 ,hs EQ. 取 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 147, 定理 2. 
四 同上 .140. 定理 3. 
@ 同上 .139. 定理 1. 
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二 [hij 或 [hi 十 1， qz 二 [hs J 或 [hs] 十 1， 
其 中 [hj] 是 不 超过 有 h; 的 最 大 整数 , 即 取 gq; i 的 整数 ,i 一 1,2. 则 有 
| 一 gq | 过 亏 ,| 有 一 qz| 壹 却 : 
令 g 一 qi 十 qzi,; 则 gE€ZLi] 且 
B= (Ba™! )a=ha=ga+ (ha—ga)=ga+(h—g)a=gattr, 

其 中 r= 一 qg)a. 因 ha==(Ba 1)a 一 BEZ[i,gaE2Z [Li], 故 rEZ[Li]. 于 是 r==0 或 

| 有一 | Val =|Ih— gl lal =[h gq) +(h mg) | lel 

二 [i 一 二 | 有 一 qe 1 Jlal 之 ( 计 + 计 )1 <= 去 le lla”， 

即 $(7) 二 g(a). 综 上 ,ZLij 是 一 个 欧 氏 环 . 

证 二 Z[] 一 {a 二 +6i|a,5EZ|) 是 整 环 . 

1) 同 证 一 . 

2) ”给 定 a=a 十 bi( 关 0)EZ[i], 有 |al? 二 a 十 太 关 0. YB=c 十 di€Z[i], 要 证 3g= 


qu 二 girEZ [让 ,使 得 8 一 qz 二 7, 其 中 一 0 或 C7) 过 四 Co), 即 |r 之 1al*, 即 | 下 一 | 万 


2 
<1. 


a 


有 | 
a 4 a 


只 需 证 8 一 qa 二 7， ‘1. 我 们 现在 来 证 明 这 个 式 子 . 
BB | letadi |/actbd ad—b yl 
a = | 5 一 人 十 9 = (每 二 q+ (各 二 站 qi 
bd 2 ad—b ? bd 2 lad—k ? 
= ( 备 和 化 一 0) 十 ( 禾 守 并 一) = | 等 守 帮 一 | 十 | 私 二 芳 一 | ， 
因此 , 取 
_ Tracteod ac 十 2 _ [fad—t ad — bc 
Ei [等 二名 | 或 [所 + 二 1， 和 攻 或 | 又 + 上 +: 
(见证 一 ) 令 gq 二 qi 十 qzi€2Z[i, 可 使 


8 2 
Ca d 


< 人 寺 ) + 位 ) = 去 < 
令 r 一 8 一 qqaEZ[Li], 有 B=gat+r 且 rr 一 0 名 


而 由 (< 由 ,所 以 己 [ 让 是 一 个 欧 氏 环 . 

4. 假定 I 是 一 个 唯一 分 解 环 ,Q 是 工 的 商 域 . 证 明 : 开 zj] 的 一 个 多 项 式 若是 在 QLzj 里 
可 约 , 则 它 在 开 zj] 里 已 经 可 约 . 

证 一 设 f(zx)(E 了 [xj) 在 Q[zj 里 可 约 , 显 然 f(z) #0, 又 因 工 是 唯一 分 解 环 , 故 由 第 
十 五 章 , 一 ,6,3), f(x) 二 dfo(z), 其 中 d(€E 是 f(z) 的 系数 的 最 大 公 因 子 ,fo(x) 在 ILzx] 
里 本 原 . 因 d 关 0, 故 d 是 域 Q 的 单位 ,从 而 f(x) ,fo(z) 在 QLz] 中 相伴 . 因 f(x) 在 QLzj 
里 可 约 , 故 由 第 十 四 章 , 一 ,5, foCzx) 在 QLz] 里 也 可 约 . 由 第 十 五 章 ,一 ,7, fo(x) 在 ILxj 里 
可 约 . 由 第 十 五 章 , 一 , 4, fo (x) = 二 gy (x) gz (xz), 其 中 gi; (XzX)E I[zxj,0<deg g; (x) 过 
deg f(x) ,i 一 1,2. 于 是 f(x) 一 dg1(x)gs (x), 其 中 dg1 (zx),gs(x) 都 不 是 I[xj 的 单位 . 因 
此 f(z) 在 I[zJ 里 有 真 因 子 . 所 以 f(x) 在 ILxj] 里 可 约 ， 


| <1, 即 <1, 即 1rl* 忆 lal* ,从 
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开 z] 里 本 原 . 由 第 十 五 章 , 一 ,4, 注 3), f(z) 一 g(x)h(zx), 其 中 g(x),h(zx)E Q[z1,0 二 


deg g(xX)<deg f(x),0<deg h(xz)<deg f(x). 由 第 十 五 章 ,一 ,6,g(z) 一 全 go (xX),h(z) 


=ho Cz) ,其 中 ao pc LET, gol(x) ,jz) 都 在 IT[zj 里 本 原 . 从 而 (CD 一 此 go (XT)ho (zx). 


由 第 十 五 章 ,一 ,5,go 《zx)ho《z) 在 I[zxj 里 本 原 . 由 第 十 五 章 ,一 ,6, fo (x) 二 ego (xz)ho (x)， 
其 中 :是 的 单位 . 于 是 f(x) 一 dego (x)ho(x). 因 deg sgo(z) 一 deg g(Cz)>0, 故 sgo(z)E 
I, 从 而 ego (x) 不 是 ILzj 的 单位 . 同 理 h,(x) 也 不 是 Lxj 的 单位 . 因此 f(x) 在 I[xj 里 有 真 
因子 . 所 以 f(x) 在 ILxj] 里 可 约 . 

证 三 设 jFz)(EIz]) 在 QLz] 里 可 约 , 显 然 f(x) 了 关 0， flz) 不 是 QLzj 的 单位 , 即 
f(z) 不 是 Q 的 单位 ,从 而 deg f(z) 之 0. 

车 f(x) 在 I[xj] 里 本 原 , 则 由 第 十 五 章 ,一 ,7,f(x) 在 xj] 里 可 约 . 

若 f(z) 在 开 z] 里 非 本 原 , 则 f(z) 的 系数 的 最 大 公 因 子 4(E€E 站) 不 是 I[x] 的 单位 . 因 
d 关 0, 故 deg 4d 一 0, 但 deg FFCz)>0, 从 而 不 是 f(z) 的 相伴 元 . 今 a |f (xz), 因此 4d 是 
f(x) 在 I[x] 里 的 真 因 子 . 所 以 f(x) 在 I[x] 里 可 约 . 

注 1) 证 一 的 主要 思路 ， f(z) 在 QL[xj 里 可 约 二 f(x) 二 dfo(x) 中 fo(zx) 在 QLzj] 里 
可 约 , 在 I[zj 里 本 原 过 六 (z) 在 开 z] 里 可 约 之 f(zx)=dfo(x) 在 I[xj] 里 可 约 . 

2) 证 二 的 主要 思路 : f(x) 在 QLzj 里 可 约 过 f(x)= dfo(zx), f(z)=g(z)h(x)= 


Dgo (x)ho lz) 9 fo (x) ”So0 (zx) ,ho(z) 都 在 I[xzj] 里 本 原 之 fo (Zz) =égo (xX) ho (x) SE 是 I 的 单 


位 二 f(x) 二 dego (zx)ho(x) 在 I[zxj 里 可 约 . 

3) ”该 命题 的 逆 否 命题 是 : 设 Q 是 唯一 分 解 环 工 的 商 域 . 车 f(x) 在 ILxj 里 不 可 约 , 则 
f(xz) 在 QLxj 里 也 不 可 约 . 

4) ” 因 有 理 数 域 Q@ 是 整数 环 Z 的 商 域 , 故 : 若 f(z) (EZLzj) 在 Z 上 不 可 约 , 则 f(x) 在 
Q@ 上 也 不 可 约 . 所 以 讨论 整 系数 多 项 式 在 Q@ 上 是 否 不 可 约 , 可 在 ZZ 上 来 考虑 . 

5. 假定 I[xj 是 整 环 1 上 的 一 元 多 项 式 环 . f(z) 属于 Tz] 但 不 属于 1, 并 且 f(x) 的 最 
高 系数 是 工 的 一 个 单位 . 证 明 : f(z) 在 xj 里 有 分 解 . 

证 一 车 f(x) 是 开 zj] 的 一 个 不 可 约 多 项 式 , 则 f(x) 已 有 分 解 . 

若 f(z) 在 TIT 上 不 是 不 可 约 , 因 f(z)E1T, 故 f(x) 关 0,，f(z) 隆 Ix] 的 单位 ,于 是 f(x) 在 
I 上 可 约 . 从 而 f(x) 有 真 因子 g(x)E I[xj, 使 得 f(z) 二 g(x)h(zx). 且 AGz)CE ILz]) 也 是 
f(x) 的 真 因 子 . 显然 g(x) 了 0,h(x) 关 0. 下 面 证 明 deg g (x) 之 0. 事实 上 , 若 deg g(x)= 二 0， 
则 g(xz)==a ET, 即 f(x) 二 ah(z). 因 f(x) 的 最 高 系数 是 了 的 一 个 单位 e, 故 aje, 由 第 十 四 
章 , 一 ,2,3) ,a 二 g(xz) 是 了 的 单位 ,此 与 g(x) 是 f(z) 的 真 因 子 蔬 盾 . 所 以 deg g&(Cz) 二 0, 同 
理 deg h(x) 记 0. 因此 deg g(x) 二 deg f(x),deg PCz)<deg f(zx). 因 f(z) 的 最 高 系数 是 I 
的 一 个 单位 , 故 g(x) 和 h(xz) 的 最 高 系数 都 是 了 的 单位 , 且 g(x),h(z) 都 不 属于 I. 于 是 可 
以 对 g(x) 和 h(xz) 进 行 类 似 于 对 f(x) 的 讨论 ， 由 于 f(x) 的 次 数 是 有 限 正 整 数 , 因 此 经 有 限 
步骤 后 , 必 可 在 I[z] 里 将 f(x) 分 解 成 有 限 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 

证 二 因 f(x)E1T 故 deg f(x) 二 n 之 0. 现 对 2 作 数 学 归纳 法 . 
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?一 1 时 ,f(z) 不 可 约 , 命 题 显然 成 立 . 

假定 deg s(x) 二 n, 且 s(x)E TLzj].:(x)E 了 Ts(zx) 的 最 高 系数 是 的 一 个 单位 时 ,命题 成 
立 . 今 看 deg f(z) 二 n 时 :车 f(x) 不 可 约 , 则 命题 已 成 立 . 若 f(x) 不 是 不 可 约 ,由 f(x) 蕊 
攻 则 f(z) 可 约 , 从 而 f(z)==g(z)h(z). 由 f(x) 的 最 高 系数 是 单位 知 ,g(x),h(z) 的 最 高 系 
数 也 都 是 单位 日 deg g(Cz) 盖 0,deg 站 (z) 盖 0( 见 证 一 ), 即 g(x),h(x)E 1 于 是 deg g (xz) 二 
deg f(x)==n,deg h(x)<deg f(x)==n. 由 归纳 假定 ,g(x),h(zx) 都 有 分 解 ,所 以 f(z) 也 有 
分 解 . 

依 归纳 原理 ,命题 得 证 . 

注 1) 证 明 的 关键 步骤 是 利用 条 件 : f(z) 的 最 高 系数 是 单位 ,才能 保证 f(z) 二 g(x)h(x) 
中 的 deg g(z)>0,deg AhCz)>0, 也 才能 保证 deg g(Cz)<deg f(x),deg PCz)<deg f(x). 

2) 该 题 中 的 工 是 整 环 ,未 必 是 唯一 分 解 环 , 从 而 证 明 中 不 要 使 用 本 原 多 项 式 概念 . 

6. 假定 Zi 是 模 16 的 剩余 类 环 。 ZisLzj 的 多 项 式 x? 在 Zi 里 有 多 少 个 根 ? 

解 一 ”首先 给 出 定义 ; 设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 ，f(x)E R[xj. 车 cER, 使 Ac) 一 0， 
则 称 c 是 f(x) 的 一 个 根 . 

设 f(z) 二 zz. 因 f(L0j]) 一 [0],f(L4j)==[0j, f(L8J)==[0]，f(L12])==[0j, 而 Zs 中 其 余 
的 元 [aj 都 不 能 使 f([aj)==[0j, 故 f(x) 在 有 里 有 且 只 有 4 个 根 :L0],L4j,L8],L12j]. 

解 二 [mj](EZis) 是 f(z)= 尼 的 根 全 [m2]=[0]S3[m 了 了 ==[0]S16|me. 在 0,1,2,…,15 
的 16 个 数 中 ,有 且 只 有 4 个 数 :0,4,8,12 其 平方 被 16 整除 . 所 以 f(x) 的 根 是 L0j],L4]， 
L81,L12]. 

注 FFz)=zEZsLz] 是 二 次 多 项 式 , 却 有 4(>deg x 二 2) 个 根 , 因 为 Zi 不 是 整 环 . 

例 Z, 里 全 部 6 个 元 都 是 zx’: 一 z 的 根 .zx? 一 [4j 在 Zi 里 有 4 个 根 :[2],L41,L8],[L10]. 

7. 假定 Z; 是 模 3 的 剩余 类 环 , 我 们 看 Z,[xj 的 多 项 式 f(x) 二 x 一 zx. 证明: f(a) 二 0, 不 
管 a 是 Z; 的 哪 一 个 元 . 

证 一 因 f(x) 二 zx’ 一 x 二 x(x 一 1) 二 x(x 一 1)(x 十 1) 二 xz 一 1)(x 一 [2j), 故 f([01) 
=f([1])=/f([2])=[0]. 

证 二 VaoEzZ: ,oo 一 aa 从 而 f(a) 二 a 一 a 二 0.， 

8. 证 明 本 节 的 导数 计算 规则 : 

[f(z)+elz)] =f (x)+g (x). 
[flx)g(r)] =f(r)g (x)+g(r)f (x). 
[FCz) =tf(x) "Tf ‘(x). 


证 设 f(x)= 3 aix', g(xX)= 3 bx' EI[z]( 缺 项 补 零 ). 


1) [fn tes] =[ ») (a:+b)z | = 了 i(ai; 二 6b:)x! 一 p> za 一: 十 阿 ip 一 1 一 
i=0 i=1 i=] i=1 
f (x)+g (x). 
2n 2n 
2) LWW [> (opt = Tabar = tabrm 一 


多 二 1 十 j 一 训 

2n 2n n n n 于 
D) Pai de 十 2 Dadbr 一 (2)or)( jz + (be) (Drm )= 
上 二 1] 计 j 一 上 二 1 计 j 一 上 i=0 j=1 j=0 i=1 
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fg (zx) 十 gCz) (x). 
3) 对 上 作 数 学 归纳 法 ， 
上 一 2 时 ,利用 本 题 2) ,有 
[Lo | = FA 0) + FD (x) = 2f Tf (x). 
假设 1= 上 时 , [f(x)*] = 二 kf (zx) 1 了 (x). 今 看 t=k 十 1 时 ,[ f(z)*+1] = 


[FO F=f | fr): | + foc):f Cx) [Rf f ‘Cx) |+ f(r)*f ‘(x) 
假设 
一 (& 十 1) fr):f ‘Cx). 
所 以 ,| fz) =tf (C0) f(x). 
注 1) [cfFz)]'=cf ‘(x),cEl. 
2) |aF(z) 十 bg(z)] =af (zr)+bg (rz),abEL. 
3) | 户 (z) 十 户 (z) 十 … 十 廊 (z)] = tf r+ 二 f(x). 


4) [fi frr) fr | = Cr flr) f(r) tf (x) fe (x) f(r) t+ 
fi Cr) falr) fez). 

5) 在 数学 分 析 中 , 若 f(x)==0, 则 f(x) 是 一 个 常量 . 但 在 整 环 上 ,此 结论 未 必 成 立 . 
例 , 设 f(x) 二 zx? EZz[zj; 则 了 Cz)=[2jz=[0]zx==[0]. 但 Fz)= 之 蕊 已， 

我 们 这 里 f(x) 的 导数 f(x) 是 形式 地 定义 ,与 极限 、 连 续 概念 无 关 . 


三 、 讲 与 练 


1. 判断 下 面 各 命题 是 否 正确 . 
1)” 欧 氏 环 的 子 环 是 欧 氏 环 . 
2) 设 Q 是 整 环 工 的 商 域 , 则 Q 的 单位 是 工 的 单位 . 
3) 设 下 是 域 , 则 
f(z) 是 FLz] 的 单位 局 f(z) 是 域 下 中 的 非 零 元 . 
4) 设 下 是 域 , 则 f(x) (E F[zj]) 的 所 有 相伴 元 是 cf(z), 其 中 c 是 F[zj 中 的 零 次 多 
项 式 . 
5) 在 Z[zj 中 ， 
f(z) 与 g(x) 相伴 全 f(x) = g(x) 或 一 g(x). 
6) [1j(Cz 十 1) 与 [2](x? 十 1) 是 zz 十 1 在 ZLxj 中 的 全 部 相伴 元 . 
7) 与 本 原 多 项 式 相 伴 的 多 项 式 也 是 本 原 多 项 式 . 
8)” 设 了 是 唯一 分 解 环 , 若 f(x)(E ILx]) 的 某 个 系数 为 单位 , 则 f(z) 本 原 . 
9) 设 工 是 唯一 分 解 环 , 若 f(x)(E I[zxj) 的 最 高 系数 是 单位 元 , 则 f(x) 本 原 . 
10) 域 正 上 的 非 零 多 项 式 都 是 FLzjJ 的 本 原 多 项 式 . 
11) 设 工 是 唯一 分 解 环 , 若 FCz)( 关 0)ET 则 
f(z) 是 I[zxj 的 本 原 多 项 式 全 FCz) 是 单位 . 
12) 设 1 是 整 环 ， f(x)E I[xj], 则 
f(z) 不 可 约 局 f(x) 没有 分 解 . 
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13) 设 工 是 整 环 ,az 二 5ETIEz],a 短 0, 则 
a 是 了 的 单位 过 az 十 6b 在 I[Lxj 中 不 可 约 . 
14) 设 f(z),g(z)EZLzj. 若 f(zx),g(zx) 在 Q 上 互 素 , 则 f(x),g(x) 在 Z, 上 互 索 ,其 
中 p 是 素数 . 
15) ZV/(Cp)[Lz] 是 一 个 上 唯一 分 解 环 ,其 中 刀 是 素数 ， 
16) 设 工 是 唯一 分 解 环 ，F(z)( 天 0),gCz)E Tz], f(zx)==afo(x),g(zx) 二 bgo (zx), 其 
中 a,5ET,fo(z),golzx) 本 原 . 若 g(Cz)|FCz), 则 5|agoCz)| 疡 (z). 


17) 设 T 是 整 环 , f(x)E I[xj. 车 x 一 a|f (x), 则 a 是 了 (x) 的 重 根 . 
18) 设 I 是 整 环 ， f(x)E I[x],a E71, 则 
a 是 f(x) 的 重 根 久 x 一 a 是 f(x) 与 了 (x) 的 公 因 子 . 
19) 设 I[zj 是 整 环 ,， f(x)E TI[xzj,aET, 则 
a 是 f(z) 的 重 根 久 x 一 a|d(z),d(z) 是 f(x), f(z) 的 一 个 最 大 公 因子 . 

解 1) 不 正确 . 例 , 欧 氏 环 Q[xj 的 子 环 ZLzj 不 是 欧 氏 环 , 因 ZLzj] 不 是 主 理想 环 、 

2) 不 正确 . 例 ,Q@ 是 ZZ 的 商 域 ,2 是 Q@ 的 单位 ,但 2 不 是 Z 的 单位 . 

3) 正确 . 事实 上 , 设 下 是 域 , 则 

f(z) 是 本 zj 的 单位 号 f(z) 是 下 的 单位 司 fz) 是 下 中 的 非 零 元 . 见 第 十 一 章 ,四 ,1,11). 

4) 正确 . 因为 FLz] 中 的 所 有 零 次 多 项 式 就 是 FLzj] 的 所 有 单位 . 

5) 正确 . 因为 ZLzj 的 单位 有 且 只 有 士 1. 

6) 正确 . 因为 [1j,[2J 是 Z[zxj 的 全 部 单位 . 

7) 正确 . 直接 由 本 原 多 项 式 定义 可 知 . 

8) 正确 . 由 定义 可 知 . 

9) 正确 . 由 定义 可 知 . 

10) 正确 . 因为 域 下 中 的 非 零 元 都 是 下 的 单位 . 

11) 正确 . 利用 本 原 多 项 式 定义 易 证 . 

12) 不 正确 . 若 f(x) 不 可 约 , 则 f(x) 二 f(z) 已 经 有 分 解 . 反之 , 若 f(z) 没有 分 解 ， 
但 f(z) 未 必 不 可 约 . 例 ,I= arxs 十 asz% 十 … 十 anz%“ |aiE 域 下 ,a; 是 非 负 有 理 数 ,n 是 正 


整数 ) 是 整 环 .之 在 1 里 没有 分 解 . 但 z 关 0,x+ 关 I[zxj] 的 单位 ,x 在 I[zj 里 有 真 因子 二 ,从 而 
zx 在 工 z] 里 可 约 ( 见 第 十 四 章 , 四 ,3). 

13) 正确 . 事实 上 , 当 4a 是 了 的 单位 时 ,az 十 b 关 0, 关 I[xj 的 单位 , 且 az 十 的 因子 只 
有 I[z] 的 单位 或 本 身 的 相伴 元 . 

注 @ 当 4a 不 是 I 的 单位 时 ,一 次 多 项 式 az 十 有 可 能 是 1 上 的 可 约 多 项 式 或 不 可 
约 多 项 式 . 例 , 一 次 多 项 式 5zx 十 5 二 5(zx 十 了 ) 在 Z[xj 中 可 约 ,而 在 Q[zx] 中 不 可 约 .5z 十 1 
在 Z[z] 中 不 可 约 ,其 中 5 不 是 ZZ 的 单位 ， 

加 域 下 上 每 个 一 次 多 项 式 都 是 不 可 约 的 . 

14) 不 正确 . 例 , 设 f(z)= 二 zx,g(zx) 二 x 十 pEZ[zxj, 其 中 p 是 素数 , 则 f(x),g(zx) 在 
@[z] 上 互 素 . 但 在 Z, 上 , f(z) 二 g(x) 二 xz, 因此 f(x),g(zx) 在 Z, 上 不 互 素 . 

15) 正确 . 因 Z/(p)(p 是 素数 ) 是 域 , 故 是 唯一 分 解 环 ,从 而 Z/(p)[zj 也 是 唯一 分 解 环 . 
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16) 正确 . 事实 上 , 因 g(x) | f(z), 即 bgo (Xx) |afo(x), 故 3ACz)E I[zxj, 使 得 afo (x) 
一 bgo (XT)h(z). 设 h(z) 二 cho (x), 其 中 cE1,ho (zx) 本 原 , 则 f(x)==afo (zx) 二 bcgo (zx)ho (x). 
由 第 十 五 章 ,一 ,5,go Cx)ho (zx) 本 原 . 从 而 a 与 bc 都 是 f(x) 的 系数 的 最 大 公 因 子 , 因 此 bc 
二 ae,e 是 单位 . 于 是 afo(x)==aego (Xx)ho(x), 因 f(x) 关 0, 故 a 关 0, 由 消去 律 ,fo (x)= 
ego Cz)ho(z). 所 以 go(z)| 万 (z). 由 a=bce !, 有 bla. 

请 读者 考虑 ，f(x)==0 时 ,命题 是 否 仍 成 立 . 


17) 不 正确 . 例 , 设 f(z)= 方 i 一 xEQ[z], 则 f ‘(x)=zx—1,z—1|f ‘(zx). 但 1 不 


是 f(x) 的 重 根 . 

18) 正确 0?. 

19) 不 正确 . 因为 f(x), f(x) 的 最 大 公 因 子 在 整 环 I[z] 里 未 必 存 在 . 

2. ( 余 式 定理 ) 设 I 是 整 环 f(x),x 一 cE1ILzxj. 证 明 ,xz 一 c 除了 f(z) 所 得 的 余 式 为 
flo). 

证 ”由 第 十 五 章 ,一 ,2, 3 g(x) ,r(x)E I[zxj, 使 得 f(x) 一 q(x) (zx 一 c) 十 r(x), 其 中 余 式 
r(z) 一 0 或 deg r(x) 二 deg(x 一 c)==1, 因 此 ,r(x)==rET. 从 而 f(c)==qle)(c 一 0) 十 r. 所 以 
余 式 ~ 一 f(c). 

注 可 推广 为 下 面 命题 ; 设 I 是 整 环 , f(x),bzx 十 cEILzxj, 其 中 5 是 了 的 单位 . 证 明 : 
bz 十 c 除 有 (x) 所 得 的 余 式 为 f( 一 bc). 

事实 上 ，, f(x)=g(x) (br+o)+r, g(r)E I[zxl,r€El. 

从 而 f( 一 5 1c) 二 gC( 一 6 ?CO) [6 一 5b ic)+c]+r=r. 

3. 设 下 是 域 , f(x)E F[xj],deg f(x)==2 或 3. 证 明 : 

f(x) 在 FL[zxj 中 可 约 全 f(x) 在 Ff 中 有 根 . 

证 (>) 车 f(z) 在 FLzxj] 中 可 约 , 则 由 第 十 五 章 ,一 ,4, 注 3), f(z) 一 g(xz)h(zx), 其 
中 g(x) ,h(E FL[z],0<deg g(x)<deg f(x),0<deg h(x)<deg f(x). 今 deg f(zx)=2 
或 3, 又 deg f(x) 一 deg g(x) 十 deg h(x), 从 而 g(x) 与 h(x) 中 必 有 一 个 是 一 次 的 . 不 妨 设 
g(xX) 二 az 十 56, 其 中 a 关 0. 因 下 是 域 , 故 3a '€E FF. 于 是 由 g(x)=a(x 十 a 1b),a 是 F[zxj] 的 
单位 ,z 十 a715|f(zx). 所 以 一 a-15(E 下 是 f(z) 的 一 个 根 @. 


(<=) 车 f(z) 在 下 中 有 根 a, 则 x 一 a|f(x)9. 因 deg f(x)=2 或 3, 故 za 是 f(z) 
的 真 因子 . 又 f(x) 了 0，f(x) 关 单位 ,从 而 f(x) 在 FLz] 中 可 约 . 

注 ”该 命题 的 逆 否 命题 是 : 设 下 是 域 ,， f(x)E F[z],deg f(z) 二 2 或 3. 则 

f(x) 在 FLzj 中 不 可 约 局 f(x) 在 下 中 没有 根 . 

4. 判断 下 列 各 多 项 式 f(z) 在 开 z] 中 的 可 约 性 . 

1) f(x)=z’+l1.1= 7;. 

2) fx)=x:—[2].1= 2;. 

3) f(x)=x’: 二 [3].1= 2Z;. 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 150. 定理 3. 
@@ 同上 .148. 定理 1. 
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4) Crz) 一 z2 十 4. T=Q. 

5) f(x)=zx’:+[L2jz. T= 2;. 

6) f(z)=z 二 Tz 二 1. T= 2,. 

7) f(x)=zx’—z. I= Z:. 

8) f(z)=x 二 zx 二 1. T= 2;. 

9) f(x)=zx zx 二 1. T= Z:， 

10) f(z)=zx: 二 z+[2j.1= 2;. 

11) f(x)=zx’—1.1= 2;. 

12) f(x)=zx’+[3jzx’ 二 zx 二 [2jzx. I= 2;. 

解 1) 利用 上 面 3 题 来 判断 . 因 x 十 1 在 Z; 中 无 根 , 故 x 十 1 在 ZLxj 中 不 可 约 . 
而 xz 十 1 在 Z; 中 有 根 [2j, 从 而 x 十 1 在 Z;Lzxj 中 可 约 . 

2) zz? 一 [2j 在 Z; 中 有 根 L3j, 从 而 在 ZiLxj 中 可 约 . 

3) z 十 [3] 在 Zs 中 无 根 ,从 而 在 Z;[xj 中 不 可 约 . 

4) zz 十 4 在 QQ@ 中 无 根 , 从 而 在 Q@[xz]j 中 不 可 约 . 而 x? 十 4 在 Z; 中 有 根 [1j, 从 而 在 
Zs[Lzj 中 可 约 . 

5) xz? 十 [2]z 在 Zs 中 有 根 [1], 从 而 在 ZLzj] 中 可 约 . 

6) ”Zs 中 的 元 都 不 是 x: 十 z 十 1 的 根 , 从 而 zx: 十 x 十 1 在 ZLzj 中 不 可 约 . 但 xz 十 zx 十 1 
在 Z;[xj 中 可 约 , 因 在 Z; 中 有 根 L2]. 

7) Zz 一 zx 在 Zs,[xj 中 可 约 , 因 在 Z; 中 有 根 [0j. 

8) 十 zx 十 1 在 Z;[x]j 中 不 可 约 , 因 在 Z; 中 无 根 . 但 x 十 x 十 1 在 ZZ 中 有 根 [1], 从 而 
在 Z: 上 可 约 . 

9) zw 十 zx! 十 1 在 忆 2 中 无 根 , 从 而 在 Ze [zj 中 不 可 约 

10) 二 十 十 [2j 在 Z;[zj] 中 不 可 约 , 因 在 有 中 无 根 . 

11) xz’ 一 1 在 Z; 中 有 根 [1j, 从 而 在 Zs;[xj 中 可 约 . 

12) 显然 [0] 是 慌 十 [3Jzx 十 zz 十 [2jJzx 在 Zs 中 的 根 , 从 而 这 个 多 项 式 在 Zs[Lzxj] 中 可 约 . 

5. 将 下 列 各 多 项 式 f(x) 在 [zj] 中 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 积 . 

1) f(x)=4zx:—4zx++8.I=Z. 

2) f(zx)=z:+[2jx: 二 [2jz+[4]. T= ZZ;. 

3) f(z)=x!+1. I= 05. 

4) f(xz)=zx:++[3jz’ 二 [2]z 二 [4]. T= 2Z;. 

解 1) 4z: 一 4x 十 8 二 2。2(zx? 一 zx 十 2) ,其 中 2,zz 一 z 十 2 都 在 Z 上 不 可 约 . 

2) 因 [5] 是 f(x) 的 一 个 根 , 故 f(x) 二 (x 一 [5j) (xz? 十 [2]), 其 中 z 一 [5j,zz 十 [2j] 都 
在 Z,; 上 不 可 约 、 

3) zt 十 1== (zx? 十 [2]) Cz? 十 [3]) ,其 中 zz? 十 [2],x? 十 [3] 都 在 Zs; 上 不 可 约 , 因 为 Zs 的 
所 有 元 都 不 是 它们 的 根 . 

4) 因 [1] 与 [4] 都 是 f(x) 的 根 , 故 FCz)=(z 一 1)3 (0z 一 [4])， 其 中 z 一 1,z 一 [4] 都 在 
Z; 上 不 可 约 . 
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四 、 思 考 问 题 


1. 证 明 : 整 环 Z [V2]= {a 十 bV2 
2. 证 明 : 1 一 {a+bV3 i|a,b 或 都 是 整数 ,或 都 是 奇数 的 喜 ) 是 一 个 网 氏 环 . 


3. 设 I 是 欧 氏 环 . 又 设 从 集 1* = 一 {0} 到 非 负 整数 集 的 映射 适合 条 件 :0 E( 六 )， 

目 g$(ab) 一 g(a)$(5),Ya,bEI*. 证 明 ; 若 aE€1, 则 
a 是 单位 人 千 中 (a) = 1. 

4. 设 f(x) 二 zx: 十 x 十 Xx 十 1 ,g(x) 二 zx: 十 [3]zx 十 [21. 

1) 车 f(z),g(z)EZs[xj,g(x) 能 否 整 除 f(x)? 

2) 车 f(x),g(z)EZ1[Lzj,g (xz) 能 否 整 除 f(x)? 

5. 设 I 是 唯一 分 解 环 , fi(z) ,fi(z),… 是 TI 上 本 原 多 项 式 序列 , 目 fi (zx) | f(x) ,i= 
1,2,…. 证 明 :; 这 个 序列 只 含有 限 个 互 不 相伴 的 多 项 式 . 

6.1) QLz]/ (x: 十 2) 中 的 元 [xj 是 否 可 递 元 ? 若是 , 求 出 [zj 的 道 元 . 

2)” 忆 [x]/ (Cz 十 1) 中 的 元 [ [2jz 十 [2]] 是 否 可 逆 元 ? 若是 , 求 出 [ [2]z 十 [2]] 的 逆 元 . 

7. 设 I 是 整 环 ,证 明 ; 在 xj 中 ， 

ao 十 az 十 … 十 dz” 不 可 约 参 as 十 ao-iz 十 … 十 ao 不 可 约 . 

8. 设 I 是 整 环 , f(z),g(X)EI[zxj],deg f(zx)<n,deg g (zx)<n. 车 了 jayas，…as ET 
且 ai 关 aj (i 关 站 ,使 得 f(a;)==g(ai) ,i 二 1,2,…,n, 证 明 : f(z)==g (xz). 

9. 设 是 唯一 分 解 环 ， f(zX)E I[zj]，f(x) 的 最 高 系数 为 1,Q 是 了 的 商 域 . Yg(Cz)E 
Q[zx],g(z) 的 最 高 系数 为 1 且 g(xz) | cz)， 证 明 :g(Cz)E 开 z]. 

10. 设 FCzEZLz], 它 的 最 高 系数 为 1, 且 “是 它 的 任 一 有 理 根 . 证 明 :a 是 整数 . 

11. 首先 给 出 定义 ; 设 尺 是 有 单位 元 的 交换 环 ( 可 能 有 零 因 子 ), 若 eCE R) 有 道 元 , 则 称 
e 是 RR 的 单位 . 

设 R 是 有 单位 元 的 交换 环 . f(x) 二 ao 十 a1z 十 … 十 anx”ERLzj, 证 明 ; 

f(z) 是 RLzj 的 单位 传 ao 是 R 的 单位 ,ai ,as，… ,as 是 R 的 寡 零 元 (第 九 章 , 四 ,12). 

12. 证 明 : 二 次 多 项 式 xz? 十 1 在 四 元 数 除 环 里 有 无 限 多 个 根 . 

13. 证 明 艾 森 斯 坦 因 (Eisenstein) 不 可 约 性 判别 准则 : 设 工 是 唯一 分 解 环 , f(x) 二 ao 十 
aiz 十 … 十 auz"ETI[z]. 车 导 素 元 p ET, 使 得 pasplaosplal,…,plas1;p* 二 ao， 则 
f(z) 或 在 I 中 有 真 因子 ,或 在 I[x] 中 不 可 约 . 从 而 f(x) 在 QLzj 中 也 不 可 约 , 其 中 QQ 是 I 
的 商 域 ( 见 第 十 五 章 ,二 ,4, 注 3)). 

14. 证 明 : 割 圆 多 项 式 f(x) 二 zx* ! 十 x* ?十 … 十 1 在 Z[xzj 里 不 可 约 ,其 中 是 率 数 . 


15, 设 f(x) 二 =x" 十 Qsizx" 1! 十 十 ao EZ[zx], f(x)=[1jx’ 二 [arijx”! 十 … 十 [ao jE 
Z,[z], 是 素数 . 若 f(x) 在 ZZ, 上 不 可 约 , 证 明 : f(x) 在 Z 上 也 不 可 约 . 


asbEZ } 是 一 个 欧 氏 环 。， 
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一 、 基 本 问题 问答 


1. 关于 命题 : 设 王 是 域 . 

(i) 若 ch 开 =co, 则 了 巨 的 一 个 ( 素 ) 子 域 FPF ,使 得 玉兰 有 理 数 域 @. 

(ii) 车 ch = 素 数 p, 则 3E 的 一 个 ( 素 ) 子 域 R', 使 得 R' 圭 Z/(p), 其 中 Z 是 整 
数 环 下 . 

1) 设 e 是 瓦 的 单位 元 ,R' 王 (zelzEzZ) 为 何 是 已 的 子 域 ? 

2) ”ch 五 一 co 用 在 情形 (iD 的 证 明 中 的 哪 一 步 ? 

3) ”ch EE= 素 数 如 用 在 情形 (ii) 的 证 明 中 的 哪 一 步 ? 

4) 该 命题 的 道 命题 成 立 吗 ? 

5)”Q 和 Z/(p)(p 是 素数 ) 为 何 都 不 仿真 子 域 ? 

答 1) 见 第 十 一 章 ,三 ,10. 

2) ”ch E= 0 保证 了 了 映射:n 一 ne 是 也 到 R' 的 单 射 . 这 是 因为 , Yn,m EZ, 若 ne= 
me;y 则 (nn 一 m)e 二 0. 因 ch E00, 故 nn 一 m 二 0, 从 而 n==m, 所 以 中 是 单 射 . 

3) 因 ch E= 素 数 p, 故 由 (p) 一 pe 一 0, 从 而 有 pEker 中 , 才 有 (p)Cker 中 二 

4) 成立. 事实 上 , 设 瑟 是 域 . i) 车 3E 的 一 个 ( 素 ) 子 域 已 ,使 得 下 兰 Q, 则 必 
ch 开 一 ceo. 这 是 因为 ,由 第 十 一 章 , 三 ,9,ch Ech F 二 ch Q@==o0.(ii) 若 3E 的 一 个 ( 素 ) 
子 域 R', 使 得 Rs 兰 Z/(Cp),b 是 素数 ,同样 ,由 第 十 一 章 ,三 ,9,ch E=ch R 一 ch 2/(p) 
= Dp. 

5) 由 《高 等 代数 ?》@ 已 知 @@ 是 最 小 数 域 ,从 而 @@ 不 含 真子 域 . 设 互 是 Z/(z) 的 任 一 子 
域 , 则 习 单 位 元 [1]E H. VY [mn]EZ/(p), 有 [nj 二 nL1JE H, 从 而 Z/(p)CH. 于 是 H=2Z/ 
(pp). 所 以 Z/(p) 不 含 真子 域 . 即 Q@ 和 Z/(p) = Z, 都 是 素 域 . 

注 1) 由 该 命题 知 ,在 同 构 意 义 下 , 素 域 A 有 且 只 有 两 种 类 型 ,chA= 吕 时 ,A 尘 @Q 
( 含 无限 多 个 元 ) ;chA 二 素数 pp 时 ,A 三 Z,( 售 zp 个 元 ). 由 此 揭示 出 素 域 的 构造 . 且 素 域 只 能 
与 素 域 同 构 . 特征 为 cc 的 素 域 都 同 构 . 特征 为 素数 p 的 素 域 都 同 构 . 

2) 任意 域 正 有 且 只 有 一 个 素 子 域 . 从 而 任意 域 都 是 素 域 的 扩 域 . 

事实 上 ,由 该 命题 已 知 域 己 必 存 在 一 个 素 子 域 . 设 Al,As: 都 是 瑟 的 素 子 域 , 则 交 Ai 站 
A: 既是 A: 又 是 A: 的 子 域 ,但 Al 人: 都 无 真子 域 ,于 是 Ai 一 Al NN As 一 A:， 所 以 E 只 有 一 个 
素 子 域 . 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 151. 定理 1. 
@ 北京 大 学 数学 系 几 何 与 代数 教研 室 . 高 等 代数 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978 
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另 一 证 法 . 因 域 EE 的 子 域 必 存 在 (比如 EE), 故 FE 的 一 切 子 域 的 交 人 A 必 存 在 ,这 个 交 人 A 就 
是 EE 的 一 个 素 子 域 . 这 是 因为 ,A 是 EE 的 子 域 ,又 A 本 身 是 索 域 . 因为 车 A 有 子 域 A', 即 
A'CA, 则 A' 也 是 E 的 子 域 ,但 A 是 已 的 一 切 子 域 的 交 , 从 而 A' 汪 A. 于 是 A' 二 A, 妈 A 是 素 
域 . 所 以 玉 有 素 子 域 A. 若 疡 有 两 个 素 子 域 Ai 与 As 且 Ai 关 As, 即 Ai 不 包含 A: 或 As 不 包 
含 Ai; 不妨 设 Al 不 包含 A;, 则 3aE Azs, 但 a€Ai. 作 和 A=Ai 们 As,A 是 As 的 子 域 ,又 a€ 
A: ,但 a 巨 A, 从 而 A 是 As 的 真子 域 ,此 与 A: 是 素 域 矛盾 . 所 以 EE 只 有 一 个 素 子 域 . 
关于 E 的 素 子 域 的 唯一 性 还 可 如 下 证 明 . 设 Al ,As 都 是 EE 的 素 子 域 且 Ai 关 As, 则 Ai 站 
A: 也 是 Ai 的 子 域 . 车 Ai 门 Az 关 Ai, 则 Ai 人间 As 是 Al 的 真子 域 ,此 与 Al 是 素 域 了 矛盾 ;车 
Ai 门 Az 二 Ai; 则 AlCA: ,此 时 Al 是 Az 的 真子 域 ,与 A* 是 素 域 矛盾 . 所 以 EE 的 素 子 域 唯 一 . 
3) ”利用 域 的 特征 可 将 域 EE 分 为 两 大 类 ,ch EE=o0 与 ch EE= 素 数 p. 两 类 域 的 构造 截 
然 不 同 ,而 特征 相同 的 域 有 许多 相同 的 性 质 . 因此 域 的 特征 决定 了 域 的 代数 结构 . 
4) 由 该 命题 知 特征 为 cc 的 域 已 含有 一 个 与 @ 同 构 的 子 域 ,从 而 五 一 定 是 无 限 域 . 
其 逆 否 命题 是 :只 含有 限 个 元 的 有 限 域 的 特征 必 为 一 个 素数 . 也 可 如 下 证 明 : 因 有 限 域 
是 一 个 有 限 加 群 ,由 第 四 章 ,二 ,7 ,特征 定 义 知 有 限 域 的 特征 是 一 个 素数 全 . 
5) 设 巨 是 域 民 的 扩 域 ,A 是 下 的 素 子 域 ,显然 A 也 是 互 的 素 子 域 . 
2. 设 F(CS) 是 添加 集 S 于 域 下 所 得 的 扩 域 ,这 里 下 是 域 E 的 子 域 ,S 是 EE 的 子 集 . 
证 明 ， 
1 (QsQ2 9 sn) | ayaz yan ES,n 是 正 整数 ,fi (a ,as,，… ,a,)， 
PF(S) = Pe ao 9 0 ) falai az， 和 ya )( 天 0)EFLayas ,a 


证 “ 记 等 号 右面 的 集 为 也 V 畴 


六 mode HJ, 因 FCS) 是 含 F 与 S 的 域 , 故 


fo (Qi yas yan ) 


户 (a ,mon) E F(S), 从 而 HCF(S). 反 之 ,首先 证 明 妞 是 已 的 子 域 . 显然 HCE, 3 非 零 


fe 《oa 9?Q2 9 ,a ) 


机 1 (aas 0 ) gi1CB 有 ,BB,) i ,os 
元 1 一 I EH. V Fa oy, )’ go Bs,) BB ) € 五 , 因 fea »Q2 » ,an ) gz CB ,应 ， ,B.) 


天 0, 故 


fi (Qi ,az ，…， an) gl (A ,PB s+ ,Pn ) 
fe la sQ2 ， yan ) gz (及 ,Pe ,* ,PB,,) 


_ 万 (oa 02 和 Qnr ) 2 (PB ,应 一 大 《aal ,az ，…， ,Qn ) 1 (A 2 ,Br ) ec H 
(al yas an)S2 CB ,Bb 0 “ 


同 理 , VY hh ,hs EH,hs 关 0,hhz! E 瓦 .于 是 五 是 已 的 子 域 . 又 YaeEF,o= 工 E 五 , 即 FC 


H. V0ES,0= 人 EH, 即 SCH. 从 而 昌 是 含 F 与 S 的 域 . 又 F(S) 是 含 F 与 S 的 最 小 域 ， 


因此 FC(S)CH. 所 以 F(S)=H. 

注 1) 构造 一 个 域 F 的 扩 域 的 基本 方法 就 是 添加 ,添加 就 是 把 域 下 扩充 为 较 大 的 域 
的 一 种 手段. 

2) F(S) 是 域 下 的 含 FF 与 S 的 一 切 子 域 的 交 K. 从 而 巨 的 扩 域 FCS) 必 存在 . 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 96. 定理 2. 
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事实 上 ,由 F(CS) 是 巨 的 含 下 与 S 的 子 域 ,类 是 已 的 含 顾 与 S 的 一 切 子 域 的 交 , 有 FCS) 二 、 
天 .反之 ,由 FS) 是 瑟 的 含 下 与 S 的 最 小 子 域 ,K 是 EE 的 含 F 与 S 的 子 域 ,有 FC(S)CK. 所 
以 F(S)=K. 


3) 特别 地 , 当 S= {a ,a ao)} 是 有 限 集 时 ,由 第 十 三 章 , 三 ,4,7) , 注 @, 扩 域 


Fa sas ，…yan) 
fila yaz yan) 
一 falar sas sn) (Ca 9Q2 9 ,Qn ) ， 《ai sQ2 9 yan ) (天 0) EC FLaa CQ2 0]) 


是 下 上 ayaz，…an 的 多 项 式 环 下 [aa »Q2 "°° ,0,j 的 商 域 . 

3. 命题 ; 设 玉 是 域 下 的 扩 域 ,Si,S, 是 五 的 子 集 , 则 

F(S1) (Sz:) = F(S) U S$;) = F(S,)(S,). 

主要 说 明 什 么 问题 ? 

答 ”主要 说 明 一 次 添加 与 逐次 添加 所 得 的 扩 域 相等 , 且 与 添加 的 顺序 无 关 . 从 而 有 

Fla sas a) 一 下 (al )(Caz) (a,). 

因此 可 以 利用 单 扩 域 来 研究 添加 有 限 个 元 所 得 的 扩 域 . 而 添加 一 切 集 S 中 有 限 个 元 所 得 的 
扩 域 的 并 集 就 是 扩 域 FCS)( 第 十 六 章 , 二 ,1). 所 以 单 扩 域 是 扩 域 的 基础 . 

4. 关于 命题 : 设 瑟 是 域 下 的 扩 域 ,aE 已 , 则 

(i) 单 超越 扩 域 FCa 兰 F[z] 的 商 域 F(zx). 

Xi) 单 代数 扩 域 F(a) 衬 F[zj/(p(x)), 其 中 p(xz) 是 FLz] 的 最 高 系数 为 1 的 唯一 确 
定 的 不 可 约 多 项 式 , 且 p(x)==00. 

1) 为 何 p(xz) 关 0? : 

2) 为 何 zz) 是 FLzj 的 最 高 系数 为 1 的 唯一 确定 的 多 项 式 ? 

3) 当 F[zj 是 域 时 , 即 当 a 是 下 上 代数 元 时 ,为 何 FLaj]==F(a)? 

4) ”为 何 p(xz) 是 ker 由 = (p(x)) 中 次 数 最 低 的 多 项 式 ? 

答 1) 因 a 是 下 上 代数 元 , 故 3 f(x)E FE[zx], f(x) 关 0, 而 f(a) 一 0. 于 是 (f(x))== 
Ca) 一 0, 即 f(x)E ker 中 ,所 以 ker $=(p(z)) 关 {0}. 因此 p(xz) 关 0. 

2) 设 p(z)==epo lx), 其 中 e 是 p(x) 的 最 高 系数 ,po (zx) 是 最 高 系数 为 1 的 多 项 式 . 因 
e 关 0, 故 是 域 下 的 单位 . 从 而 p(x) 与 po (x) 相 伴 . 由 第 十 四 章 , 二 ,6,Cp《zx)) 二 (po 《Xx)). 因 
此 我 们 可 令 p(xz) 的 最 高 系数 是 1. 若 39(Cz)EFLzj,qCz) 的 最 高 系数 也 是 1, 且 (q(Cz)) 一 
(p(xz)). 则 由 第 十 四 章 ,二 ,6,g(zx) 二 ap(zx), 其 中 a 是 下 的 单位 . 因 p(x),q(zx) 的 最 高 系数 
都 是 1, 故 a=1. 从 而 q(x) 二 p(x). 所 以 p(x) 唯 一 . 

3) 由 第 十 六 章 , 一 ,2, 注 3),F(a) 二 FLaj 的 商 域 . 今 FLaj 是 域 ,由 第 十 三 章 , 二 ,5， 
FLa] 是 FLaj 自 身 的 商 域 , 所 以 Fla)==FLaj. 

另 一 证 法 . 因 FLo] 是 含 忆 和 ae 的 域 ,FLaj 是 含 下 和 a 的 最 小 域 , 故 FCa)CFLaj. 另 一 方 
面 ,显然 下 上 a 的 多 项 式 环 FLa]C 域 FLCa). 所 以 下 [qd 一 FGa)， 

4) Vs(z)(0)E(p(z)), 有 p(xz) |sCz). 因 s(x) 关 0, 故 deg p(x) 志 deg s(xz). 


注 1) 该 命题 给 出 了 两 类 单 扩 域 的 结构 . 利用 添加 的 元 是 代数 元 还 是 超越 元 ,可 将 域 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 155. 定理 1. 
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下 的 扩 域 分 成 两 大 类 .两 类 扩 域 的 结构 过 然 不 同 . 

2) 若 a 是 域 玉 上 的 代数 元 , 则 FLz] 的 最 高 系数 为 1 的 唯一 确定 的 不 可 约 多 项 式 
plz) 且 pCa) 二 0. 此 p(xz) 即 为 a 在 下 上 极 小 多 项 式 . 

3) 若是 F 上 代数 元 , 则 F(a) 二 FLa]. 这 是 单 代数 扩 域 的 特点 . 当 a 是 下 上 超越 元 
时 ,F(a) 关 FL[a], 但 F(a) 汪 FLaj. 要 注意 圆 括号 与 方 括号 的 区 别 . 例 ," 是 Q 上 超越 元 ， 


Qi 
Q (7) 一 | = 1 EQ ,m,n 是 非 负 整 数 ,6， 不 全 为 中 
> DT 


Q [x] = (Beare.eQ }. 


显然 Q (DD) 地 @ [7]. 

4) 域 下 的 单 超越 扩 域 必 存 在 , 且 在 同 构 意义 下 唯一 . 

事实 上 ,由 未 定 元 存在 定理 ?, 9] 下 上 未 定 元 zx, 从 而 3 下 上 x 的 多 项 式 环 FLxj, 于 是 
了 F[z] 的 商 域 . 由 第 十 六 章 ,一 ,2, 注 3) , 单 扩 域 F(x) 二 FL[z] 的 商 域 .又 因 z 是 下 上 超越 
元 , 故 了 3F 的 单 超越 扩 域 F(Cz). 由 该 定理 ,F 的 任 一 单 超越 扩 域 下 (a) 圭 FLz] 的 商 域 F(z)， 
所 以 下 的 单 超越 扩 域 在 同 构 意 义 下 唯一 . 

因此 可 知 域 下 的 单 代 数 扩 域 必 存 在 2. 

5) ”该 命题 的 证 明 可 与 前 面 题 1 中 命题 的 证 明 相 比较 . 

5. 关于 命题 : 设 玉 是 域 下 的 扩 域 ,a EE,a 是 下 上 代数 元 ,F(a) 守 F[zj/(p(x)), 其 中 
pl(z) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 , 则 


ml 
(i) VBEF(a),B 可 唯一 表 成 B= a0 其 中 a EF,n 二 deg p(x), 


7 一 1 
(iD yo 一 > aai，g(a) 一 Fon EFla), f(a) + g(a) = D8 + bi)ai. 


Ci) V fl) ,gE FC), flo) g(a)=r(a) ,其 中 7r(OE F(a) 且 r(z) 是 f(x)g(z) 除 
以 pz) 所 得 的 余 式 .@ 

1) 为 何 B 的 表 法 唯一 ? 

2) 证 明 (iii). 

答 1) 若 h=ni(@)==rz (a),n(z) 一 0 或 deg ri (xz) 二 n,rs(x) 二 0 或 deg 7 (zx) 二 nn. 令 
CX) = 二 ni(z) 一 rs(X); 则 Cx) 一 0 或 deg k(x) 过 n. 于 是 四 (EC(X))==k(a) 二 ni(a) 一 rs(a) 二 
0@, 因 此 有 CZ)E ker 中 二 (pCz)), 从 而 pCz) |k(z). 所 以 kz) 二 0. 否则 ,与 deg k(x)<n 一 deg p(x) 
矛盾 . 即 ri(x)==rs(x). 可见 8 的 表 法 唯一 . 

2) 事实 上 ,由 第 十 五 章 , 一 ,2 中 命题 ， f(x)g(x) 二 q(x)p(z) 十 r(z), 其 中 q(x),r(zX)E 
F[z],r(Cz)=0 或 deg r(z)<deg p(x), 所 以 f(a)g(o)=g(o) pl(a)+r(a)=r(a)®. 


9 ” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 103. 定理 1. 
@ 同上 .158. 定理 3. 

@ 同上 .156. 定理 2 

@@ 则 上. 108. 定理 3. 


272 


第 十 六 章 扩 域 . 素 域 . 单 扩 域 、 代 数 扩 域 


注 单 代数 扩 域 Fo)s< FLz]/(p(z)), 由 此 看 来 ,F(a) 中 的 元 似乎 比较 抽象 ,复杂 . 实 
际 上 , F(a) 中 的 元 很 具体 ,简单 . Fa) 一 { are' |as EF)】 ,其 中 一 deg p(z). 这 就 更 进 一 


步 地 表明 了 对 于 单 代数 扩 域 F(a) 来 说 ,a 在 F 上 极 小 多 项 式 p(x) 的 重要 作用 , 它 唯一 确定 
了 F(xz) 的 构造 . 
6.1) 元 “在 域 F 上 极 小 多 项 式 的 定义 是 什么 ? 
2) 给 出 一 些 元 在 域 F 上 极 小 多 项 式 的 等 价 形式 . 
答 1) 设 E 是 域 F 的 扩 域 ,aEE, 则 
p(z) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 己 
(1) pz)=z" +Tax™! + 二 +ao 和 FLz]i 
(ii) pl(a)=0; 
(iii) Vs(Cx) (0)E Flz],sLta]=0, 有 deg p(X) deg s(x) 
有 是 称 n=deg p(x) 为 a 在 FF 上 的 次 数 . 
2) 设 EE 是 域 F 的 扩 域 ,aEE, 则 
p(Xz) 是 a 在 下 上 极 小 多 项 式 


{1) 


仿 G) p(x) 是 下 上 最 高 系数 为 1 的 多 项 式 ， 
(ii) pl(a)=0; 
Gii) VsCzE FLz]J, s(o)=0, 有 plz)|s(x). 


名 GD) 同上 ; 
(i) 同上 ; 
(iii) p(xz) 在 下 上 不 可 约 . 


(3) 


今 (i) 同上 ; 
(Gi) 同上 ， 
(iii) (F(a): F)=deg p(x)=n. 
事实 上 ,(1) (> ) (i) 与 (让 ) 显 然 成 立 . 由 第 十 五 章 ,一 ,2 中 命题 , s(x) 二 
plx)gq(z) 十 r(x) ,其 中 q(x),r(z)E FL[zj,r(zx)= 二 0 或 deg r(x) 之 deg p(x). 于 是 s(a) = 
pla)jg(lQ) 二 rla)0. 因 s(Q)==p(a)= 二 0,; 故 rla)==0. 若 r(xz) 关 0, 则 deg r(x) 二 deg p(x) ;此 与 
p(z) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 矛 盾 , 从 而 r(x)==0, 即 s(x) 二 p(xz)q(zx). 所 以 p(x) |sCz). 于 
是 (i 让 成立 . 
(< 二) 由 (ii ,VsCz)( 关 0O)E FL[x],s(a) 一 0, 有 deg bz) 魏 deg s(x). 从 而 由 定义 知 ， 
p(x) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 . 
(2) (二 ) (i),( 让 显然 成 立 .车 p(x) 在 下 上 不 是 不 可 约 . 因 p(x) 是 a 在 下 上 极 小 
多 项 式 , 故 p(x) 关 0 且 p(x) 关 FLz] 的 单位 ,不 然 ,车 p(x) 二 FLzj] 的 单位 , 则 pCz)E 下 ,从 而 
p(x) 二 1, 因 此 bp(a) 一 1 天 0, 矛 盾 , 所 以 bz) 天 FLz] 的 单位 .于 是 在 域 下 上 p(x) 可 约 . 由 第 
十 五 章 ,一 ,4, 注 3),p(z) 二 g(xz)h(zx), 其 中 g(x),h(X)E FLzx],0<deg g(x)<deg p(x), 
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0<<deg hz)<<deg p(x). 所 以 0==p(a)= 二 g(ao)h(a). 因 g(a),h(a)€ Ffa], 又 FLa] 是 整 环 ， 
无 零 因 子 , 故 g(a) 二 0 或 h(a)= 二 0. 但 deg g (zx) 二 deg p(x) 且 deg h(x) 二 deg p(x), 此 与 
pl(z) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 矛 盾 . 所 以 p(x) 在 下 上 不 可 约 . 

(二) 由 0,( 让 知 a 是 F 上 代数 元 ,从 而 a 在 F 上 极 小 多 项 式 必 存 在 . 设 i(zx) 是 a 在 
F 上 极 小 多 项 式 , 则 由 pa) =0, 利 用 等 价 形式 (1),t(zx) |p(x), 因 p(x) 在 下 上 不 可 约 ,又 
ti(Cz) 天 FLz] 的 单位 , 故 t(z) 是 p(xz) 的 相伴 元 , 即 i:(x)= 二 ep(x),e 是 下 的 单位 . 因 i(x)， 
p(z) 的 最 高 系数 都 是 1, 故 e==1, 即 p(x)==t(x). 所 以 p(xz) 是 a 在 FF 上 极 小 多 项 式 . 

(3) (二 ) (),( 让 ) 显 然 成 立 . 因 p(x) 是 a 在 F 上 n 次 极 小 多 项 式 , 故 F(a) 是 下 的 
单 代数 扩 域 . 从 而 (F(a): FE) 王 deg p(x)= 二 n0. 所 以 Ci) 成 立 . 

(<) 因 (F(Qo):F)=n, 故 a 在 上 极 小 多 项 式 的 次 数 为 8. 今 已 知 deg p(x)=n， 
p(x) 的 最 高 系数 是 1,pla)= 二 0, 即 p(xz) 是 下 上 以 a 为 根 的 非 零 多 项 式 中 次 数 最 低 者 ,所 以 
由 定义 ,p(x) 是 a 在 FF 上 极 小 多 项 式 . 

注 1) 设 p(z) 是 a 在 域 玉 上 极 小 多 项 式 , 而 aEF, 则 p(x)==zx 一 a. 

2) 车 a 是 域 上 超越 元 , 则 a 在 F 上 极 小 多 项 式 不 存在 . 否则 ,车 有 p(x) 是 a 在 F 上 
极 小 多 项 式 , 则 p(xz) 关 0,p(X)E FL[zj,pla) 一 0, 此 与 a 是 F 上 超越 元 矛盾 . 

该 命题 的 逆 否 命题 是 :车 存在 a 在 域 F 上 极 小 多 项 式 , 则 a 是 玉 上 代数 元 . 

3) 车 a 是 域 上 代数 元 , 则 a 在 F 上 极 小 多 项 式 必 存在 . 

4) 同一 元 的 极 小 多 项 式 与 域 有 关 . 例如 ,V2 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 是 zx? 一 2, 而 在 R 上 极 
小 多 项 式 是 z 一 V3 

5) a 在 域 玉 上 极 小 多 项 式 唯一 . 

事实 上 , 若 p(x) 与 ga(x) 都 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 , 当然 次 数 都 是 n, 最 高 系数 都 是 1， 
pla) 二 gq(a) 二 0. 若 g(x) 关 p(x), 则 有 h(x) 二 g(x) 一 p(x) 隆 0, 且 deg h(x)<<n. 但 h(a)= 
gla) 一 pl(a) 二 0. 此 与 训 (z) 是 下 上 极 小 多 项 式 矛 盾 . 所 以 “在 域 上 极 小 多 项 式 唯 一 ， 

另 一 证 法 , 若 p(z) 与 g(z) 都 是 “在 下 上 极 小 多 项 式 . 由 等 价 形式 (1), p(x) |9(z)， 


qCz)|z(z). 从 而 p(x) 与 q(x) 相伴 , 即 p(x) 一 eq(z) ,其 中 e 是 下 的 单位 . 因 p(x),q(z) 的 
最 高 系数 都 是 1, 故 e=1, 即 p(x) 二 g(x). 

6) 设 a 是 域 F 上 代数 元 , 则 

a 在 FF 上 的 次 数 =a 在 下 上 极 小 多 项 式 的 次 数 一 扩 域 F(a) 在 下 上 的 次 数 (F(a): F) 一 
F(a) 在 F 上 的 维 数 ,这 三 个 次 数 统一 起 来 了 . 

7) 设 是 域 F 的 扩 域 ,a 是 F 上 代数 元 ,p(xz) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 ,q(x) 是 a 在 E 
上 极 小 多 项 式 , 则 在 E[x] 中 ,q(x) |p(z). 

与 等 价 形式 (1) 必 要 性 的 证 明 类 似 地 可 证 该 命题 . 但 用 同样 的 证 法 却 不 能 证 明 
p(x) |qCzx) ,请 读者 考虑 其 中 原因 . 

7. 证 明 : 设 F(a) ,FCB) 都 是 域 下 的 单 代数 扩 域 ,a,8 在 F 上 有 相同 的 极 小 多 项 式 p (z)， 
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则 FCW FCpDQ. 
证 一 设 deg p(X) 二 n, 显 然 n>0. ,由 第 十 六 章 , 一 ,5 中 命题 ， 


F(a) = (Sole.er), F(B) = (S08 oer). 
设 b, aa' 31ap', 则 是 F(a) 与 FCB 间 的 一 个 同 构 映射 .事实 上 ,VY Fo = 3ae' € 
F(a) ,由 第 十 六 章 , 一 ,5 中 命题 ，f (2) 的 表 法 唯一 , 知 31 7(p) 一 ap E FCB), 使 得 


(Cf(o)) 二 /CB) , 即 四 是 映射 .中 显然 是 满 射 . V gC) 一 于 5B' EF (C8) , 同 理 ,g(8) 的 表 法 唯一 ， 


知 g(B) 在 中 下 的 逆 象 bi 唯一 .所 以 由 是 一 一 映射 . Y f(a) ,g(a)E F(a) ,由 第 十 五 章 , 一 ， 
2 中 命题 f(x)g(x)= 二 p(xz)q(z) 十 r(xz), 其 中 g(x),r(x)E FLxj,r《(x)= 二 0 或 deg r(x) 二 
deg p(Xz) 一 n, 从 而 rz) = cr,e EF. 因 a,B 在 F 上 有 相同 的 极 小 多 项 式 p (zx) , 即 pCa) 
二 p(B)=0, 故 


他 一 1 nl 
$b: fl ga) = ra) = Deo: > Dep' = 7r(B) = f(P)gB). 


所 以 F(a) 和 F(8). 
证 二 ”由 第 十 六 章 ,一 ,4 中 命题 ， 
Fla) 兰 F[z]/ (pC)), FB) 兰 FLz] /CpGz))， 
所 以 F(a) 衬 F(P). 


注 1) 举 个 例子 , QV5),Q(lwV5) 都 是 有 理 数 域 Q 的 单 代数 扩 域 ,V5,wY5 在 Q 上 有 
相同 的 极 小 多 项 式 一 5, 由 该 命题 ,Q 65) 人 QC 着 ) ,其 中 必 一 十 十 2 


因此 ,一 个 不 可 约 多 项 式 的 任意 两 个 根 具 有 许多 相同 的 性 质 . 根 的 代数 性 质 可 以 从 它 所 
满足 的 不 可 约 多 项 式 推 导出 来 . 

2) 若 将 该 命题 中 的 条 件 “c,8 在 下 上 有 相同 的 极 小 多 项 式 如 (z)? 改 成 “a,8 在 下 上 的 
次 数 相等 ”命题 不 成 立 . 即 : 设 F(a) ,F(B) 都 是 域 下 的 单 代数 扩 域 , (F(a): F)= (FCA): FF)， 
未 必 有 F(a) 衬 F(B). 

例 ”QO),Q(CW2) 都 是 Q@ 的 单 代数 扩 域 ,i,V2 在 Q 上 极 小 多 项 式 分 别 是 x? 十 1, xz! 一 2， 
因此 (QO:Q)=(QWD:Q@) 一 2. 但 Q@() 与 Q@ (V5 ) 不 同 构 . 不然, 假设 QO) 科 Q (V2D), 则 
由 :1 一 1, 一 1 一 一 1. 设 ;i 一 a 十 bYV2, 则 六 = 一 1 > (a 十 bY2)? 二 一 1. 从 而 ca 十 5V2 一 士 i， 
此 为 不 可 能 . 所 以 Q@ GD 与 QCV2) 不 同 构 . 

因此 在 该 命题 的 证 明 中 ,要 注意 ,8 在 FF 上 有 相同 的 极 小 多 项 式 p (x) 这 一 条 件 的 
作用 . 


又 例 ”QO) ,QCo) 都 是 Q 的 单 代数 扩 域 iw 二 一 十 十 虹 1 在 Q 上 极 小 多 项 式 分 别 是 
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22 十 1,z2 十 z 十 1, 从 而 (Q@CD:Q)=(Qco):Q)=2. 但 QGD) 与 @Q(Co) 不 同 构 . 和 否则 ,假设 


QG) 之 Qo), 则 h, -1 一 一 1L 设 由 :ji 一 ai, 则 下 一 一 1 一 (a 十 bw)? 二 一 1, 即 at+b( 一 去 十 
守 六 = 二 .于 是 a 一旦 +( 针 二 1)i=0. 半 一 十 1, 一 沽 , 因 5 是 有 理 数 , 故 发 生 巴 大 


所 以 QQ) 与 Q(w) 不 同 构 . 
又 例 ” QCW2),QC3) 都 是 @ 的 单 代数 扩 域 ,V2,V3 在 @ 上 极 小 多 项 式 分 别 是 zx? 一 2， 


Zz 一 3, 从 而 (QW2D):Q)=CQW3):Q)=2. 但 Q(V2) 与 Q (V3) 不 同 构 ( 参 看 第 十 一 章 ,四 ， 
11). 

3) 设 FCa),E(6) 都 是 域 下 的 单 代 数 扩 域 . 将 F(a),F(B) 看 成 域 下 上 的 向 量 空间 ,车 
(F(a): FF) 二 (F(P): F), 即 Fla),F(B) 在 域 下 上 的 维 数 相 等 , 同 《 高 等 代数 )? 中 结论 一 样 ,有 
域 下 上 向 量 空间 下 (a) 与 向 量 空间 F(p) 同 构 . 但 域 F(a) 与 域 F(D) 未 必 同 构 , 此 由 注 2) 中 三 
个 例子 可 见 . 

4) ”该 命题 的 逆 命 题 不 成 立 , 即 ; 设 F(a),F(B) 都 是 域 下 的 单 代数 扩 域 ,和 且 F(a) 幸 
F(B) ,但 a,8 在 F 上 的 极 小 多 项 式 未 必 相 同 . 见 第 十 六 章 , 二 ,3. 下 面 再 举 些 例子 . 


例 QCV5 iD,Q(o) 都 是 @ 的 单 代数 扩 域 5 i,o 一 一 二 十 并 | 在 Q 上 极 小 多 项 式 分 别 
是 安 十 3,z2 十 z 十 1. 而 QCW3 iD 一 QCo). 事 实 上 ， 
; 1 3 ， 
V3 1 一 2( 一 二 + 只 i)+1 一 2w 二 1E Q (w). 


一 去 十 喜 W3 DEQW3D), 同 上 理 , 有 QCDCQY3 D0. 所 以 QW3 一 Q(O) ,显然 QW5 D=Q(wo). 


由 第 十 六 章 , 一 ,4 中 命题 , Q[x]/(z’ 十 3) 圭 Q[z]/(z’ 十 z+1). 


又 例 QW2)=Q(2V2D),W2,2V2 在 Q 上 极 小 多 项 式 分 别 是 x 一 2,x? 一 8. QLz]/ (x — 
2) 兰 @[z]/ (x —8). 


又 例 QC 一 2 十 V2) 一 QV2), 一 2 十 V2,V2 在 Q 上 极 小 多 项 式 分 别 是 zx? 十 4zx 十 2， 
好 一 2. QLz]/(x:+4zrt+2)QLz]/ x’ —2). 

8. 试 给 出 域 下 上 向 量 空间 ,线性 相 ( 无 ) 关 ,n 维 向 量 空间 (有 限 维 空间 ), 基 ,无 限 维 空 
间 的 定义 . 

答 设 记 是 加 群 ,F 是 域 , 且 习 一 个 下 XE 到 EE 的 映射 四 叫做 乘法 . Ya EF,aEE, 把 
(aya) 记 为 aa,YVa,bEF,a,BEE, 有 

1) 1a=a, 其 中 1 是 下 的 单位 元 ; 

2) (ab)a=a(ba); 

3) (a+b)a=aa+tba; 
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4) aa 十 人 一 aa 十 a8. 
则 称 瑟 是 玉 上 的 一 个 向 量 空 间 . 
若 玉 是 域 下 的 扩 域 ,显然 玉 是 下 上 的 一 个 向 量 空间 . 


设 巨 是 域 下 上 的 向 量 空间 . 对 于 m ,ww EE, 若 3 () 不 全 为 零 的 元 am ,pw EE 

F ,使 得 
alal 十 azas 十 … 十 arar 一 0. 

则 说 @ ,as，…,a, 对 于 下 来 说 线性 (无 ) 关 . 

设 玉 是 域 上 的 向 量 空间 . 若 

1) a yw ,… ,Qs(E EF) 对 于 下 来 说 线性 无 关 , 这 里 n 是 正 整 数 ; 

2) VBEE,B,a ,0 an 对 于 下 来 说 线性 相关 . 
则 说 巨 是 F 上 的 nn 维 向 量 空间 ,也 说 玉 是 F 上 的 有 限 维 空间 . 说 m ,oz ，…:,o 是 瑟 在 下 上 
的 一 个 基 . 若 巨 含有 任意 多 个 对 于 下 来 说 线性 无 关 的 元 , 则 说 已 是 恋 上 的 无 限 维 空间 . 

注 1) 为 了 这 里 的 需要 ,我们 给 出 下 面 命题 ， 

设 玉 是 域 F 上 的 向 量 空间 ,a ,os ，…a EE, 则 

wm ,my，… ,as 是 正在 F 上 的 一 个 基 

拓 四 wma 对 于 下 来 说 线性 无 关 ， 


@ VBEE, 有 B=- 光 aei, 其 中 aEF. 


全 YBEE, B 都 可 唯一 地 表 为 B= 4,a, ER 
设 已 是 域 F 上 的 ” 维 向 量 空间 , 则 已 中 任意 十 1 个 元 对 于 下 来 说 都 线性 相关 
仿 《高 等 代数 ?中 的 证 明 可 证 . 
。 2) 在 (高 等 代数 )? 中 , 数 域 上 一 个 向 量 空间 如 果 含有 一 个 非 零 向 量 ,那么 它 一 定 含有 
无 限 多 个 向 量 . 把 域 的 扩 域 玉 看 作 F 上 的 向 量 空间 时 ,此 结论 不 成 立 . 

例 Zp 是 素数 ) 是 域 Z, 上 的 向 量 空间 , Z, 显 然 含 单位 元 [1] 取 [0], 但 Z, 恰 会 
个 元 . 
请 读者 考虑 产生 此 区 别 的 关键 原因 为 何 ? 
9. 关于 定理 : 设 巨 是 域 工 的 有 限 扩 域 ,7 是 域 F 的 有 限 扩 域 , 则 已 也 是 下 的 有 限 扩 域 ， 
BE:F)=(E:D(I:F)®. 

1) 该 定理 的 作用 为 何 ? 

2) 证明 该 定理 的 逆 命 题 : 设 是 域 1 的 扩 域 ,1 是 域 的 扩 域 , 且 巨 是 下 的 有 限 扩 
域 , 则 1 是 的 有 限 扩 域 ,E 是 1 的 有 限 扩 域 

答 1) 该 定理 是 域 论 中 的 一 个 重要 的 十 分 有 用 的 定理 , 称 定理 中 的 等 式 为 域 的 基本 
次 数 公式 . 它 起 着 与 群 论 中 的 Lagrange 定理 类 似 的 作用 . 说 明 有 限 扩 域 可 以 传递 

2) 事实 上 ,假设 了 是 下 的 无 限 扩 域 ,又 下 二 7, 则 在 了 中 从 而 在 巨 中 有 任意 多 个 对 
于 下 来 说 的 线性 无 关 的 元 .于 是 巨 是 下 的 无 限 扩 域 ,此 与 已 知 矛盾 .所 以 T 是 正 的 有 限 
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扩 域 . 

车 (EE: 玉 )==s. 假设 EE 是 T 的 无 限 扩 域 , 则 3s 十 1 个 元 ya，… ast1 (EE) 对 于 I 来 说 
线性 无 关 . 下 面 证 明 al ,as ,… ,as+1 对 于 下 来 说 也 线性 无 关 . 设 bai 十 Bz@z 十 … 十 boriast1 二 0， 
b; EF. 因 FCI, 故 6b.ET, 从 而 5 二 0,i==1,2,…,s 十 1. 因此 琅 中 s 十 1 个 元 ai yz ,… ast1 对 
于 下 来 说 线性 无 关 . 此 与 (E:F) 二 ;矛盾 .所 以 EE 是 I 的 有 限 扩 域 .[ 另 一 证 法 , 因 巨 是 下 的 
有 限 扩 域 ,I 是 下 的 有 限 扩 域 , 故 由 第 十 六 章 , 二 ,9, mq, ,0, EE, BRB,…B, ET, 使 
得 F(a ,oa as) 一下,F(8 ,2 ,…,B,) 二 1, 于 是 

了 (ai 3 Q2 100 ) 一 和 (Ah ,be (ai ,OQ ye 0) 
一 F(a az 0 ) CB ,Pe ，*** ,Bn ) 
一 五 (8 ,Be ,BB ) 
= E( 因 Bb, €E). 
因 w 是 FF 上 代数 元 且 I 必 F, 故 a; 也 是 I 上 代数 元 ,i 一 1,2…,n. 所 以 EE 是 1 的 有 限 扩 域 . 了 ] 

注 1) 设 EE 是 域 的 有 限 扩 域 ,YaEE, 则 (F(a):F)|(E:F), 即 a 在 F 上 的 次 数 整 
除 瑟 在 下 上 的 次 数 . 

事实 上 ,由 第 十 六 章 , 一 ,10,a 是 下 上 代数 元 ,从 而 F(a) 是 下 的 有 限 扩 域 . 由 本 题 2) ,EE 
是 F (a) 的 有 限 扩 域 ,于 是 (E:F)==(E:F (a)) (F(a):F). 又 (E:F (a)) 是 正 整 数 ,从 而 (F(a): 
P|(E:F). 


2 ” 设 E 是 域 1 的 扩 域 ,I 是 域 F 的 扩 域 , 且 E 是 F 的 有 限 扩 域 , 则 (E:1) | (E:F) ,I: 
F)|(E:F). 


事实 上 ,由 本 命题 2) 及 该 命题 ,有 (下 :FF) 一 (下 :ITCT:F), 从 而 结论 成 立 . 

3) 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 设 Fii1 是 域 F, 的 扩 域 ,i 一 1,2,…,n, 且 F 忆 1 是 F, 的 有 限 
扩 域 , 则 Fi 是 F; 的 有 限 扩 域 . 

4) 设 记 是 域 1 的 扩 域 ,IT 是 域 下 的 扩 域 , 且 E 是 F 的 有 限 扩 域 ,aEE, 则 I(a) 是 F(a) 
的 有 限 扩 域 . 

事实 上 , 因 瓦 是 下 的 有 限 扩 域 ,又 ETCa) 忆 已 , 故 由 本 命题 2) ,To 是 下 的 有 限 扩 域 ， 
又 To) 二 FCa) 二 下 ,再 由 本 命题 2) ,1(a) 是 F(a) 的 有 限 扩 域 . 

10. 给 出 命题 , 设 I 是 域 F 的 有 限 扩 域 , 则 了 是 下 的 代数 扩 域 2. 其 逆 否 命题 是 什么 ? 

答 设 I 不 是 下 的 代数 扩 域 , 则 I 不 是 下 的 有 限 扩 域 . 即 : 设 S 是 域 E 的 子 集 ,是 E 
的 子 域 ,a 是 上 超越 元 ,a ES, 则 F(S) 不 是 下 的 代数 扩 域 ,从 而 FCS) 是 下 的 无 限 扩 域 . 

例 民 是 QQ@ 的 无 限 扩 域 , 因 有 人 Q@ 上 超越 元 xE€ R. 

当然 ,特别 地 ,车 a 是 域 下 上 超越 元 , 则 添加 有 限 个 元 a,a ,as，…,a, 于 域 下 所 得 的 扩 
域 F(aya ,Qs ，… ,0,) 是 下 的 无 限 扩 域 . 

更 特别 地 , 设 域 玉 =F(a) 是 域 下 的 单 扩 域 , 则 

E 是 下 的 无 限 扩 域 今 a 是 下 上 超越 元 . 


事实 上 ,( 二 ) 略 . 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 163. 定理 3. 
四 同上 ,163. 推论 3. 
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(二 ) 由 该 命题 可 知 . 


11.1) 证 明 : 设 ,8 是 域 F 上 代数 元 , 则 v 去 8, 方 (80) 也 是 下 上 代数 元 0. 


2) 证明: 在 域 下 的 任意 扩 域 E 中 ,F 上 的 在 E 中 的 全 体 代数 元 作成 的 集 K 是 EE 的 一 
个 子 域 . 且 K 是 下 的 代数 扩 域 . 

3) 举例 说 明 上 面 10 题 中 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 即 , 域 的 代数 扩 域 未 必 是 下 的 有 限 
扩 域 . 因此 代数 扩 域 是 比 有 限 扩 域 更 广泛 的 一 类 扩 域 . 


证 1) 因 a,8 是 上 代数 元 , 故 Fa,B) 是 下 的 代数 扩 域 . 因 “ 二 p, (8 关 0)E 


F(a,B), 故 a 二 B, 记 (8z0) 是 玉 上 代数 元 . 


2) 因 域 下 中 的 元 a 都 是 EE 中 的 在 下 上 代数 元 , 即 aEK, 故 EDDK 关 中, 且 K 中 含 关 0 
的 元 . Ya,8EK,a 一 PEK ,Bz0 时 ,ap “一斑 EK ,所 以 K 是 EE 的 子 域 . 显然 K 是 下 的 代数 


扩 域 . 

3) 例 1 由 该 题 2) 知 ,在 @ 上 为 代数 元 的 一 切 复数 作成 的 集 K 是 Q@ 的 代数 扩 域 . 但 
K 不 是 Q 的 有 限 扩 域 . 

事实 上 ,对 于 Q 上 任意 一 个 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 p(x), 设 deg p(z) 一 n. 则 
3 Q@ 的 单 代数 扩 域 Q(a), 且 p(x) 是 a 在 Q 上 极 小 多 项 式 . 从 而 1,a,…,a”! 是 向 量 空间 
Q (qo) 在 Q 上 的 一 个 基 , 即 1,0,…,a” 1 (EQ (a)CK) 对 于 Q 来 说 线性 无 关 . 由 于 Q 上 有 任意 
高 次 的 不 可 约 多 项 式 ( 如 x" 十 2 EQ[x]), 于 是 K 有 任意 有 限 多 个 对 于 @ 来 说 线性 无 关 的 
元 ,所 以 K 是 Q@ 的 无 限 扩 域 . 

另 一 证 法 ,车 K 是 Q@ 的 有 限 扩 域 , 设 (K :Q@) 二 n. 由 艾 森 斯 坦 因 不 可 约 性 判别 准则 (第 
十 五 章 , 四 ,13) 知 ,n 十 1 次 多 项 式 p(xz) 二 xz”! 十 2x 十 2 在 Q 上 不 可 约 . 设 a(€E KK) 是 p(xz) 的 
一 个 根 , 则 pCz) 是 a 在 Q 上 极 小 多 项 式 ,从 而 十 1 个 元 1,4,…,a"(E K) 对 于 QQ 来 说 线性 无 
关 . 此 与 (K :@) 一 ”矛盾 .所 以 K 不 是 Q@ 的 有 限 扩 域 . 

例 2 因 Y2,Y3,W2,… ,2,… 都 是 Q 上 代数 元 , 故 EE 一 QW2,Y2,WY2，,…,W2,…) 是 Q 的 


代数 扩 域 . 而 在 无 限 多 个 元 V2 ,VY2,Y2，… ,VY2，… 中 任意 有 限 个 元 对 于 @ 来 说 都 线性 无 关 , 因 
此 互 是 @ 的 无 限 扩 域 . 

例 3 设 p 是 任意 素数 , 因 VP 是 @ 上 不 可 约 多 项 式 zx: 一 p 的 根 , 故 Vp 是 Q@ 上 代数 元 . 
从 而 EE=Q@C(V3,Y3,Y5,… ,VPB,…) 是 Q@ 的 代数 扩 域 .与 例 2 同 理 ,E 不 是 Q@ 的 有 限 扩 域 . 

12. 设 巨 是 域 F 的 扩 域 ,证 明 ， 

(E:F)=1EOFE=FR. 

从 而 玉 是 EE 的 1 次 扩 域 . 

证 (之 ) 因 (E:F)=1, 故 jaE€EE,a 关 0,a 是 EE 在 F 上 的 基 . 取 a( 关 0)E FCE, 必 
有 656( 关 0)EF, 使 4=ba. 因 下 是 域 , 故 a 一 bia EF, 从 而 EE 在 FF 上 的 基 a 必然 EF. 因 此 
VBEE, 有 B=cascEF, 即 BEF ,从 而 ECF, 显 然 FCE. 所 以 E=F, 
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(二 ) 五 的 单位 元 1( 关 0) 对 于 下 来 说 线性 无 关 . VBEE, 有 B= 有 1l. 因 EE= 下 , 玫 等 式 右 
边 的 BEF. 从 而 1 是 EE 在 FF 上 的 基 , 于 是 (E:F)==1. 
注 当 E 是 域 的 扩 域 时 ,利用 该 命题 可 证 明 E=F. 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 证 明 :F(S) 的 一 切 添加 S 的 有 限 子 集 于 F 所 得 的 子 域 的 并 集 是 一 个 域 . 
证 一 设 M= (F(A)|A 是 S 的 有 限 子 集 ),K 一 由 F(A). 而 K=F(S). 事 实 上 , 因 


AEM 


F(CA) 是 含 下 与 A 的 最 小 域 ,F(S) 是 含 下 与 A 的 域 , 故 F(A)CFCS), 从 而 KCF(CS). 反 
之 ,YaEF(S), 有 a 二 全 00) E F(a say,…,a,). 因 M 中 的 A 是 S 的 一 切 有 限 子 


fe (a 9Q2 9 ,Qn ) 


集 , 故 Fla ,as,… ,a,)CK, 于 是 aEK, 即 F(S)CK. 所 以 天 一 F(CS). 因 此 天 是 一 个 域 . 
证 二 设 M={F(A)|4 是 S 的 有 限 子 集 },K 一 JU F(A). 下 面 证 明 K 是 FC(S) 的 子 


F(AYEM 
域 . 由 证 一 知 KCF(CS). K 有 非 零 元 1. Ya,BEK, 必 F(A),F(B), 使 得 a EF(A),BE 
F(B). 因 AUB 也 是 S 的 有 限 子 集 , 故 a 一 8EF(AUB)CK. 若 hb 了 0,BEF(B), 因 FF(B) 是 
域 , 故 B81E€E F(B), 从 而 a8'E F(AUB)CK. 所 以 K 是 FC(S) 的 子 域 , 即 K 是 域 . 

注 1) 由 该 命题 知 ,可 以 把 添加 无 限 集 S 于 F 所 得 的 扩 域 下 (S) 转 化 为 添加 有 限 个 
元 于 下 所 得 的 扩 域 的 并 . 

2) 设 E 是 域 的 扩 域 ,Si,S; 是 瑟 的 子 集 , 则 F(S)UFGCS DCFGCS US:) ,但 未 必 
F(S1) UF(S,)=F(S, US;). 

事实 上 ,YaEF(S1)UF(Ss),aE€EF(Si1) 或 aEF(Ss). 不 妨 设 aE€EF(S1), 叉 F(Si)C 
F(S1)(S,) 一 F(Si1US;), 从 而 a EF(SiUS). 所 以 FC(S1)UF(S,)CF(S US;,). 

例 C 是 Q@ 的 扩 域 ,i,V2 EC.i 十 V2 EQ(i,V2), 但 i 十 V2 EE Q (i)U QV2). 所 以 
QO)U QW 了 Q(i,V2). 因 此 子 域 的 并 未 必 是 子 域 . 

2. 令 瑟 是 域 眉 的 一 个 扩 域 ,而 cE 开 .证 明 :e 是 下 上 的 一 个 代数 元 ,并 且 F(a)=F. 

证 因 aEF, 放 有 下 上 非 零 多 项 式 x 一 a, 使 < 是 x 一 a 的 根 ,所 以 a 是 下 上 代数 元 . 

显然 FCF(a) ;反之 ,F(a) 是 含 F 与 a 的 EFE 的 最 小 子 域 ,下 是 含 下 与 a 的 E 的 子 域 ,从 


而 Flo)CF. 所 以 F(a) 二 =F. (还 可 如 下 证 明 , Yu€ F(a), 由 第 十 六 章 ,一 ,5,4== 写 aa'， 
au EF. 因 aEF,F 是 域 , 故 wEF, 从 而 F(a)CCF.) 

注 1) 设 EE 是 域 下 的 扩 域 ,aEE, 则 

aEF 司 a 是 下 上 一 次 代数 元 . 

事实 上 ,( 一 ) 因 a 在 FF 上 极 小 多 项 式 是 x 一 a. ( 守 ) 因 a 是 F 上 一 次 代数 元 , 故 a 
在 下 上 极 小 多 项 式 为 一 次 多 项 式 bp(z) 一 z 一 c, 且 p(a)==a 一 c 二 0, 从 而 a 一 cEF. 

2) 设 E 是 域 F 的 扩 域 ,SCE, 则 显然 有 

SCF © F(S)=F. 


2 


3. 令 @ 是 有 理 数 域 . 复数 1 和 至 二 在 @ 上 的 极 小 多 项 式 各 是 什么 ? QD 与 Q( 守 于) 


是 否 同 构 ? 
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解 p(x)==(x 一 让 (x 十 让 ==x: 十 1 在 Q@ 上 不 可 约 , 且 p() 一 0, 从 而 p(x) 是 i 在 QQ 上 极 
小 多 项 式 . 


2i 十 1 (十 2D0( 一 1-D _1. 3. 1 3. 1 3 
和 -全 ]- 


之 一 z 十 号 在 @ 上 不 可 约 , 且 e( 二 一 号 i) 一 0. 从 而 q(z) 是 于 一 过; 在 Q 上 极 小 多 项 式 . 


QG=Q( 填 一) .事实 FL,QCQ( 去 一 二 Di 一 一 二 人 


上 一 分 i 十 EQ( 喜 一 这 i)， 


又 QCD 是 合 Q,i 的 最 小 域 ,Q( 士 一) 是 含 Q,i 的 域 ,从 而 Q(i)CQ (去 一 也 让 ;反之 ,QC 
QO 圭一 3iEQO), 从 而 Q (去 一 站 QO. 所 以 QQ) 一 Q (五 一 也 让 ,当然 Q 
Q( 志 一 5). (还 可 如 下 证 明 , YE@GD , 因 p(x) 二 十 1 是 i 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 , 故 由 第 十 


六 章 , 一 ,5,4 二 ao +ai= (a, 十 于】 + (4)( 志 -3i)eQ (一 六 i) ;从 而 QC()C 


@Q( 寺 一 号 ) ;反之 ,VPREQ (于 一 二 i) , 因 q(Cz) 一 局 一 z 十 二 是 寺 一 过 ;在 @ 上 极 小 多 项 式 , 故 
由 第 十 六 章 ,一 ,5,8 一 多 十 (二 一 训 让 一 (如 十 二 如 ) 十 (一 也 如)iEQCD ,从 而 Q (去 一 训 ]) 
QO. 所 以 QO)=Q( 记 一 让 


注 ”该 例 说 明 第 十 六 章 ,一 ,7 中 命题 的 逆 命 题 不 成 立 . 
4. 详细 证 明 ;对 于 任 一 给 定 域 下 以 及 下 上 一 元 多 项 式 环 FLz] 的 给 定 不 可 约 多 项 式 
pz) 一 xX 十 QariXx”! 十 … 十 ao 
总 存在 下 的 单 代数 扩 域 下 (a) ,其 中 a 在 域 下 上 的 极 小 多 项 式 是 p(x) 中 
证 ”该 命题 要 证 明 存 在 下 的 单 代数 扩 域 F(a) ,使 a 在 F 上 极 小 多 项 式 是 p(x). 


由 第 十 六 章 , 一 ,4 中 命题 , 单 代 数 扩 域 兰 F[z]/(p(z)), 从 而 就 需要 考虑 F[z]/ 
(p(z)). F[z] 是 主 理想 环 9,(p(z)) 是 F[z] 的 最 大 理想 @, 从 而 FLz]/ (p(x)) 是 域 9. 且 自 
然 同 态 $: f(x) 一 CT) 二 f(z) 十 (p(xz)) 是 环 F[z] 到 环 FLz]/Cp(z)) 的 同 态 满 射 8， 设 
F(CF[Lzj 在 下 的 象 是 F(CF[z]/(p(z)), 则 下 是 F[z]/(p(z)) 的 子 域 8, 又 Va€EF， 
$9|,:4 一 中 (a) 一 a 一 a 十 (p(z)) 是 下 到 FF 的 同 态 满 射 , 且 Va,bEF, 若 & 一 5, 则 a 一 bE 
(p(x)) ,从 而 p(x) |4a 一 5. 因 deg p(x) 二 n 之 0, 故 a 一 b 一 0, 即 a 一 b. 说 明 中 |s 是 F 到 下 的 单 
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射 .所 以 下 空 志 

由 所 是 域 F[z]/(Cp(Cz)) 的 子 域 ,F[z]/(p(Cz)) 一 下 与 域 下 无 共同 元 ,已 兰 下 ,由 控 补 定 
理 , 了 域 KK, 使 得 K 安 F[zx]/(p(x)), 其 中 ,VaEFCK,y:a> 由 (a)=a€EF;Y 7 了 (EKR— 
F,yJ: f(x) 一 f(x), 且 下 是 KK 的 子 域 . 

取 zEF[zj, 则 g(x) 二 Z=z 十 (p(X))E F[x]/(p(z)). 因 yy 是 满 射 , 故 3aEK ,使 得 Va) 
二 fz, 于 是 a 是 下 上 代数 元 .事实 上 , 因 pCo)==w 十 as_i0"! 十 … 十 ao EK, 故 p(a))= 二 Yr) 十 
Ua DM) 二 Ka) = 十 了 2 十 … 十 C0; 因 p(x)E FL[xj], 孝 (p(x)) 二 中 (zr 十 
Qi 二 十 a0) 二 十 十 十 .从 而 Up)) 二 由 (p(x)) 一 BCT)=p(z) 十 (p(z)) 
二 0 二 JK0) , 因 y 是 单 射 , 故 z(o 一 0. 于 是 “为 下 上 代数 元 . 

下 面 我 们 证 明 pCz) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 .事实 上 ,p(x) 是 下 上 最 高 系数 为 1 的 不 可 
约 多 项 式 且 p(a) 二 0, 由 第 十 六 章 , 一 ,6,2),(2) 知 p(x) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 . 

另 一 证 法 ,由 定义 易 证 集 A= {f(z) |f(z)E F[x],f(a)==0} 是 FL[zj 的 一 个 理想 . 设 
p(x) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 . 因 pi(a)==0, 故 p1(x)E A. 因 A 是 理想 , 故 (pi1(7z))CA; 反 
之 ;VY f(z)EA, 则 f(a) 一 0. 又 pi(z) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 ,从 而 由 第 十 六 章 , 一 ,6,2)， 
(1) ,pi (zx) | f(z) , 妈 3gtz)E F[zxj], 使 得 f(x) 二 pi (zx)g(z), 因 此 f(x)E(p1(x)), 于 是 
ACCpiCz)). 所 以 A=(pi(z)). 因 pCo)==0, 故 p(x)E A=(p1(z)), 从 而 pi(z) |p(zx). 因 
p(x) 在 下 上 不 可 约 ,又 pi1 (zx) 是 极 小 多 项 式 ,p1(zx) 关 FLz] 的 单位 , 故 p1(x) 是 plz) 的 相伴 
元 ,因此 pi(x) 二 ep(x),e 是 下 的 单位 .但 p(x) 与 p(x) 的 最 高 系数 都 是 1, 从 而 e 二 1. 所 以 
p(x)= p(x). 

5. 证 明 :; 对 于 上 面 题 4 证 明 中 的 K, 有 FLaj=K. 

证 VECEFLz]/ CpGz))， 由 由 是 下 [z] 到 FLzJ/ CpGCz)) 的 满 射 , jg (x) 二 bmz” 十 
az 十 必 十 名 EE 磋 ,使 得 bg(z)) 一 芭 . 又 由 (g(z)) Bz" 二 bi ZF 十 "十 Bo， 
5, EF., 因 是 映射 , 故 gCT) 二 Bz 十 Bri ”十 … 十 bo ,6b: EF. 即 FLx]/CpCx)) 中 的 任 一 
元 都 可 表 成 如 上 形式 . 

VpEK, 因 % 是 天 到 F[z]/Cp(z)) 的 上 映射, 故 习 8" 到 "十 本 二 三” 十 … 十 如 EF[zJ/ 


(2(z)) ,使 得 WB) 二 B27" 十 本 2 如 十 六 十 如. 又 用 (Bo 十 pan 十 和 十 各) 一 六 到 ”十 


责 工 "! 十 … 十 BF 凡是 单身 ,从 而 8 一 和 ar 十 pie: 十 … 十 和 E F(a), 即 KCF(Ca); 反 之 , 因 
F(o 是 含 F,a 的 最 小 域 ,K 是 含 下 ,a 的 域 , 故 F(a)CK. 所 以 F(a)==K. 
注 1) 题 4 中 命题 说 明 域 的 单 代数 扩 域 必 存 在 ,从 而 也 称 为 单 代数 扩 域 的 存在 定理 . 
2) ”该 命题 说 明 对 于 任 一 域 下 上 不 可 约 多 项 式 p(xz)( 即 任 一 域 f 上 次 数 大 于 零 的 多 
项 式 ) ,都 存在 下 的 一 个 扩 域 K, 使 p(x) 在 KK 中 有 一 个 根 ,因此 该 命题 也 称 为 根 的 存在 
定理 . 
3) ”该 命题 说 明 任 一 域 下 上 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 都 是 下 上 某 代数 元 在 上 
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的 极 小 多 项 式 . 

6. 令 巨 是 域 民 的 一 个 代数 扩 域 ,而 “是 已 上 的 一 个 代数 元 .证 明 :c 是 下 上 的 一 个 
代数 元 . 

证 由 a 是 EF 上 代数 元 , 3 上 非 零 多 项 式 f(x) 二 ao 十 a1z 十 …asx" ,使 得 f(x) 二 0. 由 
FE 是 FF 的 代数 扩 域 ,a; EE,a; 是 下 上 代数 元 . 则 Fla ,a ，,…,as) 是 下 的 有 限 扩 域 . 因 3 f(zx)€E 
Flaoyars" yas)[x]， f(x) 了 关 0, 使 得 f(a)= 二 0, 故 a 是 下 (ao,al,…,as) 上 代数 元 . 于 是 
FCaoal ,an)《a) 是 Flao ,a ，…,a,) 的 有 限 扩 域 ,由 第 十 六 章 , 一 ,9,Flao ,al，…,as,9) 是 
F 的 有 限 扩 域 ,由 第 十 六 章 , 一 ,10, F(ao,ai,…,as，q) 是 下 的 代数 扩 域 . 所 以 a 是 下 上 
代数 元 . 

注 1) 若 巨 是 域 眉 的 扩 域 ,ae 是 下 上 代数 元 , 则 显然 "是 已 上 代数 元 . 

2) 若 瑟 是 域 开 的 扩 域 ,ae 是 已 上 代数 元 , 则 “未 必 是 民 上 代数 元 . 例 , 恨 是 @ 的 扩 域 ， 
自然 对 数 的 底 。 是 RR 上 代数 元 ,但 e 不 是 Q 上 代数 元 ,因为 e 不 可 能 是 某 个 非 零 有 理 系数 多 
项 式 的 根 . 

3) ” 设 K 是 域 E 的 扩 域 ,E 是 域 F 的 扩 域 , 则 

K 是 EE 的 代数 扩 域 ,E 是 下 的 代数 扩 域 全 天 是 下 的 代数 扩 域 ， 
事实 上 ,( 一 ) VYVaEK, 因 天 是 巨 的 代数 扩 域 , 故 % 是 已 上 代数 元 .又 王 是 开 的 代数 
扩 域 ,从 而 依 该 命题 ,a 是 下 上 代数 元 . 由 a 在 K 中 的 任意 性 ,K 是 下 的 代数 扩 域 . 说 明代 数 
扩 域 可 以 传递 . 

(二) VaEECK, 因 是 F 的 代数 扩 域 , 故 a 是 下 上 代数 元 ,从 而 EE 是 F 的 代数 
扩 域 . 

YaEK, 因 KK 是 下 的 代数 扩 域 , 故 a 是 F 上 代数 元 . 因 E 是 下 的 扩 域 ,EL[Lzxj 汪 FLz]， 
故 a 是 EE 上 代数 元 .所 以 K 是 EE 的 代数 扩 域 . 

4) 设 EE 是 F 的 有 限 扩 域 ,车 a 是 EE 上 代数 元 , 则 a 是 下 上 代数 元 . 

事实 上 , 因 有 限 扩 域 是 代数 扩 域 , 故 由 该 命题 ,a 是 下 上 代数 元 . 

另 一 证 法 , 因 a 是 马上 代数 元 , 故 ECe) 是 巨 的 单 代数 扩 域 . 从 而 下 (是 互 的 有 限 扩 域 . 
因 E 是 FF 的 有 限 扩 域 , 故 由 第 十 六 章 , 一 ,9,E(a) 是 下 的 有 限 扩 域 . 由 第 十 六 章 , 一 ,10， 
ElQ) 是 FF 的 代数 扩 域 . 所 以 a 是 下 上 代数 元 . 

7. 令 下 ,TT 和 是 三 个 域 ,并 且 FCICE. 假 定 (I:F)==m, 而 EF 的 元 a 在 F 上 的 次 数 是 
n, 并 且 (m,n)= 二 1. 证 明 :a 在 TT 上 的 次 数 也 是 x. 

证 已 知 a 在 FF 上 的 次 数 是 n, 即 a 在 上 极 小 多 项 式 p(zx) 的 次 数 是 n. 因 了 是 F 的 扩 
域 ,a 是 下 上 代数 元 , 故 a 是 TT 上 代数 元 . 设 a 在 TIT 上 的 次 数 为 ;, 即 a 在 I 上 极 小 多 项 式 g (zx) 
的 次 数 为 ;. 由 第 十 六 章 , 一 ,6, 注 7) ,在 I[z] 中 ,q(xz) |p(zx), 从 而 s<n. 下 面 再 证 明 n<s. 
显然 I(a) 卫 IDF,I(a) 必 F(a) 刁 F. 因 单 代数 扩 域 1Ca) 是 了 的 有 限 扩 域 , 且 (ICo): D 一 又 了 
是 下 的 有 限 扩 域 , 依 第 十 六 章 ,一 ,9,1(a) 是 下 的 有 限 扩 域 .再 由 第 十 六 章 , 一 ,9,2), I(a) 是 
F(a) 的 有 限 扩 域 . 从 而 由 第 十 六 章 , 一 ,9， 

(Ta : F) = (Ta : DOT:F) = (1T(0) : F(a)) (F(0) :PF). 
即 sm 一 (ICo :FCa))n, 所 以 |sm. 因 Cm)==1, 故 njs, 即 ns. 因 此 (I(@): DD=s=n. 


8. 令 域 下 的 特征 不 是 2,E 是 下 的 扩 域 ,并 且 (E:F) 二 4. 证 明 ; 存 在 一 个 满足 条 件 FC 
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ICE 的 F 的 二 次 扩 域 1 的 充分 与 必要 条 件 是 :E 二 F(a) ,而 a 在 FF 上 的 极 小 多 项 式 是 zx“ 十 
az2 十 0. 
证 一 (<=) 已 知 E=F(a),a 在 下 上 极 小 多 项 式 是 x 十 ar’ 十 b, (F(a): 下) 二 4, 最 然 
下 Fo) 一 FE. 下面 证 明 (FCa?): F)= 二 2. 因 F(a) 是 下 的 有 限 扩 域 , 故 由 第 十 六 章 ,一 ,9,2) 
及 第 十 六 章 ,一 ,9 中 命题 ， 
(Fla) : F) = (F(a) :F(a)) F(a):F) = 4. 
于 是 只 需 证 明 (F(a:):F) 夭 1 且 (F(a): FoD)) 天 1.o2 EF, 事 实 上 ,车 a EF, 则 3cEF, 使 
得 w=c,; 从 而 a 是 F 上 二 次 多 项 式 x? 一 c 的 根 ,此 与 a 在 F 上 极 小 多 项 式 是 4 次 的 矛盾 . 所 
以 2 巨 下 , 即 FCa?) 关 F. 由 第 十 六 章 ,一 ,12, (F(a?): FF) 关 1. 又 aEF(m), 事 实 上 , 若 
aEF(a), 则 3 f(a)E F(a’), 使 得 fe) 二 a. 由 第 十 五 章 ,一 ,2， 3q(z’) ,ur tvEFLz], 
使 得 
fr) = (z+ar’ 二 bq(lr)+ur’: tv 
即 fC@) 二 we 十 v, 从 而 ua: 一 a 十 v= 二 fle ) 一 a 二 0, 即 a 是 FF 上 二 次 多 项 式 wuzx’ 一 x 十 v 的 
根 ,同样 与 已 知 了 矛盾. 所 以 a EF(e), 与 上 同 理 , (F(a): F(a?)) 取 1. 因此 (FC@): FF) 一 2. 于 
是 F(o ) 是 一 个 满足 条 件 FCF(Ca?)CE 的 下 的 二 次 扩 域 . 
(二 ) 1) 首先 证 明 , 设 EE 是 域 1 的 素数 p 次 扩 域 , 则 VBEE,BEI, 都 有 EE=1(B). 
事实 上 , 因 (E:1)==p 关 1;, 故 由 第 十 六 章 , 一 ,12,E 关 1, 从 而 在 中 存在 不 属于 了 的 元 . 
VBEE,B8ET, 由 第 十 六 章 ,一 ,9,2) 及 第 十 六 章 , 一 ,9， 
p= (E:T) = (E:I(B)(I(B :DD. 
因 8 人 IT, 故 1(B) 关 1, 由 第 十 六 章 , 一 ,12,C1(B): 大 1, 但 (1(B): DD |p, 因 此 (1(B): DD 二 p. 于 
是 (E:I(B))=1. 所 以 E=1(B). 
2) 再 证 明 , 若 ch 1 了 2,(E :1) 一 2, 则 jaEE, 使 得 E=1(a) 且 4 在 1 上 极 小 多 项 式 呈 
形式 x!: 一 s. 
事实 上 , 因 (E:1)=2, 故 由 本 题 1), 3 BEE,BET, 使 得 E=1(B8). 因 (1(B): 站 一 2,PE 
1(B) , 故 由 第 十 六 章 , 一 ,5, 二 hB 十 k,h,kET. 因 ch I 了 2, 故 2，1 隆 0, 其 中 1 是 域 工 的 单位 
元 .从 而 d= 二 (2，1)-1hET, 即 Ah 二 (2，1)4d. 于 是 记 =(2*1)dB+k, 即 8 一 24B+d? 一 d? 一 k 
二 0, 即 (8 一 4)? 一 (d? 十 k)==0, 令 a 二 8 一 d,s 一 d? 十 k, 则 a 是 zx? 一 s(E I[Lzj]) 的 根 .又 a EE. 
BEI,dE1, 故 a=B 一 4 ET. 由 本 题 1),E==I(Q). 又 (1(q): 耻 一 2, 从 而 0 在 TT 上 极 小 多 项 
式 是 z 一 5. 
3) 下 面 证 明 命题 的 必要 性 . 
已 知 ch FE 天 2,FCTICEE. 由 第 十 一 章 , 三 ,9,1),ch 1 关 2. 而 (1 :F) 一 2, 又 (E :下 ) 一 4, 由 
第 十 六 章 , 一 ,9,2),E 是 I 的 有 限 扩 域 ,从 而 由 第 十 六 章 ,一 ,9， 
4= (E:F) = (E:D(I:F) = (E:1)2. 
于 是 (E:1) = 二 2. 由 本 题 2), 3aEE,a€EI, 使 得 玉 =I(a) 且 a 在 1 上 极 小 多 项 式 是 zx? 一 s, 即 
5 一 a EL. | 
@ 车 sEF. 而 sE1,(1:F)=2, 由 本 题 1),1 一 FC3). 因 (CFC): 已 ==2, 故 sw 在 上 极 
小 多 项 式 是 2 次 的 , 设 为 g(x)== 蓝 十 at 十 b,a,bEF, 从 而 g(s) 一 gl) 二 a 十 a 喧 十 5 一 0, 即 wa 
是 x 十 ax? 十 bCE F[xzj) 的 根 .又 
E= 1(a) = F(s)(a) = F(a)(a) = F(a). 
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已 知 (F(Ca): FF) 一 4 所 以 六 十 az 十 5 是 ax 在 下 上 极 小 多 项 式 . 命题 得 证 . 

@ 若 sEF. 因 ch F 了 2, (CT:PF) 一 2, 故 由 本 题 2),37ETI,YEF, 使 得 TI 一 FC) 且 7 在 
FF 上 极 小 多 项 式 是 zx’: 一 t, 即 t= 二 XE€ 下 .注意 到 a 二 s: EF,Y 一 1: EF, 易 验证 a 十 7Y 是 下 上 多 
项 式 z' 一 (2s 十 21)x 十 (s 一 1)? 的 根 . 又 s 关 i, 不 然 , 若 ;二 ty 即 = 二 六 ,a: 一 7 产 二 0, 即 
(a 一 7》) (a 十 7) =0, 因 域 巨 无 零 因 子 , 故 a 二 7YET 或 < 二 一 YET, 此 与 a EIT 矛盾 ,所 以 st， 
即 s 一 t 关 0, 又 ch F 关 2, 从 而 2(5 一 ) 头 0, 显然 2(t 一 s) 关 0. 容易 验证 

a=[2G—»] [Cty — (+3s) (+7)], 


7= [2G—D] [Ct+7 ot+3D (t+ ]. 
因 t,s EF, 故 a,7YEF(a 十 7). 于 是 
五 一 To) = F(7)(a) = Fla,y) = F(a Y). 
由 (F(a 十 7): 下) 二 4,x' 一 (2s 十 2D) x 十 (s 一 1)? 是 a 十 Y 在 F 上 极 小 多 项 式 .命题 得 证 . 
证 二 (<=) 已 知 EE=F(a),a 在 F 上 极 小 多 项 式 是 x 十 ax’ 十 b. 显然 E 沪 Fla)DF. 
因 g(x )==x' 十 az? 十 b 在 下 上 不 可 约 , 故 g(xzx)==z 十 az 十 b 在 下 上 也 不 可 约 .而 gC )= 二 a 十 
aa2 十 5 一 0, 从 而 g(z) 是 ov 在 下 上 极 小 多 项 式 ,于 是 (Fle): 下) 一 2. 所 以 取 TI 一 FGc) 即 可 . 
(之 ) 已 知 ch F 关 2,FCICE,(I:F)==2,(E:F) 一 4， 由 证 一 ,(E:1)==2. 3a€E,， 
a 1, 使 得 玉 二 I(a) ,a 在 IT 上 极 小 多 项 式 是 xz: 一 s, 即 ;一 a* E17E€1,7YEF, 使 得 I= 
F(7Y),Y 在 下 上 极 小 多 项 式 是 zx: 一 t, 即 1 二 部 EF. 因 sEI1=F(Y),(F(7Y): F)=2, 故 由 第 十 
六 章 , 一 ,5,s 二 a 十 as7Y,al ,as EF.E=I(a)=F(7Y)(a)= F(a,Y). 
@ 当 as 关 0 时 . 
at= 5 二 ai 二 2aas7Y 十 a2 二 a? 一 af 
= 2a(l@i a7) Tay a = 2as+ait—a? 
= 2a10? 十 (abt — ai)., 
令 4 二 一 2a1,6 二 一 lat 一 @?), 则 a,bEF. 且 a 是 x 十 az? 十 b 的 一 个 根 .又 azs7Y=s 一 a 二 2 一 ai. 
因 四 尖 0, 故 7 一 ol 一 orla EE Fl), 从 而 E=F(a,7) 一 F(a). 已 知 (F(o):F)=4, 于 是 a 
在 F 上 极 小 多 项 式 是 xz 十 ax’ 十 b. 命题 得 证 . 
加 当 a 一 0 时 . | 
a 十 7 天 0, 否 则 , 若 as 十 7=0, 则 一 一 yxET, 此 与 ET 矛盾 ,所 以 ws 十 7 天 0. 又 ch F 了 2， 
由 第 十 一 章 , 三 ,9,1),ch E 头 2, 从 而 2C(a 十 7) 关 0. 又 = 二 s 一 1, 二 1EF, 因 此 [2Ca 十 
7)]-IE F(a 十 7) ,使 得 
a— [2C+nT [tn +e mr|EFa+Y), 
7= [2Ca+nDT' [Gt me +]|EFa+Y). 
从 而 EF=Fla, 站 ==Fla 十 7). 又 已 知 (Fla 十 7): FF) 二 4,a 十 7 是 下 上 多 项 式 x 一 (2s 十 220) 区 十 
(s 十 ?的 根 ( 见 证 一 ) ,于 是 该 多 项 式 是 a 十 7 在 下 上 极 小 多 项 式 , 命题 得 证 . 
证 三 (<=) 见证 一 . 
(之 ) 由 证 一 , 3cEE,aET, 使 得 已 =TCa)ya 在 I 上 极 小 多 项 式 是 二 一 s， 即 
5 一 oa EL. 
@ 若 sEF. 见 证 一 . 
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@ 车 sEF. 由 证 一 ,37YE1,7YEF, 使 得 I=F(Y),Y 在 F 上 极 小 多 项 式 是 x 一, 即 

t 二 XE 下 .考察 
(aa 十 oz) = ea(l+7)? = ae(l+27+7). 

因 w=s,X 二 1:EF,YEIT 但 YEF, 即 1 十 27Y 十 XY 巨 F, 故 (a 十 a7)? 筷 下 (Ca 十 ay7)2 EI. 由 证 
一 (之 ) 中 1),T=FCC 十 ac7)2). 已 知 CFCa 十 cz)2): FF) 一 2, 从 而 (十 ay) 在 F 上 极 小 多 项 式 
是 二 次 的 , 设 为 (x)= 二 zz? 十 Az 十 4,4,pEF. 于 是 l(a 二 +a7)?) 二 (a 十 a7)* 十 (a 十 a7)? 十 p= 二 
0, 即 a 十 aY 是 x' 十 Az 十 (EE FLz]) 的 根 . 

因 aEIT, 故 a 关 0. 因 ch E 关 2, 故 2a 关 0. 又 7 二 st EF ,从 而 

a 十 oy = [2a] [Ce 十 ay 和 十 到 一 至 只] EF (a+ a) ,0), 
c 十 ay 天 0. 不 然 ,e 一 一 ay, 因 a 天 0, 域 已 无 零 因 子 , 故 Y= 一 1E€F, 此 与 YEF 蔬 盾 .所 以 
a 十 ay 尖 0. 因 ch BE 尖 2, 故 2(ae 十 a7) 天 0. 又 好 一 so E 下 ,从 而 
a= [2CGa+ao T(t) +e ar] E Fe 十 oy). 
于 是 
E= I1(a) = F((a+ay)’)(a) = F((a+ a7)’ ,a) = Flat ay). 

已 知 (F(a 十 a7): 下 二 4, 所 以 a 十 a7 在 上 极 小 多 项 式 是 x 十 4z 十 &. 命题 得 证 . 

9. 令 巨 是 域 下 的 一 个 有 限 扩 域 . 证明: 总 存在 巨 的 有 限 个 元 ci ,az，…，,oan，* 使 王 一 
F(a ,as 和 … ,Qn ). 

证 因 瓦 是 域 下 的 有 限 扩 域 , 故 瑟 作为 下 上 的 向 量 空 间 有 维 数 巴 ,从 而 王 在 F 上 有 基 
qiyQy yyQn. 于 是 瑟 王 Fayau an). 事实 EL, YaEE,，3aa，…anEF, 使 得 = 


Daas € Fo ,ass en), 因此 ECF(a,Q@,… ,Qn); 反 之 ， F(aya，… am) 是 包含 
F,ai ,Q2，"… ;Qnm 的 最 小 域 ,FE 是 包含 Fa az s,Qm 的 域 ， 因此 F(a az 9 Qn CE. 所 以 五 一 
下 (al ,as an ). 

注 1) 我 们 有 :已 是 域 下 的 有 限 扩 域名 3 域 上 有 限 个 代数 元 a ,we ，…an EE ,使 
得 

五 一 F(a 9 人 2 0 ) 

2) 在 域 下 上 添加 有 限 个 代数 元 所 得 的 扩 域 和 域 的 有 限 扩 域 这 两 个 概念 是 一 致 的 . 
但 在 EE=F(a ;os,…,an) 中 添加 的 代数 元 的 个 数 m 与 扩 域 次 数 (E :下 ) 未 必 相 等 . 即 
(F(a ya ,am): 了 未 必 二 mm. 例如 (CR OD:R)=2. 

3) 在 域 上 添加 有 限 个 元 所 得 的 扩 域 和 域 的 有 限 扩 域 这 两 个 概念 却 不 一 致 . 见 第 
十 六 章 , 一 ,10. 即 该 命题 的 道 命题 不 成 立 . 

10. 令 @ 是 有 理 数 域 . 看 添加 复数 于 Q@ 所 得 扩 域 : El 二 @ (2 ,21 i), E, 一 
Q (2 20) ,一 二 1 二 3 jw 一 1 证明 :(E :Q (21)) =—2,(E, :Q)=6,(E, :Q@ (21))= 
4,(E, :Q@)=12. - 

证 一 2; 是 @(2) 上 多 项 式 p(x) 二 (zx 一 24) (zx 十 23i) 二 zx? 十 2 的 根 , 又 p(x) 在 
Q (23) 上 不 可 约 . 否则 ,pCz) 在 Q@(23) 中 有 根 . 因 2 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 攻 一 2, 故 可 设 a 十 


p24 十 c24(E @(23)) 是 p(z) 的 根 , 即 (a 十 523 十 c2)? 十 娃 二 0, 即 外 十 4bc 十 (十 2ac 十 1)29 十 
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《2c 十 24a6)2*# 一 0, 妈 a? 十 46c 一 0, 如 十 2ac 十 1 一 0,c? 十 ab 二 0. 从 而 as 二 ct，( 一 4bc)b 二 ct， 
即 一 4 久 c 一 cc 天 00, 否则, 若 c 一 0, 则 灵 一 一 1 矛盾 . 于 是 c 关 0, 因 此 一 46 二 0 , 即 乞 = (之 ) 


c 
一 一 开 , 矛 盾 .所 以 p(x) 在 QC24) 上 不 可 约 . 从 而 p(z) 是 23i 在 @(24+) 上 极 小 多 项 式 , 即 


(CEIQ (23)) = (@ (24) 24 :Q (21)) = 2. 
容易 验证 wm 一 1,o 一 23 wisas 一 (23wi)? ,a 一 (23wi)? 对 于 Q (21) 来 说 线性 无 关 . 而 
(2$ wi)* = 2$w =— 2$a 十 0as 十 2 和 as + Oa,. 
即 m ,as yas ,04 (24wi)t 对 于 @(24) 来 说 线性 相关 . 因此 wm ,om aya 是 EE, 在 Q(2+) 上 的 一 
个 基 , 于 是 (E, :Q(2)) 一 4. (实际 上 ,zx' 一 29x? 十 2 是 24 wi 在 Q(27) 上 极 小 多 项 式 .) 
由 第 十 五 章 , 四 ,13, 艾 森 斯 坦 因 不 可 约 性 判别 准则 ,zx’ 一 2 在 Q 上 不 可 约 ,从 而 全 在 
上 极 小 多 项 式 是 x 一 2, 于 是 (QC23):Q@) 一 3. 所 以 
(Ei:Q) = (Ei:Q (21)(Q (23):Q)=2.3=6. 
(E:Q@ ) = (Ei:Q (21)(Q (21):Q@)=4.3=12. 
证 二 因 i 一 2 二。23iE@(23 ,231) 二 EE , 故 
E =-Q(t,2D=-Q(0DDQ(0) 二 Q. 
因 xz? 十 1 是 i 在 Q@ (21) 上 极 小 多 项 式 , 故 
(E :@ (24)) = (Q@ (21)0) :Q (21)) = 2. 
因 2 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 x: 一 2, 故 (Q@ (23):Q) 一 3, 从 而 
(Ei:Q@) = (E:Q (21))(Q (21):Q )=2.3=6. 
因 i 一 一 (wD) 一 一 十 (2 wi)* EQ (24,210) ,3 20i—i=—21 (2 wi) ~i€ 


Q (2 ,23wi) , 故 
FE, = Q QF,240) = Q QWID I Q QWND I Q (2)IOQ. 
因 i 在 Q(27 ,V3) 上 极 小 多 项 式 是 xz? 十 1, 故 
(E, :Q (2 ,WD)) = (Q@ (2 WD OO) :Q (2 WD) = 2. 
z' 一 3 在 Q@ (2 ) 上 不 可 约 . 否则 ,也 一 3 在 Q(2+) 中 有 根 . 因 2 在 @ 上 极 小 多 项 式 是 
zx 一 2, 故 可 设 x 一 3 在 Q@ (21) 中 的 根 为 ao 十 a123 十 as2 ,从 而 (ao 十 a127 十 az2$)? 一 3 二 0， 
即 Ca2 十 4aias 一 3) 十 (qf 十 24aoa2)29 十 (2 十 2aoa1)27 一 0, 即 十 4a1as =3,af 十 240as 一 0， 


好 十 aoa 二 0. 于 是 a2a! 二 af ,一 a? (2aoaz) 一 at, 即 一 2a2as 二 af. 因 ca 天 0, 否 则 ,ai 一 3 矛盾 ， 
_ 3 1 
故 一 2a3 一 中 , 即 (名) 一 一 于 ,矛盾 .所 以 空 一 3 在 QC2+) 上 不 可 约 . 因此 V3 在 Q(2+) 上 极 
小 多 项 式 是 x 一 3, 即 (QC23)(W 引 ):Q (27))==2. 于 是 
(E, :Q@ (24)) = (E, :Q (2 WD) QO C21) WD :Q (2) = 2.2=4. 


(E,:Q@ ) = (E,:Q (21))(Q (21):Q@)=4.3= 12. 
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注 1) 还 可 如 下 证 明 (E, :Q@(23))==4. 


因 wi=2-3(24wDE QC ,230wi), 故 包 =Q(23 ,210) =Q(23 ,wi). i= i 


[人 人 


0 


二 (Zz: 十 1)? 一 (W3zx)? = 二 z' 一 十 1. 

从 而 和 i 是 Q(23) 上 多 项 式 x' 一 怀 十 1 的 根 ,又 x 一 尼 十 1 在 Q(2) 上 不 可 约 . 因此 也 一 尼 十 1 
是 wi 在 Q@(2+) 上 极 小 多 项 式 .所 以 (E; :QC24)) 一 (Q@(23)(wD:Q (23))=4. 

2) 证 明 (E: :Q(23)) 一 4 的 又 一 方法 . 

因 ieQ(2 ,23oi) (见证 二 ),w 二 2 导语 1 (2 wDEQ (C21,240i), 故 忆 二 Q(21,23 i) 一 
QC21 ,wD). 因 i 在 Q@(21,w) 上 极 小 多 项 式 是 式 十 1, 帮 (Es :Q (23,w) 一 (Q (2 ,w)(): 
QC23 ,ow)) 一 2. 因 w 在 Q@(23) 上 极 小 多 项 式 是 必 十 z 十 1; 故 (QC23)C@);Q (C21)) 一 2. 所 以 

(FE :QC24)) = (Es :QC2F ,0)) (QC2F) 0) :Q(2)) = 2.2=4. 


三 、 讲 与 练 


1. 判断 下 面 各 命题 是 否 正确 . 
1) 4 个 元 作成 的 域 下 ={0,1,a,a 十 1} (第 十 章 , 二 ,6) 是 素 域 . 
2) 设 F(a),F(B) 是 域 下 的 单 扩 域 :车 a EF(8),BEF(a), 则 F(a)==F(B). 
3) 设 p(z) 是 域 F 上 不 可 约 多 项 式 , 则 p(xz) 也 是 单 扩 域 (a) 上 不 可 约 多 项 式 . 
4) 设 EE 与 E' 都 是 域 FF 的 扩 域 , 且 E 衬 E', 则 E=E.. 
5) ” 设 Fla),F(B) 是 域 下 的 单 代数 扩 域 . 若 $ 是 F(a) 与 F(B) 间 的 辣 构 映射 , 则 a 在 由 下 
的 象 必 为 &. . 
6) 设 巨 是 域 下 的 扩 域 ,aEE. 则 . 
a 是 下 上 代数 元 全 3 f(z)E FLx]， f(x) 关 0, 使 得 Fa) 一 0 
名 Fl(Q0) 宇 F[zx]/(p(x)),p(zx) 是 a 在 FF 上 极 小 多 项 式 
名 F[aj= 二 F(a) 是 域 
名 F(a)={f(a) | 了 f(z)E FLz]) 是 下 的 有 限 扩 域 . 
7) 设 E 是 域 F 的 扩 域 ,EE. 则 a 是 F 上 超越 元 舍 VY 了 f(z)E FLz], 若 f(a) 二 0, 则 
f(x)=0 
© VCz)( 天 DO)E F[z], fla)#0 
会 wx 是 下 上 未 定 元 
局 是 任意 非 负 整 数 ,1,a,a?,…,a" 对 于 下 来 说 线性 无 关 . 
8) 设 工 是 域 F 上 未 定 元 ,f(z),g (zx)E F[zj. 若 a 是 下 上 代数 元 , f(a) 二 gCo), 则 
f(x)=g(zx). 
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9) 设 工 是 域 下 上 未 定 元 , F(Gz),g(Cz)IEFLz]. 若 是 已 上 超越 元 ,Fa) 一 gSCa)， 则 
f(x)=g(z). 

10) 设 EE 是 域 F 的 扩 域 .车 a 是 EE 上 也 是 下 上 的 代数 元 , 则 a 在 忆 上 与 在 FF 上 的 极 
小 多 项 式 相同 . 

11) 域 E 是 自身 的 代数 扩 域 . 

12) QW,V3,Y5,W7,…,3Pp，…) (zp 是 罕 数 ) 是 QQ 的 代数 扩 域 . 

13) 设 E 是 域 F 的 扩 域 , 则 

EE 是 下 的 有 限 扩 域 入 巨 是 FF 上 的 有 限 维 空间 . 

14) 设 EE 是 域 F 的 扩 域 , 则 (E:F) 隆 0. 

15) 车 EE 是 域 的 有 限 扩 域 , 则 下 只 含有 限 个 元 . 

16) 设 瑟 是 域 正 的 扩 域 , 匹 含有 限 个 元 , 则 五 是 下 的 有 限 扩 域 . 

17) 设 互 是 域 工 的 扩 域 , 工 是 域 下 的 扩 域 ,已 是 下 的 有 限 扩 域 . 若 ( 五 :下 ) 一 素数 p, 则 
T 一 下 或 了 一下. 

18) 设 瑟 是 域 工 的 扩 域 ,了 是 域 下 的 扩 域 . 

@ 若 (E:F) 一 (TIF)， 则 五 一 工 

四 车 (E:1)==(E:F), 则 I=F. 

19) 设 下 是 域 ,E=FCa ,os,…,0), 且 a; 是 Fla yao,… ,a_1) 上 代数 元 ,i 二 2,3,…,n. 
al 是 下 上 代数 元 , 则 EE 是 下 的 有 限 扩 域 . 

20) 设 EE 是 域 下 的 扩 域 ,a(EE) 是 下 上 代数 元 ,8EF(a), 则 PB 在 F 上 的 次 数 是 a 在 下 
上 的 次 数 的 因子 . 

21) Q@Q(n 是 域 Q(Crs) 的 单 代 数 扩 域 . 

解 1) 不 正确 .由 第 十 六 章 , 一 ,1, 注 1) 知 ,含有 限 个 元 的 素 域 必 有 素数 个 元 . 实际 
上 ,F 有 真子 域 40,1). 

2) 正确 . 事实 上 ,由 aEF(B), 有 Flo)CF(CB); 由 BEF(a), 有 FF(B)CFCQ). 所 以 F(a) 
=F(B). 

3) “不 正确 . 例 , 好 一 2 在 Q 上 不 可 约 , 但 之 一 2 在 QW2) 上 可 约 , 因 2 一 2 二 (zx-HW2)(zx 一 V2). 

4) 不 正确 . 例 ,yYZ 与 Vzw 在 @ 上 有 相同 的 极 小 多 项 式 也 一 2. 由 第 十 六 章 , 一 ,?， 
Qdw2) 庆 QQwzw). 因 yzoEQCW2, 故 QQW2 关 QZo). 

5) 不 正确 . 例 , Q(1),Q(2) 是 Q@ 的 单 代数 扩 域 .$4:a 一 a 是 Q() 二 Q@ 与 Q(2) 一 Q 间 
的 同 构 映射 .但 1 在 由 下 的 象 是 1 了 2. 

6) 正确 . 由 定义 ,第 十 六 章 , 一 ,4, 第 十 六 章 , 一 ,10 可 知 . 

7) 正确 . 由 定义 可 知 . 

8) 不 正确 . 因 a 是 下 上 代数 元 , 故 3h(Cr)( 关 0)E F[z], 使 得 h(a) 一 0, 从 而 Vk(X)E 
F[zj], 有 Ca) 十 hCa) 二 Ca). 但 Cx) 十 h(x) 才 k(x). 

9) 正确 .事实 上 ,假设 f(x) 关 g(x); 则 sz)= 了 f(x) 一 g(x) 关 0; 而 so)=f(a) 一 g(a)==0， 
从 而 a 是 下 上 非 零 多 项 式 s(xz) 的 根 , 于 是 a 是 下 上 代数 元 .矛盾 . 

10) 不 正确 . 例 ,R 是 Q@ 的 扩 域 .V2 是 RR 上 也 是 Q@ 上 的 代数 元 .V2 在 R 上 极 小 多 项 式 是 


Zz 一 V2, 但 V2 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 xz! 一 2( 参 看 第 十 六 章 ,一 ,6, 注 7)). 
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11) 正确 .事实 上 ,E 是 EE 的 扩 域 . 由 第 十 六 章 , 二 ,2, VaEE,a 是 上 代数 元 ,从 而 
EE 是 E 的 代数 扩 域 . 

12) 正确 . 设 p 是 任 一 素数 . 因 沪 是 @ 上 非 零 多 项 式 x? 一 p 的 根 , 故 Yp 是 Q@ 上 代数 
元 . 由 第 十 六 章 , 一 ,11,E 是 Q@ 的 代数 扩 域 . 

13) 正确 . 由 定义 知 ， 

14) 正确. 因 域 E 关 {0}), 故 玉 不 是 下 上 的 零 维 向 量 空 间 , 从 而 (E :FF) 关 0. 

15) 不 正确 . 例 ,1,i(EC ) 对 于 民 来 说 线性 无 关 . Ya EC ,a=al 十 只 ,a,b5ER. 从 而 1,i 
是 CC 在 R 上 的 一 个 基 . 于 是 C 是 只 上 2 维 向 量 空间 ,所 以 C 是 民 的 有 限 扩 域 .但 C 含 无 限 多 
个 元 . 

16) 正确 .事实 上 ,假设 EE 是 F 的 无 限 扩 域 , 则 互 是 F 上 无 限 维 空间 , 即 瑟 含有 任意 
多 个 对 于 瓦 来 说 的 线性 无 关 的 元 ,从 而 已 含 无 限 多 个 元 ,矛盾 ， 

17) 正确 . 由 第 十 六 章 , 一 ,9,2) 及 第 十 六 章 , 一 ,9 中 命题 ,(E:F)==(E:1)(IT:F)= 
力 . 因 p 是 素数 , 故 (E:T1) 一 1 或 (1: 下)==1. 由 第 十 六 章 , 一 ,12,1 二 或 IF. 

注 ” 依 该 命题 ,可 直接 证 明 第 十 一 章 , 二 ,3. 

18) 正确 .事实 上 ,@D 因 EE 是 F 的 有 限 扩 域 , 故 由 第 十 六 章 , 一 ,9,2),E 是 I 的 有 限 
扩 域 . 由 第 十 六 章 , 一 ,9,(E:F) 二 (E:D(T:F). 今 (E:F)=(IT:F) 关 0,; 从 而 (E:1)=1. 已 
知 瑟 忆 1, 由 第 十 六 章 ,一 ,12, 下 一 工 

另 一 证 法 , 设 ( 玉 :FF)= 二 (了 :FF)= 二 n;y 则 oyez yyQ4 ETaa ar 是 I 在 F 上 的 一 个 
基 . 因 ICE,(E :FF)==n, 黎 ya ,oa 也 是 巨 在 FF 上 的 一 个 基 . 从 而 VaEFE, 有 a= 


Daa,, aiEF, 于 是 a€1, 即 EC 工 所 以 五 一 I. 
1 
@ 与 中 类 似 地 可 证 . : 
19) 正确 . 事实 上 , 因 Qi 是 F(a ,aa 1) 上 代数 元 , 故 单 代数 扩 域 和 (alyaz，…， 
Qi-1) (a;) 是 F(a ,Qs ，,"…* ,Qi_1) 的 有 限 扩 域 ,i 二 2,3,*…,n. 且 F(a ) 是 F 的 有 限 扩 域 . 则 
(E:F)= (E:F(a sQ2 ac)) (F(a sQ2 0 2) C0, 1) : F(a ?CQ2 or)) Fla ) : 下 )， 
所 以 互 是 下 的 有 限 扩 域 . 
20) 正确 .事实 上 , 因 PBEF(a), 故 FC(B) 是 F(a) 的 子 域 . 且 Fla) 是 下 的 有 限 扩 域 . 由 第 
十 六 章 , 一 ,9,2) 及 第 十 六 章 , 一 ,9, 《F(a): F)==(F(a): F(PD) (FOP): 请 ). 
所 以 (FCB): F) | CFCa: FP). 


注 ”利用 该 命题 可 证 明 某 些 多 项 式 不 可 约 . 例 ,zx 一 2 在 Q@(W2) 上 不 可 约 . 否则 x 一 2 在 
Q@ (2) 中 有 根 B& 从 而 8 是 Q@ 上 代数 元 , 且 zx’ 一 2 是 6 在 Q 上 极 小 多 项 式 , 即 (Qp:Q)=3.V2(E 
Q@(V2)) 是 Q 上 二 次 代数 元 , 由 该 命题 ,3|2, 矛 盾 , 所 以 x 一 2 在 QQW2) 中 没有 根 , 即 之 一 2 在 


QW2) 上 不 可 约 . 
21) 正确 .事实 上 , 因 * 是 Q(x) 上 非 零 多 项 式 zx' 一 x 的 一 个 根 , 故 x 是 Q(x) 上 代 
数 元 ,从 而 Qnre)(r 是 Q(rs) 的 单 代 数 扩 域 .又 Qnr 一 @QCn) 所 以 Q() 是 QCm) 的 
单 代数 扩 域 . 
2. 判断 下 列 各 元 a 是 否 为 域 下 上 代数 元 .若是 , 求 出 a 在 下 上 极 小 多 项 式 , (F(a): F) 一 ? 
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F(a) 与 哪个 剩余 类 环 同 构 ? F(a) 的 元 都 可 唯一 表 成 什么 形式 ? 
1) a 二 B+a, 其 中 6 是 域 玉 上 超越 元 ,a EFF. 
2) * 是 Q 上 超越 元 ,一 "十 2 是 Q 上 超越 元 ,a 是 这 两 个 Q 上 超越 元 的 和 ,FF= @Q. 
3) a 二 记 ,其 中 8 是 域 玉 上 超越 元 . 
4) a=i, F= 7Z;. 
5) a=a+tbi (a,bEQ,LA0), F=Q. 
6) a 一 4 十 0 (a,b ER ,0A0), FPF=R. 


7) a=cos +isin 全 一 e 委 ,其 中 pp 是 素数 , F= @. 


一 27  .. 2 等 一 
8) ao 一 cos 这 十 isin 17 一 人 , F=Q. 


9) a 二 5e, 其 中 一 十 + 和 i， F=Q. 


10) a 二 Vp ,其 中 p 是 素数 ,n 是 之 1 的 整数 .下 = @Q. 
11) a=1+V2, F=Q@. 


12) a=V1l+V3, F=Q. 

解 1) a=B 十 a 不 是 下 上 代数 元 . 事实 上 ,假设 a 是 下 上 代数 元 ,又 因 aEF, 故 由 第 
十 六 章 , 二 ,2,a 是 下 上 代数 元 . 由 第 十 六 章 , 一 ,11,a 一 a 二 B 也 是 下 上 代数 元 ,矛盾 . 

2) a=# 十 (一 x 十 2)= 二 2 是 @ 上 代数 元 . 2 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 x 一 2. (Q@ (2):Q@)=1. 
QQLz/ (zx—2). 2)= (ala EQ). 

注 域 下 上 超越 元 的 和 未 必 是 下 上 超越 元 . 

3) a 一 BP? 是 F 上 超越 元 . 事实 上 ,假设 a=B? 是 下 上 代数 元 , 则 3F 上 非 零 多 项 式 
F(z) 一 ao 十 az 十 … 十 aiz 十 anz" ,使 得 f(B?)= 二 ao 十 a1B 十 …* 十 an-1B”" ?十 asB”*” 二 0， 
即 8 是 FF 上 非 零 多 项 式 g (x) 一 了 f(z) 二 ao 十 qi 十 十 an-1X*"” ?十 anaz” 的 根 ,此 与 B 是 下 
上 超越 元 矛盾 . 

注 Q@ 该 命题 说 明 : 

8 是 域 F 上 超越 元 > B* 是 域 上 超越 元 . 


有 8 是 域 下 上 代数 元 之 8 是 域 F 上 代数 元 ， 
再 结合 第 十 六 章 , 一 ,11 ;有 : 
8B 是 域 下 上 代数 元 仿 hB 是 域 下 上 代数 元 . 
其 逆 否 命题 是 : 
BP: 是 域 下 上 超越 元 伟 B8 是 域 玉 上 超越 元 . 
例 + 是 Q 上 超越 元 二 >" 是 Q 上 超越 元 . 
«二 7 是 Q 上 超越 元 二 > a 是 Q 上 超越 元 . 
x? 二 x 是 RR 上 代数 元 一 “是 R 上 代数 元 . 
«二 x 是 Q (7 ) 上 代数 元 二 a 是 Q(x) 上 代数 元 . 
一 x 是 QC(w) 上 代数 元 二 a 是 Q(x ) 上 代数 元 . 
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@ 可 推广 为 : 设 n 是正 整数 , 则 

PB" 是 域 下 上 代数 元 会 8 是 域 F 上 代数 元 ， 

4) a 二 i 是 Z 上 代数 元 .i 在 Z1: 上 极 小 多 项 式 是 x 十 1. ( 21 60):Z1) 二 2. ZiDc 兰 ZLz]/ 
(z+1). Z; GD 一 (a+bila,b EZ). 

5) a 一 a 十 i 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 [zx 一 (a 十 bi)][zx 一 (a 一 bi)] 一 (zx 一 a)? 十 所 二 zx? 一 
2az 十 (a 十 太 ) ,从 而 a 是 Q@ 上 代数 元 . (Q@ (a 十 6); Q@)=2. Q (a 二) 圭 Q@[zx]/(zx’ 一 2azx 十 
十 F). 因 a EQO) ,= 一 ab71 十 太 7! (a 十 BDEQ (a 二 如 , 故 Q(atbD 一 QO)={ct+di 
c,dEQ). 

例 3 十 i 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 zx? 一 2，3zx 十 (3 十 1?) 一 x? 一 6x 十 10. 

6) a 二 a 十 bi 是 RR 上 代数 元 .a 在 R 上 极 小 多 项 式 是 z? 一 2at 十 (a? 十 矿 ). 余 者 与 本 题 
5) 类 似 . 最 后 Ra 十 的 一 民 GD = {cdi|c,;d ER |} 一 C. 因 此 C 是 R 的 单 代数 扩 域 ,从 而 C 
是 民 的 代数 扩 域 . 


例 0 一 一 二 二 Ei 在 RR 上 极 小 多 项 式 是 必 一 2( 一 证)z+ (一 证) +( 信 ) = 十 zl 


ZX 十 x 十 1 在 民 上 不 可 约 , 但 在 民 (a) 上 , 因 a 是 十 Xz 十 1 的 根 , 即 zx 一 a|zx? 十 x 十 1, 而 
ZX 十 Zz 十 1 除 以 x 一 a 所 得 商 式 为 z 十 ac 十 1, 故 zx? 十 TX 十 1 二 (Xx 一 a) (x 十 a 十 1)， 


7) a=cos ST +isin 字 是 Q 上 代数 元 这 是 因为 a 是 Q 上 非 零 多 项 式 xz? 一 1 的 一 个 
根 . 又 zz 一 1 一 (z 一 1) (xz 和 :十 zt 十 … 十 1) ,a 不 是 x 一 1 的 根 ,从 而 a 是 x?! 十 xz? 十 … 十 1 
的 根 . 由 第 十 五 章 ,四 ,14,zz- 十 ze 十 … 十 1 在 Q 上 不 可 约 .于 是 a 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 zx! 
十 zt :十 … 十 1. (QC):Q)=p—1.Q(a)Q [rj)/(rr! 十 zx 了 十 下 十 1). QQ (a) 
二 {uo 十 aiQ 十 … 十 ap_2a? 7 ja EQ } 


例 ac 一 cos ti sin 全 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 Xz 十 十 ZX 十 x 十 1. 但 a= cos 从 十 


isin 2 在 民 上 极 小 多 项 式 是 心 一 2cos 等 zx 十 1. 


8) 因 a 一 cos ti sin 和 (注意 ,12 不 是 素数 ) 是 Q@ 上 非 零 多 项 式 x* 一 1 的 一 个 根 ， 


故 a 是 Q@ 上 代数 元 . 又 一 1 二 (zx)? 一 1 一 (xz 一 DD (2 十 D(x 一 必 十 1). 因 a 不 是 必 一 1 与 
好 十 1 的 根 , 故 a 是 zx' 一 xz? 一 1 的 根 . 因 x 一 x? 十 1=(zx 一 @) (x 一 2) (zx 一 2?) (zx 一 a1), 而 a， 
ao aEQ, 故 x 一 zx: 十 1 在 Q 上 无 一 次 因子 ,也 就 无 三 次 因子 .在 x 一 a,x 一 %” ,zx 一 a'， 
zx 一 a 中 的 任 两 个 一 次 因子 的 乘积 都 EQ[zj, 于 是 x 一 x 十 1 在 Q@ 上 无 二 次 因子 . 所 以 
zt 一 x2 十 1 在 Q 上 不 可 约 , 从 而 zx: 一 x 十 1 是 a 在 Q 上 极 小 多 项 式 . (Q(o:Q) 一 4. Q (oa) 
Qf[z]/Cx mrtl). QW= {ataatar ta |a EQ). 

9) a=Yae 是 Q 上 代数 元 . 因 a 是 Q 上 非 零 多 项 式 z 十 2 的 一 个 根 . 由 第 十 五 章 ,四 ， 


13, 艾 森 斯 坦 因 不 可 约 性 判别 准则 ,zx 十 2 在 Q 上 不 可 约 , 从 而 x 十 2 是 “在 @ 上 极 小 多 项 
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式 . (Q (0):Q)=3. QQLrj/(r 十 2). Q (0)= {ao 十 ata 十 cao |a: EQ 上 


10) 因 a=Yp 是 Q 上 非 零 多 项 式 x 一 p 的 一 个 根 , 故 a 是 Q@ 上 代数 元 . 由 艾 森 斯 坦 因 不 
可 约 性 判别 准则 ,x" 一 p 在 Q 上 不 可 约 , 从 而 x" 一 p 是 a 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 . (Q(o):Q) 二 nn. 


QWQL/ ep). Qo = | Dan'la, EQ | 


例 V5,Y3,42,Y7 在 Q 上 极 小 多 项 式 分 别 是 zx? 一 5,x? 一 3,z' 一 2 一 7， 

11) a 一 1-+V3 是 Q@ 上 代数 元 .a 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 [x 一 (1 十 V2)][x 一 (1 一 Y2)]= 
(xz—1)*—2=zx:—2r—1.(Q(():Q)=2. QSQLrl/(r 2r 1). Q (a) 
= {w+aala: EQ). 


12) a 二 Vi4V3 在 Q@ 上 是 代数 元 .a 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 是 (x 一 V1+V3) (zi 十 


VI+V3) (zx— VV3) (z+ VlyY3)=[Le 0H) (V3))= (2 1) 3=7'— 
2z2 一 2. 
(Q(a:Q)=4,Q(Cos 兰 QLz]/(z 一 2 刀 一 2). Qa)= {40 taot azat asas [a EQ } 

3. 设 下 面 各 a 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 为 p(x), f(a),g(a)EQ(a). 将 f(a) 十 g(a) 与 
f(a)g(a) 表 成 最 简 形 式 : 

1) p(x)=zx:—2. f(a)=3a+4,g(a)=5a—6. 

2) p(x)=x’—zx’+z+2, f(a)=a tatl, g(a)=e —a. 

解 1) f(a) 十 g(a) 二 8a 一 2. FCz)g(Cz) 一 15z2 十 27z 一 24 一 (z2 一 2)15 十 2z 十 6, 从 而 
Ja)g(Ca) 一 2a 十 6. : 

2) Fo 十 g(a 一 2 邓 2 十 1. 因 xz)g(z) 一 性 一 Z 一 加 z)(CZ 十 1) 十 (一 4z 一 2)， 又 如 (ao) 一 0， 
故 Fa)g(a) 一 地 一 a 一 一 4 一 2. 

4. 设 下 面 各 a 在 域 正 上 极 小 多 项 式 为 如 (z) ,fla)( 了 0)E F(Q). 求 出 [fC(o)]. 

1) a=%5,F=Q,p(r)=7x—2,f(a) =Y4+Y2+1. 

2) F=Q,p(z)=x—Zz+l1, f(o)=30 —20 二 a 二 2. 

3) 下 = Z: ,把 2Z3 中 元 [a] 表 为 a. p(x) 二 zx! 十 2x 十 1, f(a) 一 0. 

4) plz)=aoTarz+t ta ir" zx", f(o)=a. 

解 ” 求 LFCo] 一 一 般 有 两 种 方法 . 

(1) 因 p(z) 在 F 上 不 可 约 , 故 p(Cz) | FGz) 或 (xz),FCz) 互 素 ( 第 十 四 章 , 四 ,6,3)). 
因 f(a) 关 0, 故 pCz)+ f(x), 否 则 ,车 p(x)|f(z), 则 3qCz)E F[z], 使 得 FCz) 一 
p(x)g(x) ,于 是 f(a) 二 pCa)qla)= 二 0, 矛 盾 . 所 以 p(x),f(z) 互 素 . 用 轰 转 相 除 法 可 求 出 
w(x) ,v(X)EF[xzj], 使 得 pCx)wuCz) 十 f(z)v《z)= 二 1. 从 而 pCo)ulQ) 十 f(a)v(o)= 二 1. 因 pla) 一 0， 
故 fCo)vlQ)=1. 所 以 [f(D)] 二 vo). 


(Gi) 因 F(w) 中 元 号 aa'( 其 中 n 二 deg p(x)) 的 表 法 唯一 , 故 可 直接 比较 系数 . 
1) 对 f(z)==z? 十 zx 十 1,p(z) 二 x 一 2 作 轧 转 相 除法 ,得 p(x)( 一 1) 十 f(x) GZ 一 二 一 
1. 所 以 [fo]-!: 一 ax 一 1=V2Z 一 1. 
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另 一 解法 , 设 [ f(a)]"!'==a 十 ba 十 ce? , 则 由 a ==2， 
1 = 二 (ate’)(a+batca) 
二 a 十 25 十 2c 十 (a 十 5 十 2c)a 十 (a 二 5b 十 c)@?. 
比较 系数 ,得 a 十 25 十 2c 一 1,a 十 b 十 2c 二 0,a 十 6 十 c= 二 0, 解 得 a 二 一 1,6==1,c 二 0. 所 以 
[Fo]-: 一 一 1I+e= 一 1 十 V2. 


注 “可 将 一 LV2_ 表 成 最 简 形 式 . 


1 十 VZ 十 VS 
HY 1) +) 
1 十 YZ 十 VS 


一 (1 二 Y2)( 一 1+TyY2) 一 一 1 十 Y4， 
2) ”利用 思 转 相 除 法 ,得 
pp(Cz)( 一 3z22 一 ZX 十 1) 十 FGz)z 一 1. 
所 以 [Fo)] 一 一 


， 一 于 十 ac 十 1 
注 将 g(e) 一 B739 二 a 二 3 表 成 最 简 形 式 . 


g(a) = (o 十 a 十 1)(3a 一 202 十 ae 十 2)- = (e+a+ Da=a 二 二 ta. 
用 p(x) 除 g(x) ,得 : 
g(X)= 二 7X 十 ZT 十 T= 二 (XX: 一 XT 十 1)(x 十 2) 十 2X 一 2. 

所 以 g(a)= 二 2a 一 2. 

3) 设 [f(D)] 1!=ae? 十 ba 十 c. 因 = 一 2a 一 1, 故 (am 十 ba 十 c) 二 aa! 十 ba 十 ca 二 
(一 2a 十 c)@ 十 (一 a 一 26)d 一 b= 二 1. 比较 系数 ,得 一 2a 十 c 一 0, 一 4 一 20 一 0, 一 一]， 解 得 
a 二 2,6 二 2,c 二 1. 所 以 [f(a)]-!=2w 十 2a 十 1 

4) 设 [F(a] :一 o: 一 名 十 三 wx 十 … 十 和 -2oo 十 bao, 因 f(a)[Lf《a)] 一 一 1, 故 
boa 十 本 十 十 bzo" 十 bs" 二 1. 用 二 一 Qo 一 Qa 一 Qz 一 … 一 Qs-1a”! 代 入 ,整理 , 比 
较 系 数 , 得 一 aob,_1 一 1 po 一 Diai 一 0,0: —6,_1Q2 =0,°% ,6,2 — bn lan-1 一 0. 其 中 ao 天 0. 事 
实 上 ,车 ao 二 0,; 当 n=1 时 ,p(x) 二 zx 只 能 是 0 在 下 上 极 小 多 项 式 ,从 而 f(a) 一 a==0, 矛 盾 ; 
当 n>1 时 ,p(z)= 二 zx《aqi 十 azzx 十 十 an_1X"” ?十 zx”!), 此 与 pl(x) 在 下 上 不 可 约 了 矛盾. 所 以 
ao 天 0. 3aflE 玉 于 是 六 一 一 ar 和 一 一 aa 让 一 一 aa01 pb- 一 一 an-140 .从 而 
[ Fo] 一 o 一 一 aa 一 azarla 一 …… 一 aiaglo 一 ao 

5. 求 出 下 面 各 域 巨 在 域 玉 上 的 次 数 和 一 个 基 . 

1) E=Q(WViW3), F=Q. 

2) E=QW2,), F=Q. 

3) E=Q(W2,W3,v5), F=Q. 

解 1) 因 Y3 在 Q(V2) 上 极 小 多 项 式 是 zx’ 一 3,V2 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 xz? 一 2, 故 

(Q WE :Q ) = (QO WDYD IQ WN)(Q WD :QO 3x2=6. 
因 1,Y3, 交 是 Q(2) (5) 在 QCW2) 上 的 一 个 基 ,1,V3 是 QCW2) 在 Q 上 的 一 个 基 , 故 由 第 十 六 
章 , 一 ,9 中 定理 的 证 明知 ,1,V2,Y3,Y9,V2 V3,V2 V9 是 Q@(W2,Y3) 在 Q 上 的 一 个 基 . 
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2) 因 i 在 QW3) 上 极 小 多 项 式 是 zx? 十 1,W2 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 xz!' 一 2, 故 
(Q JDO) = QDOQ WD)Q WD :Q)=2x4=8. 
因 1,i 是 QD 在 QZ) 上 的 一 个 天 ,1, 仍 ,好 ,V8 是 Q (DD 在 Q 上 的 一 个 基 , 故 1,V2， 
折 ,8,ii1 扩 ,149,18 是 QCJ2,D 在 Q 上 的 一 个 基 ， 
3) (QWEWIN5:Q) = (CQ WE,VI) V5):Q (VE,VI)) (Q VE) (VI) :QW2)) 。 


(QW2D:Q)=2 2. 2 一 8. 1,V2,V3,V6,V5， V10， M15, V30 是 Q@ (V2,V3,V5) 在 Q 上 的 一 
个 基 . 


四 、 思 考 问题 


1. 证 明 : 

1) 域 忆 的 任 一 子 域 下 都 包含 瑟 的 素 子 域 A. 

2) QTNR, rr ) = QR. 

3) ” 设 a 在 域 下 上 的 次 数 为 n, 则 

as 十 aia 十 … 十 aiarl 二 0, a:EFSOad = a 二 "dn = 0. 

4) 设 巨 是 域 的 代数 扩 域 , f(z),g(zx) 在 F[zj 中 互 素 , 则 f(x),g(zx) 也 在 ELzj 中 
互 素 . 

5) 车 p(z) 是 域 下 上 3 次 不 可 约 多 项 式 ,E 是 的 有 限 扩 域 且 (E:F)==2”, 则 p(z) 
在 EE 上 也 不 可 约 . 

6) 设 K 是 Q 的 扩 域 ,QCKCQWD), 则 K=QWD 或 K=Q. 

2. 设 互 是 域 下 的 有 限 扩 域 ,pz(z) 是 下 上 的 最 高 系数 为 1 的 次 数 大 于 1 的 不 可 约 多 项 
式 , 且 deg p(x) 与 (E :下 ) 互 素 .证 明 :p(zx) 在 中 没有 根 . 

3. 设 已 是 域 下 的 有 限 扩 域 ,上 且 对 于 包含 F 的 任意 两 个 已 的 子 域 T 和 工 ,了 Cl 或 
I 汪 卫 .证明 :;E 是 F 的 单 扩 域 . 


4. 设 a 是 域 玉 上 超越 元 ,E 二 F(a). 又 设 I 二 下 a .证 明 :E 是 了 的 单 代 数 扩 域 . 
a 十 上 


5. 设 a 是 域 政 上 超越 元 ,EF 二 F(a),I( 娃 也是 EE 的 子 域 .证 明 ;a 是 I 上 代数 元 . 

6. 设 EE 是 域 的 扩 域 . 证明 :存在 下 的 代数 扩 域 K, 且 VaEE,aEK,a 都 是 K 上 超越 
元 ， 

7. 设 域 下 的 特征 是 素数 ,nn 是正 整数 ,d” 一 BEF 而 az” EE 开 .证明 :z7 一 6 是 F 上 不 
可 约 多 项 式 . 

8. 证 明 : 设 已 是 域 下 的 代数 扩 域 , 则 已 的 任 一 包含 已 的 子 环 R 都 是 EE 的 子 域 . 若 正 是 
域 下 的 有 限 扩 域 ,结论 也 成 立 . 

9. 设 E 是 R 的 有 限 扩 域 ,证 明 :E 尘 R 或 E 衬 C. 

10. 设 下 是 域 ,E 一 F(a) ,a 是 下 上 奇 次 代数 元 . 证明:E=Fla). 
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~ 基本 问题 问答 


1. 给 出 代数 闭 域 的 定义 及 一 些 等 价 形式 . 

答 设 玉 是 域 . 

E 是 代数 闭 域 祝 EE 无 真 代数 扩 域 

导 VfCX)E EL[zj,deg FCz)>0, 则 f(z) 在 EE 中 都 有 一 个 根 
售 V f(z)E E[xj,deg f(z) 之 0, 则 f(z) 的 全 部 根 都 EE 
VY fz)E ELz],deg f(z)>0, 则 f(z) 在 EE 上 可 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 . 

例 复数 域 C 是 代数 闭 域 . 

2.1) 证 明 命 题 : 设 是 域 F 的 扩 域 ,给 定 f(x)E F[zxj,deg f(x)=n>0, f(z)= 
an(X 一 Q(X 一 @2)…(X 一 0,) as EF,a; EE. 若 EE 是 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 , 则 E=F(a ,a ,…， 
a ) 0. 

2) ”证 明 该 命题 的 逆 命 题 : 设 玉 是 域 下 的 扩 域 ,给 定 f(x)E FLzj,deg f(x) 二 n>0， 
fx)=a, (zr—a) (za) ra) ,a EF ,a EE. 若 E=F(a ya ,a,), 则 EE 是 f(x) 在 
下 上 的 分 裂 域 . 

证 1) 由 已 知 ,FCF(aoyay oa)CE,FGaya… oa ) 是 瑟 的 子 域 . 因 we 
F(aqiyaz 9 906), 施 f(z) 在 Fla ,az，…,as) 上 可 分 解 为 一 次 因子 的 胶 积 .又 EE 是 f(x) 在 下 
上 的 分 裂 域 , 从 而 FCai ,oz ，…a) 不 是 巨 的 真子 域 .所 以 F(a ,as ,… ,a,) 二 EE. 

2) 因 E=F(a ,as ，…，as) 是 含 下 与 A(Gz) 的 所 有 根 的 最 小 域 , 故 互 的 任 一 真子 域 工 
FCISGE, 不 可 能 含 f(x) 的 所 有 根 . 从 而 FA(z) 在 工 上 不 能 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 . 所 以 下 一 
F(a ar，…，a) 是 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 . 

注 1) 设 下 是 域 , f(x)E F[xj,deg f(z)==n 之 1, 则 碧 是 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 馈 

(i) f(x)=a(z—a) (za) (ra) ,a EF ,a EE. 

(ii) E=F(a ,as, ,0,). 

“分 裂 ” 的 含义 是 指 f(x) 能 在 域 玉 上 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 . 但 E 仅 满足 此 条 件 ,E 未 
必 是 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 ,还 得 满足 最 小 性 , 即 已 = Fo ,as,… a.). 例 ,zx 一 5(EQ[zj]) 在 
C 上 能 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 :x 一 5 二 (zx 一 站) (zx? 十 是 x 十 V25)= (x 一 V5)(z 一 wY5)(z 一 


光源 ), 其 中 oo 一 二 + 次 io 一 寺 - 坚 让 但 C 不 是 迟 一 5 在 @Q 上 的 分 裂 域 QC5,o 尖 ， 
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w N= QW5,w)= QW). 
当然 仅 有 E= F(a CQ2 On ) EFE 未 必 是 f(z) 在 F 上 的 分 裂 域 . 例 ;EEF= QW2) 不 是 x 一 2 


在 Q 上 的 分 裂 域 QGB,os5oz 2) 一 Q(Z,w), 其 中 wo 一 一 二 + 坚 i. 


2) ” f(z) 在 域 让 上 的 分 裂 域 EE 是 含 F 和 f(z) 的 所 有 根 yc， oa 的 F 的 最 小 扩 
域 , 即 玉 二 Fai ,as，,… ,a,). 于 是 =Flal,as,…,a,) 是 下 的 有 限 扩 域 ,从 而 玉 是 下 的 代数 
扩 域 . 

3) f(z) 的 分 裂 域 与 域 下 有 关 . 

例 zt 一 2EQ[z]CR[z]. zx:—2=(x— YD) (r+) (riy2) (rtiVD). x2 在 Q 
上 的 分 裂 域 是 Q@(3, 一 VY2,192, 一 42) 二 QW3,i1Y2) 一 QW2,i). 而 x' 一 2 在 R 上 的 分 列 
域 是 ROW2,D= RO)=C. 

3. 证 明 命 题 ; 设 下 是 域 , f(x)E F[z],deg f(z) 二 =n 之 0, 则 f(z) 在 上 的 分 裂 域 EE 
必 存 在 人. 

证 因 deg f(x)==n>>0, 故 f(z) 关 0,f(z) 关 单位 .又 F[xj 是 唯一 分 解 环 ,从 而 最 高 
系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 户 (z)E F[xj, 使 得 f(z) 一 f(x)g1(x), 其 中 g(x)E FLz]. 由 第 
十 六 章 , 二 ,4, 3 下 的 单 代数 扩 域 El 二 Fla), 且 /Co ) 一 0. 在 EiLxj 里 ,由 fi (l(a) 二 0， 
fm) 二 0; 从 而 xz 一 | f(z), 即 f(z) 二 (zx 一 m4)hi(z), 其 中 hh (z)E Ei[z] , 广 (z) 天 0， 
deg hi(z) 二 deg 了 f(z). 车 h(xz)== 单 位 , 则 El==F(a) 是 f(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 . 若 请 (z) 尖 
单位 ， 因 EF [zj 是 唯一 分 解 环 , 故 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 f2 (TEE, [zj, 使 得 
jz) 一 PCz)gr(z)， 即 f(x) 二 (zx 一 01) fo(zx)gz (Xz), 其 中 g(x)E Ei[xj. 由 第 十 六 章 ,二 ， 
4, Ei 的 单 代 数 扩 域 Es 二 Ei(a;) 一 Fla,azs), 上 且 f(as) 二 0. 在 Es[Lxl 里 ,由 fi(as) 二 0， 
有 (gs) 一 0, 从 而 x 一 a2 h(x); 即 加 (zx) 二 (xz 一 gs)hs(z). 于 是 f(z) 一 (xz 一 m) (zx 一 @) 
hs (x), 其 中 hs (xX)E Es[zxj,hs (zx) 关 0,deg hs (zx) 二 deg hi (zx). 若 hs(x) 二 单位 , 则 E; 一 
F(a ,az) 是 f(zx) 在 下 上 的 分 裂 域 . 车 hs (x) 关 单 位 , 则 仿 上 继续 做 下 去 . 因 deg f(x)=n 
是 一 个 有 限 正 整 数 , 故 经 有 限 步骤 后 ,有 

fx) = a (zt—a) (xo a) (ro 0), 
ou EE,a, EF, 则 E=Fla ,mz,…,4,) 是 f(x) 在 上 的 一 个 分 裂 域 . 

注 ”该 定理 称 为 分 裂 域 的 存在 定理 .解决 了 域 F 上 任 一 多 项 式 f(x)(E€ F), 存 在 下 的 
适当 扩 域 已, 使 f(x) 的 全 部 根 都 E E. 还 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 证 明 中 主要 利用 单 代数 扩 域 
的 存在 定理 . 

4. 证 明 命题 : 设 域 之 ,L[z] 宇 L[z], 且 * 保 持 7, 即 VaELCL[Lz], 有 4X(a)=a= 
7n(a). 又 设 pCz) 在 域 L 上 不 可 约 . 证明:p(x) 在 4 下 的 象 p (zx) 在 域 L 上 也 不 可 约 ®2. 

证 假设 pC(z) 在 上 不 是 不 可 约 . 因 p(x) 关 0, 关 单位 , 故 P(x) 关 0, 关 单位 ,从 而 
(zx) 在 CL 上 可 约 ,p(zx) 在 上 有 真 因 子 g(x) ,使 得 p(z) 二 g(x)h(zx), 其 中 有 (xz) 也 是 p(x) 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 166. 定理 2. 
@ 同上 .167. 引 理 2. 
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在 世上 的 真 因子 . 从 而 在 和 下 , p(x) 二 g(x)h(z) ,其 中 &(Cz) 天 单位 0. 否则 g(z) 王 单位 ,与 
gCz) 是 五 (z) 的 真 因子 矛盾 . 同 理 h(x) 关 单位 . 由 第 十 四 章 ,一 ,6, p(xz) 有 真 因子 ,此 与 
plzx) 在 L 上 不 可 约 矛 盾 . 所 以 p(xz) 在 L 上 不 可 约 . 

注 ”该 命题 是 第 十 六 章 , 一 ,7 的 推广 ,只 要 取 工 一 工 即 可 . 且 其 证 明 类 似 . 

5.1) 证明 命题 ; 设 玉 是 f(x) 在 域 下 上 的 分 裂 域 , 则 YBEE, 8B 在 上 极 小 多 项 式 
sg(Cz) 在 互 上 能 分 解 为 一 次 因子 的 积 2. 

2) 证 明 该 命题 的 逆 命 题 : 设 瑟 是 域 下 的 有 限 扩 域 ,VBEE, 8 在 下 上 极 小 多 项 式 在 
瑟 上 能 分 解 为 一 次 因子 的 积 , 则 已 是 F 上 某 个 多 项 式 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 . 

证 1) 因 FE 是 f(z) 在 下 上 的 分 裂 域 , 故 E= F(a ,az yc) 其 中 QQaz， On 是 
太 (Cz) 的 全 部 根 . 因 瑟 是 的 代数 扩 域 , 故 VBEE,8 是 下 上 代数 元 ,从 而 8 在 下 上 极 小 多 项 
式 g(z) 必 存在 .假设 g(z) 在 已 上 不 能 分 解 为 一 次 因子 的 积 , 则 deg g(x) 之 1. 在 E[zj 里 ， 
&( 且 一 0, 即 z 一 8|g(z) ,于 是 g(x) 二 (zx 一 DhCz), 其 中 h(xz)E ELzxj,h(z) 隐 0. 因 deg g(x)>>1， 
故 h(x) 居 单位 . 因 E[zj 是 唯一 分 解 环 , 故 习 最 高 系数 为 1 的 EE 上 不 可 约 多 项 式 p(x)， 
使 得 hx) 二 plzx)gi1(x) ,其 中 g1 (xX)E EL[xj], 且 deg p(x) 一 m 之 1. 事实 上 ,假定 h(z) 只 有 EE 
上 一 次 不 可 约 因 子 , 就 与 g(x)= (x 一 Bh(z) 在 EE 上 不 能 分 解 为 一 次 因子 的 积 矛盾 . 于 是 
g(z) 二 (zx 一 甩 p(zx)gi(z). 由 第 十 六 章 ,二 ,4, 3 的 单 代数 扩 域 E(B8),plz) 是 在 E 上 极 
小 多 项 式 , 所 以 (E(B): E)==deg p(x)==m%%. 

因 g(B8)=(B 一 p(B)g1(B) 二 0, 又 g(xz)E FL[zxj,g(x) 在 F 上 不 可 约 , 故 Bp 是 玉 上 代 
数 元 , 且 g(xzx) 是 在 FF 上 极 小 多 项 式 . 又 B 是 F 上 代数 元 ,g(x) 也 是 8 在 下 上 极 小 多 项 式 ， 
所 以 由 第 十 六 童 ,一 ,7,F(B8) 圭 F(B). 且 F(B)[zx] 守 FC(B)[z], f(xz)= f(z)( 因 f(T)E 
F[z]). 因 此 f(x) 在 FC(B8) 上 的 分 裂 域 半 f(x) 在 FC(B) 上 的 分 裂 域 9, 即 FC(B) (a ,a ，… ,a,) 衬 


F(AB) (a yas，…as)， 即 下 (ayas，… ,a 8) 们 F(a ya ap). 从 而 Flai az， as 8)， 
F(a ,qs，… sar，B) 都 是 EE 的 有 限 扩 域 , 即 它们 都 是 上 有 限 维 空间 . 而 + 是 它们 间 的 一 一 映 
射 ,保持 加 法 . 且 因 YaEF,g(a)==a, 故 V7YEF(a ,0 ,0,,B), 中 (a7) = 和 (a) 9 (7) = 
a 中 (7). 因此 由 是 这 两 个 向 量 空间 下 (al ,as ,°° ,a ,B ) 与 Flal yas an ,9) 间 的 同 构 映射 . 于 
是 它们 的 维 数 相等 , 即 (FCa ,as ，…a8): FF)== (F(a as ayD): 开 ). 
(Fa ,ww yayB) :FEF) = (E(B) :F) = (E(B) :ED(E:F) = m(E:F). 
(Fa ,oa 9° 0B ) :FF) = (E(B) :F) = (E:F)( 因 BEE). 

所 以 mE:F) 二 (E:F), 因 (E:F) 关 0, 故 m==1, 此 与 m1 矛盾 . 从 而 g(x) 在 玉 上 能 分 解 
为 一 次 因子 的 积 . 

2) 已 知已 是 下 的 有 限 扩 域 ,由 第 十 六 章 , 二 ,9, 瑟 =FCaa，…a). 令 mw 在 下 上 极 
小 多 项 式 是 加,(z)， 一 1,2，…2, 且 JJCz) 一 加 (CZ) 力 (Z) 力 (人 工 ). 由 已 知 条 件 ,p;(z) 在 E 上 
能 分 解 为 一 次 因子 的 积 ,从 而 f(x) 的 全 部 根 都 在 EE 内 ,于 是 玉 含 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 
E’:EDE ;反之 , 因 Ql 02 °° ,Qn 都 是 f(z) 的 根 , 故 EDF(a 9 CQ2 0) 一下. 所 以 f(z) 在 
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同上 . 170. 定理 4. 
同上 . 163. 推论 2. 
同上 . 168. 定理 3， 
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下 上 的 分 裂 域 已 "一 下 = Fa ,as ay). 

注 1) 由 该 命题 知 ,车 记 是 f(x) 在 域 FF 上 的 分 裂 域 , YBEE, 则 BB 在 下 上 极 小 多 项 
式 在 下 上 的 分 裂 域 是 E 的 子 域 . 

2) 域 玉 上 任 一 多 项 式 g (xz) 在 f(x) 的 分 裂 域 上 未 必 能 分 解 为 一 次 因子 的 积 . 

例 x 一 5 十 6 二 (zx? 一 2)(x? 一 3) 一 (z 一 V2) (zx 十 V2) (x 一 V3)(zx 十 V3) 在 Q 上 的 分 裂 
域 是 玉 = Q@ (V2,V3). 但 Q@ 上 多 项 式 xz: 一 5 在 EE 上 不 能 分 解 为 一 次 因子 的 积 . 而 V2(E EE) 在 
Q 上 极 小 多 项 式 x 一 2 在 互 上 能 分 解 为 一 次 因子 的 积 . 

6. 命题 : 设 玉 是 有 限 域 ,ch 五 王 素数 p,A 是 EE 的 素 子 域 ,FE 中 恰 合 gq 二 p" 个 元 ,n 是 正 
整数 , 则 

1) 巨 是 多 项 式 z? 一 z(E A[z]) 在 A 上 的 分 裂 域 . 

2) 若 1 是 有 限 域 ,ch T= 素数 p,Q 是 工 的 素 子 域 , 工 中 恰 含 g 一 产 个 元 ,n 是 正 整 数 ， 
于 是 E 实 I%. 

试 证 明 2). 

证 由 第 十 一 章 ,三 ,9,1) ,ch A=ch 0Q==p, 又 A,0 都 是 素 域 ,有 A 人 守 Z/(p),Q 衬 Z/ 
《(p)2, 从 而 A 尘 Q. 且 A[xj] 圭 QLzxj. 所 以 zx 一 z 在 A 上 的 分 裂 域 EE 与 x 一 x 在 Q 上 的 分 
裂 域 1 同 构 . 

注 元 的 个 数 相同 的 群 未 必 同 构 ( 见 第 七 章 , 二 ,11). 元 的 个 数 相 同 的 环 也 未 必 同 构 ( 由 
第 九 章 ,二 ,2,R 二 {0,a,b,c} 为 非 交 换 环 ,而 2 为 交换 环 ,它们 不 同 构 ). 但 我 们 有 下 面 命题 : 
设 Ei ,E。 是 两 个 有 限 域 , 则 

Ei ,EE 的 元 的 个 数 相 同 仿 EE 全 E,. . 

事实 上 ,( 才 ) 记 巨 ,E: 所 含 元 的 个 数 为 9. 则 3 素数 pi ,ps, 正 整数 n,m, 使 gq 一 pp? 
二 p29, 于 是 记 | 好 ,ps | pr 因 pi ,ps 是 素数 , 故 |ps ,ps | 思 . 又 志 ,ps 都 是 正 整数 ,从 而 
二 王 ps, 于 是 mn 王 nz. 于 是 ,Es 所 含 元 的 个 数 都 是 g 一 好 . 由 该 定理 知 E 兰 Ei. (<<) 显 
然 成 立 ， 

该 命题 说 明 , 有 限 域 的 代数 性 质 由 该 域 的 元 的 个 数 唯一 确定 . 这 是 因为 有 限 域 的 结构 比 
其 他 代数 系数 更 为 严谨 . 

7. 关于 命题 :任意 给 定 一 个 素数 p, 一 个 正 整 数 n. 设 A 是 特征 为 p 的 农 域 ,gp",EE 是 
Z*? 一 工 在 A 上 的 分 裂 域 , 则 已 是 含 g 个 元 的 有 限 域 @. 

1) 为 何 f(z) 二 =x’ 一 zx 在 E 中 的 g 个 根 ai,as,… ,os 都 互 不 相同 ? 

2) 为 何 E = {amyass so |a15as ,sy 是 xz? 一 z 的 不 同 的 g 个 根 ) 是 互 = 
A (aa ，…，ay) 的 子 域 ? 

3) ”为何 E=E? 

答 1) 因 f(x)=gzrT i 一 1]=pr(lzT)— 1=[p" CD。1)]z 1 一 1 一 一 1( 因 ch A 一 加 )， 


张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 172. 定理 2. 
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间 上 . 171. 定理 1. 
同上 .173, 定理 3. 
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故 xz 一 a 二 了 有 (zx) ,i 二 1,2,…,g. 所 以 a 不 是 x' 一 z 的 重 根 ?, 从 而 x? 一 z 无 重 根 . 

2) 显然 @B 关 ECE. 又 因 g 一 p" 之 p 之 2, 故 EE 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 的 元 . Ya ,mw E 
Ei ,由 第 十 一 章 ,三 ,9,1),E 是 特征 为 p 的 域 . 由 第 十 章 ,三 ,4,2)， 

(ar 0 )9 一 《ai a 六 一 ar a?” = oi 一 0j， 
从 而 ai 一 a; EEi. Vai,a;(OE EN ， 
(ga71)’ = af la)! 一 aiay!, 

从 而 war EE1. 所 以 EI 是 EE 的 子 域 . 

3) 因 人 A 是 E=Alm ,ms,…,04) 的 素 子 域 ,El 是 巨 的 子 域 , 故 由 第 十 六 章 , 四 ,1,1) 知 
Ei1 沪 A. 从 而 EE 是 含 A 与 i ,as，,… ,a 的 域 .又 巨 是 含 A 与 a ,a2,… ,a 的 最 小 域 ,因此 EC 
Ei. 反 之 ,显然 E; CCE. 所 以 E=E. 


注 1) 任 给 素数 户 及 正 整 数 ”, 由 zx” 一 z 在 特征 为 p 的 素 域 人 上 的 分 裂 域 的 存在 性 
知 含 p” 个 元 的 有 限 域 必 存 在 . 

2) ”该 命题 是 第 十 七 章 , 一 ,6 的 闭 定 理 . 即 : 设 A 是 特征 为 素数 p 的 素 域 ,n 是 任 一 正 
整数 ,g 一 刀 , 则 

EE 是 以 A 为 素 子 域 的 含 g 个 元 的 有 限 域 

兮 已 是 多 项 式 z? 一 工 在 A 上 的 分 裂 域 . 

3) 设 n 是 一 个 正 整数 ,p 是 一 个 素数 , 则 巨 是 舍 p" 个 元 的 有 限 域 ,ch EF 二 =p,(E: 人 A) 
一 7,A 是 五 的 素 子 域 

售 E 是 z*” 一 x 在 A 上 的 分 裂 域 ,A 是 特征 为 p 的 FE 的 素 子 域 ,(E:A) 二 n 

OE ={a,0° ,ap |Q1 ,a ao 是 工 王 一 工 的 全 部 不 同 的 根 )，z 一 ch E， 

7 一 (五 :A),A 是 巨 的 素 子 域 . 

4) 由 于 最 初 是 何 罗 华 (Galois) 对 有 限 域 作 过 公理 化 的 研究 ,因此 有 限 域 又 称 做 Ga- 
lois 域 . 因为 对 于 任 一 素数 p 和 正 整 数 n, 有 和 且 只 有 一 个 含 如 个 元 的 有 限 域 ,所 以 将 此 有 限 
域 记 为 GF(p"). | 

8. 证 明 : 设 G 是 一 个 有 限 交换 群 ,m 是 G 的 所 有 元 的 阶 中 最 大 者 , 则 Ya EG,a 的 
阶 |al | mm2. 

证 因 G 是 有 限 群 , 故 由 第 四 章 , 二 ,6,G 的 所 有 元 的 阶 者 有限, 从 而 3m 是 G 的 所 有 
元 的 阶 中 最 大 者 . 假定 3cEG,|c|==n 二 m, 则 nn 才 1. 因 整 数 环 Z 是 唯一 分 解 环 , 故 

n= pr ,pep, 


其 中 p。 是 不 同 素数 , 思 二 0. 令 

m= pr 及 0 
其 中 p, ,gq, 是 互 不 相同 的 素数 , 环 之 0, 忆 二 0. 则 必 存 在 素数 p ,不妨 设 p=pi, 记 鹿 = 二 i, 族 二 j ,使 
j 六 以 不然 ,车 每 j, 亿 i , 则 n|m, 矛 盾 ). 于 是 n= 二 prini;, 其 中 风 王 如 …pi,m 一 pimi, 其 中 ,一 


如 prgn gz…gh , 且 (p,mm) 二 1. 设 以 m 为 阶 的 元 为 4EG. 则 由 第 六 章 ,二 ,5， [ar ke 


Q@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 ;高 等 教育 出 版 社 ,1978. 150. 定理 3. 
@ 同上 .173. 引 理 . 


300 


第 十 七 章 ”多项式 的 分 裂 域 `\ 有 限 域 .可 离 扩 域 


也 一 | 7 jj _. 一 ji 
六 m. 因 |c| 1 , 故 |c | (nom) ni p’'( 见 第 七 章 ， ,9). 因 (p,mi) 1, 故 (p ,m1) 
二 1. 又 G 是 交换 群 ,从 而 由 第 七 章 , 二 ,8, 有 cd cnEG, 使 

Hae 1 a le | mp > mp = m, 


此 与 已 知 条 件 矛 盾 . 所 以 Ya €G,|al |m. 

注 若 G 不 是 交换 群 , 命 题 不 成 立 . 例 ,Ss 不 是 交换 群 ,| (1)|=1,1(1 2)| 一 |(2 3)|= 
1(1 3)1=2,1(12 3)|=|(1 3 2)|=3, 从 而 3 是 Ss 的 所 有 元 的 阶 中 最 大 者 ,但 2+ 3. 

9. 关于 命题 : 设 EE 是 有 限 域 ,A 是 已 的 素 子 域 , 则 已 是 A 的 单 扩 域 0. 在 证 明了 含 9 
个 元 的 有 限 域 五 的 乘 群 G 是 一 个 循环 群 G 一 (a) 以 后 ,为 何 E=Ala)? 

答 因 G=(o 一 (la ya ?)), 故 EE=(0,1,Q,… ar?)}CA(la); 反 之 , 因 玉 是 含 A 与 
2 的 域 ,ACa) 是 含 A 与 a 的 最 小 域 , 故 A(a)CE. 所 以 E=Ala). 

注 1) 含 加 个 元 的 有 限 域 已 的 乘 群 G 是 一 个 加 一 1 阶 循环 群 , 其 中 p 一 ch E,n= 
(E:A),A 是 巨 的 素 子 域 . 若 a 的 阶 是 G 的 所 有 元 的 阶 中 最 大 者 , 则 G=(a) 且 EE=A(a). 因 
为 单 扩 域 的 结构 是 清楚 的 ,所 以 有 限 域 的 结构 也 就 清楚 了 . 因此 该 命题 完全 揭露 了 有 限 域 的 
构造 . 

2) 可 推广 为 如 下 命题 : 任 一 域 忆 的 乘 群 的 有 限 子 群 H 是 循环 群 . 

事实 上 , 因 五 是 有 限 交 换 群 , 设 闪 是 互 的 所 有 元 的 阶 中 最 大 者 , 故 由 第 十 七 章 , 一 ,8， 
VaEH,lal|m, 从 而 a"=1. 设 | 有 H| 一 x, 则 五 的 ”个 元 都 是 mm 次 多 项 式 z” 一 1CE E[z]) 


的 根 . 且 n<<m®. 又 因 m 是 及 中 某 元 b 的 阶 , 故 m|n. 又 n 了 0, 因 此 mn. 于 是 |6| 一 m 一 n 
三 | 昌 |. 所 以 H= (5). 

10. 判断 下 面 各 命题 是 否 正确 . 

1) 设 EE 是 域 F 的 扩 域 ,aEE, 而 a 在 F 上 极 小 多 项 式 在 F 中 有 重 根 , 则 a 不 是 F 上 


2) 设 aE 域 让 , 则 a 是 玉 上 可 离 元 . 

3) 域 下 的 可 离 扩 域 必 存 在 . 

答 1) 不 正确 .首先 五 得 是 到 的 代数 扩 域 , 非 可 离 元 a 是 上 代数 元 ,才能 谈 到 a 在 
下 上 极 小 多 项 式 . 再 者 a 在 FF 上 极 小 多 项 式 是 下 上 的 不 可 约 多 项 式 ,在 下 中 不 可 能 有 重 根 . 
因此 对 于 极 小 多 项 式 是 否 有 重 根 的 问题 ,总 是 在 分 裂 域 中 来 谈 的 . 正确 的 说 法 是 : 设 E 是 域 
F 的 代数 扩 域 ,aEE, 则 

a 不 是 下 上 可 离 元 售 a 在 上 极 小 多 项 式 在 分 裂 域 中 有 重 根 . 

2) 正确 . 事实 上 , 设 p(x) 是 a 在 下 上 极 小 多 项 式 . 因 aEF, 故 由 第 十 六 章 ,一 ,6, 注 
1) ,p(Xz) 二 x 一 EF[Lzxj, 从 而 p(xz) 无 重 根 .所 以 a 是 F 上 可 离 元 . 

注 ” 若 aE€ 域 让, 则 称 a 为 上 平凡 可 离 元 . 若 a € 域 路 , 且 a 是 上 可 离 元 , 则 称 a 为 FF 
上 非 平 几 可 离 元 . 

3) 正确 . 事实 上 , 域 下 就 是 自身 的 可 离 扩 域 . 这 是 因为 ,下 是 下 的 代数 扩 域 . Ya EF,a 
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是 下 上 可 离 元 ,从 而 下 是 下 的 可 离 扩 域 . 

注 车 EE 是 下 的 可 离 扩 域 ,E 关 FF, 则 称 E 为 下 的 真 可 离 扩 域 . 

11. 关于 命题 ; 设 下 是 域 ， f(x) 是 下 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

(i) 车 ch f=%o, 则 f(x) 没有 重 根 . 

Gi) 车 ch FF= 素 数 轧 , 则 

f(x) 有 重 根 合 f(x) = g(x?), 其 中 g(x) EF[xj%, 
这 里 说 明 一 下 ,f(zx) 是 否 有 重 根 是 在 f(x) 的 分 裂 域 玉 中 来 谈 的 . 

1) 为 何 :g(x)(E F[xj) 在 分 裂 域 记 中 有 重 根 仿 gC(z) 和 g (x) 在 FLzj 中 有 次 数 之 1 
的 公 因 子 ( 即 g(x),g'(zx) 在 下 上 不 互 索 )? 

2) 命题 : 设 f(x) 在 下 上 不 可 约 , 则 

f(x) 有 重 根 千 了 (x) 二 0 
为 何 成 立 ? 

3) 证明 Ci). 

答 1) (二 ) 若 g(zx) 有 重 根 , 则 g(x),g (x) 的 最 大 公 因 子 d(x) (EE Lxj) 的 次 数 之 1. 
因 d(x) 可 由 g(x),g (xz) 通 过 轧 转 相 除 法 求 出 ,而 加 转 相 除法 的 基础 是 带 余 除法 ,只 是 对 g(x)， 
g(x) 的 系数 (E 域 FF) 进行 加 、 减 、 乘 \ 除 的 运算 ,从 而 每 一 步 中 出 现 的 商 式 和 余 式 都 E F[ zj], 所 
以 d(x)E FLz]. 即 34(z)E FLz],deg d(x) 之 1, 使 得 d(x)|g(z), 且 d(x)|g’(zx). 

(<) 若 glx),g (x) 在 FLzj 中 有 次 数 之 1 的 公 因子 dz) ,显然 4(X)E ELxj, 则 g(x) 二 
d(x)h(zr),g (x) 二 d(x)k(z), 其 中 h(x),k(X)E E[zj. 因 EE 是 g(x) 在 下 上 的 分 裂 域 , 故 
d(x)=c (zaaXr—a) (ro,) ,其 中 aEE ,1 过 ;这 degg(x). 从 而 zx 一 aa | gtx) ,XO— a | 
g 《ZX). 所 以 g(x) 有 重 根 i. 

2) (二 ) 若 f(x) 有 重 根 , 则 由 本 题 1),， f(z) 和 (zx) 在 FLzj 中 有 次 数 之 1 的 公 因 
子 &Cz). 但 因 f(x) 在 上 不 可 约 , 克 f(x) 在 下 上 只 有 平凡 因子 ,而 d(x) 关 单位 ,于 是 

d(z) 是 f(z) 的 相伴 元 .假设 了 (x) 关 0, 则 deg PCz)<deg f(z) 一 deg d(z), 此 与 d(zx)| 
(zz) 矛 盾 . 所 以 f(x) 二 0. 

(二 ) 若 FPCz)=0, 则 rz) 和 PCz) 在 FLz 中 有 公 因 子 f(z) 且 deg f(z) 之 1, 从 而 由 
本 题 1)，f(z) 有 重 根 . 

3) (二 ) 因 f(x) 有 重 根 , 故 由 本 题 2), 了 (xz) 二 0. 设 FGz) 一 asz" 十 az 十 … 十 
az 十 ao 则 广 (站 一 naszo 十 (2 一 1)a 22 十 … 十 a 一 0, 从 而 ia 一 0 一 0,1,2，…,72. 若 
pi;, 则 i==gip 十 ri; 其 中 0<=r; 过 p. 因 ch F==p, 故 iai 二 (gip 十 ri)a; 一 qi(pai) 十 ria; 二 Yiai， 
又 ia 二 0, 于 是 ria; 二 0, 因 0 过 rx, 过 pych FF 二 py 故 aj 一 0. 即 车 pi; 则 a 二 0. 所 以 

f(z) 二 ao 十 Qix 十 "十 ap x? 十 asZP 十 Qpriz! 十 … 十 
dazp 1 TF! arpr? 十 Qzptl Xa 
二 Qo 十 QapX? 十 azp(X?)? 十 昼 十 awp (XxX?)' 二 g(x?)， 
其 中 g(x) 二 ao 十 apz 十 azpz’: 十 … 十 awX' EF[Lzj. 即 f(x) 可 表 成 下 上 的 x? 的 多 项 式 . 
(< 二) 因 f(x)= 二 g(xz?), 故 f(x) 二 bs (x?)" 十 十 bix? 十 bo, 从 而 f(z)= 
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(pm)bnx” 十 … 十 pb1z*? !. 因 ch Fp, 故 (x)= 二 0. 由 本 题 2),f(zx) 有 重 根 . 

注 1) 由 本 题 1) 知 ,g(x)(E FLzxj]) 在 下 的 扩 域 中 有 无 重 根 的 问题 可 以 直接 在 F 上 
来 判别 . 

2) 本 命题 给 出 了 域 下 上 不 可 约 多 项 式 在 分 裂 域 中 有 无 重 根 的 判别 方法 . 

例 用 a 表示 Z; 中 的 元 [aj. f(x)==x 十 2z 十 1(EZsLxj]) 无 重 根 . 

事实 上 , 因 ch Z;==3, 故 了 (zx) 二 3x: 十 2 二 2, 从 而 f(x) ,了 (x) 互 素 .由 本 是 1), f(x) 无 
重 根 . 

另 一 证 法 , 因 f(zx) 在 Z; 中 无 根 , 故 f(x) 在 Zs 上 不 可 约 .又 ch Zs 二 3, f(x) 关 g(7z’ ), 从 
而 由 本 命题 ，f (zx) 无 重 根 . 

12. 关于 命题 : 设 下 二 A(é&) ,其 中 A 是 特征 为 3 的 素 域 , 6 是 A 上 超越 元 . 

1) 为 何 元 KE FF) 不 是 下 的 某 一 元 的 3 次 宕 ? 

2) 为 何 下 有 不 可 离 扩 域 ? 

3) 为 何 妇 一 &E F[xj) 在 下 上 不 可 约 ? 

4) ”为 何 zx? 一 在 分 裂 域 中 没有 重 根 ? 

5) ”为 何 有 下 上 非 平凡 可 离 元 0? 

ao 十 aie 十 


答 1) 不 是 下 的 某 一 元 的 3 次 圭 . 不 然 , 若 35 一 字 二 pe 


ai 人 bi EA ,bo 十 bi 十 … 十 bw”" 关 0, 使 得 6 二 3. 则 
(bo 二 EE 十 十 bn6") 一 (ao 十 a16 十 … 十 anS") 
因 ch F=3, 故 由 第 十 章 , 三 ,4,3)， 
ECBo3 十 四 总 十 十 及 6) 二 十 ai 久 十 … 十 as6"， 


十 ae 
6 ere 了, 其 中 


即 
a bE+as oe 二 + 二 a” 一 bné "= 0, 

其 中 显然 3n 关 3m 十 1. 因 《 是 A 上 超越 元 , 故 吕 = 而 二 … 二 所 一 0, 即 加 一 六 一 一 加 一 0, 此 
与 如 十 D1 十 … 十 bsé" 关 0 矛盾 . 所 以 不 是 下 的 某 一 元 的 3 次 宕 ， 

2) 因 ch F=chA=3,6 不 是 下 的 某 一 元 的 3 次 寡 , 故 民有 不 可 离 扩 域 @. 

3) 域 A 上 的 上 的 多 项 式 环 A[ 匀 是 唯一 分 解 环 , 刀 一 5E AL 纠 [xz]. 是 环 A[ 司 的 素 元 ， 
这 是 因为 ,< 是 A 上 超越 元 ( 即 未 定 元 ) ,从 而 0,&E A, 于 是 6 单位 . 若 6 一 ARC5， 其 
中 (8) ,RCIE A[ 钉 ;由 第 十 一 章 ,四 ,1,10),h(&),k(&) 中 必 有 一 个 是 单位 ,由 第 十 四 章 , 一 ， 
6,& 无 真 因子 . 所 以 《是 环 A[ 习 的 素 元 . 显然 +1,&1&, 但 名 十 6, 又 zx? 一 在 AL 纠 中 无 真 因 
子 . 于 是 由 第 十 五 章 ,四 ,13, 艾 森 斯 坦 因 不 可 约 性 判别 准则 ,x 一 # 在 A[ 纠 上 不 可 约 , 从 而 
Zz’: 一 在 A[ 习 的 商 域 和 (名 二 下 上 也 不 可 约 . 

4) 设 f(z)=x 一 生 则 了 (xz) 一 2z. 因 ch F=3, 故 了 (zx) 隆 0, 由 第 十 七 章 ,一 ,11,2)， 
Zz’ 一 5 在 分 裂 域 中 没有 重 根 . 

5) 因 f(zx)==x’ 一 &(E F[z]) 在 已 上 不 可 约 , 故 由 第 十 六 章 , 二 ,4, 3 下 的 单 代 数 扩 域 
瑟 一 Fa) ,其 中 a 在 F 上 极 小 多 项 式 为 f(x) 二 x? 一 &. 因 f(x) 没有 重 根 , 故 a 是 下 上 可 高 
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元 . 又 a 蕊 F. 否则 ,车 aEF, 而 a 是 f(x) 的 根 ,从 而 f(x) 在 FF 上 可 约 ,矛盾 .于 是 a€EF. 所 
以 a 是 下 上 非 平凡 可 离 元 . 
注 1) 若 p 是 素数 , 域 下 的 特征 是 素数 gq, 但 p 取 gq, 则 
多 项 式 x* 一 b 在 FF 上 不 可 约 名 5 不 是 下 的 某 一 元 的 p 次 寡 . 

2) 类 似 地 有 下 面 命题 : 设 FA(5 ,其 中 A 是 特征 为 p 的 素 域 ,是 A 上 超越 元 , 则 

(i) 元 &E 中) 不 是 下 的 某 一 元 的 p 次 里 . 

(ii) zx? 一 &(E€E FL[xj) 在 下 上 不 可 约 . 

(ii) zz 一 5E FLxzj) 在 分 裂 域 中 有 重 根 . 

(iv) F(a) 是 下 的 不 可 离 扩 域 ,其 中 a 是 x 一 § 的 根 . 

(V) 在 A(a) 上 分 解 zz 一 上 为 不 可 约 因 子 的 积 . 

事实 上 ,(i) 用 本 题 1) 的 证 法 可 证 . 

(ii) ”用 本 题 3) 的 证 法 可 证 .下面 再 给 出 一 个 证 法 ,假设 f(x) 二 x* 一 在 F 上 不 是 不 可 
约 , 又 f(x) 关 0, f(x) 关 单 位 ,; 则 f(x) 在 下 上 可 约 ,由 第 十 五 章 , 一 ,4, 注 3), f(zx)= 
g(X)h(z), 其 中 g(x),h(z)E F[zx],0<deg g(x)=s<deg f(x)=p,0<deg AZ) 天 
deg f(x) 二 p. 不妨 假设 g(Cz) 的 最 高 系数 为 1. 设 瑟 是 f(z) 在 下 上 的 分 裂 域 ,a(€ 忆 ) 是 f(z) 的 
一 个 根 , 即 f(a) 二 0, 则 a? 二 &. 因 ch EF==p, 故 由 第 十 章 ,三 ,4,1)， 

f(x) = x*—éE= za 一 (一 ao = g(r)h(z), 
从 而 gx) 二 (x 一 0) ;二 zx 一 sax 下 十 十 (一 1)'a', 因 g(x)E FL[zxj, 故 系数 (一 1)'a’ EF, 即 
wo EF. 因 在 Z 中 s,p 互 达 , 故 了 u,vE€2Z ,使 得 su 十 pv 二 1. 又 因 e? 二 EE€F, 故 a 二 a**” 二 
(a')*。(ar)"EF. 即 在 中 有 元 4a, 使 a* 二 5, 此 与 (i) 矛 盾 .所 以 f(z) 一 x* 一 在 下 上 不 
可 约 . 

(由 此 证 明知 : 设 下 是 域 ,ch 下 = 素数 p,zx? 一 EF[zj. 若 不 是 下 的 某 一 元 的 p 次 蜂 ， 
则 z? 一 上 在 下 上 不 可 约 . ) 

(ii) 因 ch FF=p, 故 了 (x) 二 px”! 二 0, 从 而 由 第 十 七 章 , 一 ,11,2),， f(x) 二 zx* 一 在 
分 裂 域 中 有 重 根 . 

(iv) aEF(Q), 又 由 (ii),(Giii),a 在 下 上 极 小 多 项 式 x* 一 $ 有 重 根 ,从 而 a 不 是 玉 上 可 
离 元 . 所 以 F(a) 是 F 的 不 可 高 扩 域 , 且 F(a) 二 A 人 (a). 事实 上 ,显然 A(a)CFCa), 反 之 , 因 zx? 一 
& 是 a 在 下 上 极 小 多 项 式 , 故 6 过 EAGC ,从 而 Fo) 一 A(GCS CaICACa .所 以 下 (Ca) 一 
A(Ce) (Ca) 一 A(a)， 

(V) 因 zx*? 一 是 a 在 下 上 极 小 多 项 式 , 故 or 一 & 又 ch A(aq) 二 p, 从 而 Xz? 一 x? 一 ?一 
(XC—a)7. 

13. 关于 命题 : 设 下 是 特征 为 p 的 域 , 则 

a 是 下 上 可 离 元 售 Fla) = F(a?). 

1) 设 a 是 下 上 可 高 元 ,为 何 a 是 下 (a?) 上 可 离 元 ? 

2) 为 何 a 在 F(ar*) 上 极 小 多 项 式 h(z) 可 以 在 记 里 写成 (zx 一 0)”,1 亿 m 志 pp? 

3) ”为 何 由 deg f(x) 了 关 deg g(x), 得 F(a) 隆 F(a?)? 

答 1) 因 a 是 下 上 可 离 元 , 故 a 是 上 代数 元 ,又 FCF(a?), 从 而 a 也 是 F(a*) 上 代 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 177. 引 理 3. 
304 


第 十 七 章 多 项 式 的 分 裂 域 . 有 了 眼 域 `. 可 离 扩 域 


数 元 .于 是 有 a 在 下 上 极 小 多 项 式 f(z) 和 a 在 F(a*) 上 极 小 多 项 式 h(x). 由 第 十 六 章 ,一 ， 
6, 注 7),h(z)|f(z). 因 a 是 上 可 离 元 , 故 f(x) 无 重 根 ,因此 h(x) 也 无 重 根 . 所 以 a 是 
F(a?) 上 可 离 元 . 

2) 因 a 是 x* 一 a* 的 根 , 故 由 第 十 六 章 , 一 ,6,2),(1),h(z)|zx? 一 a?, 因 ch E=p, 故 
Xz? 一 ?二 (Xx 一 q)? ,从 而 hrz) 二 (x 一 a)” 且 m 关 0, 不 然 ,m 二 0 时 ,h(x)= 二 1, 此 与 h(x) 不 可 约 
矛盾 . 于 是 1 委 m 委 之. 

3) 因 (F(a): F)=deg f(x), (F(a?): F)=deg g(Cz)， 今 deg jz) 天 deg g(x), 故 
(FCo): 下 ) 关 (Fla?): 下 ), 妈 Fla) 与 Fla?) 看 作 同 一 域 下 上 的 向 量 空 间 时 , 维 数 不 等 ,所 以 
下 (a) 尖 下 (ez )， 

注 1) 设 记 是 域 下 的 扩 域 ,车 a 是 下 上 可 离 元 , 则 a 也 是 上 可 离 元 . 理由 同 
本 题 1). 

2) 若 EE=Fla ,az) 是 域 下 的 可 离 扩 域 , 则 区 是 Ca) 的 可 离 扩 域 . 事实 上 ,VaE€E， 
因 互 是 民 的 可 离 扩 域 , 故 w 是 下 上 可 离 元 ,从 而 由 注 1),a 也 是 F(a) 上 可 离 元 ,所 以 上 是 
F(ai) 的 可 离 扩 域 . 

推广 来 说 ,车 F(ai ,az ,Qi) 是 域 下 的 可 离 扩 域 , 则 巨 是 F(a;) (1 全 i 二 k) 的 可 离 扩 
域 . 

14. 关于 命题 : 设 8 是 域 下 上 可 离 元 .车 a 是 EF(B) 上 可 离 元 , 则 a 是 下 上 可 离 元 %. 

1) 为 何 ch F==oo 时 ,命题 成 立 ? 

2) 为何 g(x) 二 h(x)? 

3) 为何 F(a) 二 F(a?)? 

答 1) 因 a 是 上 可 离 元 ,当然 a 是 上 代数 元 , 故 a 在 E 的 代数 扩 域 下 Cao) 中 . 又 王 
是 下 的 代数 扩 域 ,从 而 由 第 十 六 章 , 二 ,6, 注 3) ,代数 扩 域 的 传递 性 ,EC(a) 是 下 的 代数 扩 域 . 
今 ch F=co, 则 El(a) 是 下 的 可 离 扩 域 . 所 以 a 是 下 上 的 可 离 元 . 

2) 已 知 h(x)|(g(z))*. 因 gz) 是 8 在 F(a) 上 极 小 多 项 式 , 故 g(x) 是 Fla) 上 的 不 可 
约 多 项 式 , 从 而 h(zx) 二 (g(x))",1 太 m 志 pp. 又 BB 是 下 上 可 离 元 ,由 第 十 七 章 , 一 ,13,86 也 是 
F(ar) 上 可 离 元 ,于 是 8 在 F(a?) 上 极 小 多 项 式 h(x) 没 有 重 根 , 所 以 m==1, 即 h(x)==g(zx). 

3) ”由 h(xz) 一 g(x), 有 

(F(a?) (PB) : F(a?)) = deg h(x) = deg g(x) = (F(a) (PB) : F(a)). 
由 F(B,a) 二 =F(B,a?), 有 (Fla,B): F(a?)) 二 (F(a,B): F(a)). 又 
(F(a,B) : F) = (F(a,PB) : F(a?)) (Fa?) : F), 
(F(a,B) :下 ) = (F(a,B) : F(a)) (F(a) : F), 
从 而 (FCa2): FE) 一 (FCa:EF). 但 FarD)CEFECa) ,所 以 下 Ga) 一 FCa)， 

注 “由 第 十 七 章 , 一 ,13, 注 1) ,该 命题 的 逆 命 题 成 立 . 即 : 设 8 是 域 F 上 可 离 元 , 若 “ 
是 下 上 可 离 元 , 则 a 是 EE=F(B8) 上 可 离 元 . 

15. 关于 命题 :车 a,8 是 域 下 上 可 高 元 , 则 F(a, 忆 是 下 的 可 离 扩 域 @. 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 178. 引 理 4. 
四 同上 .179. 定理 3. 
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1) YY(E F(a,B)) 为 何 是 Fla,B) 上 可 离 元 ? 

2) ” 若 域 上 有 非 平 几 可 离 元 ,为 何 下 有 真 可 离 扩 域 ? 

答 1) 由 第 十 七 章 , 一 ,10,2) 知 ,F(a,B) 中 元 都 是 F(a,8) 上 可 离 元 . 

2) 取 a=B 是 下 上 非 平凡 可 离 元 , 即 a EF. 从 而 F(a,PB) = 二 F(a) 关 F. 于 是 由 该 命题 ， 
F(a) 是 F 的 真 可 离 扩 域 . 

注 1) 特征 ==oo0 的 域 的 任何 代数 扩 域 都 是 可 离 扩 域 . 又 有 限 域 的 任何 代数 扩 域 都 是 
可 离 扩 域 . 由 该 命题 , 域 下 上 只 要 有 非 平凡 可 离 元 , 则 下 必 有 真 可 离 扩 域 . 因而 可 离 扩 域 出 
现 的 可 能 性 很 大 ,多 数 重要 且 有 兴趣 的 扩 域 都 是 可 离 扩 域 . 因为 可 离 扩 域 有 一 些 特殊 的 较 好 
的 结果 . 比如 , 域 下 的 可 离 扩 域 EE 的 自 同 构 的 个 数 怡 是 (E :下 ). 证 略 . 

2) 设 下 是 域 ,ch 下 一 素数 p, 则 

(GD 及 上 只 有 平凡 可 高 元 

人 (iD 下 上 每 个 次 数 大 于 1 的 ,不 是 g(x?*) 形 状 的 多 项 式 都 可 约 

全 (iii) 下 没有 真 可 离 扩 域 . 

事实 上 ,(D 二 (ii ,假设 下 上 有 一 个 次 数 大 于 1 的 ,不 是 g(x?) 形 状 的 多 项 式 f(x) 不 可 
约 , 不 妨 令 f(z) 的 最 高 系数 等 于 1. 由 第 十 六 章 , 二 ,4, 3 下 的 单 代 数 扩 域 Fa) ,而 “在 下 上 
极 小 多 项 式 为 f(z). 由 第 十 七 章 ,一 ,11, f(x) 没有 重 根 .于 是 a 是 下 上 可 离 元 , 且 a EF( 不 
然 , 若 aEF, 则 a 在 下 上 极 小 多 项 式 f(zx) 二 x 一 a 是 一 次 的 ,矛盾 ). 所 以 a 是 下 上 非 平 凡 可 
离 元 ,与 已 知 矛盾 . 因此 (ii 成 立 . 

(ii 之 (ii) ,假设 F 有 真 可 离 扩 域 焉 , 则 下 妇 F. 于 是 3cEE,EF, 是 F 上 可 离 元 ,从 
而 3a 在 F 极 小 多 项 式 p(z) 且 deg p(x) 之 1,p(x) 没 有 重 根 . 由 第 十 七 章 ,一 ,11,p(zx) 不 是 
g(x?) 形 状 的 多 项 式 , 但 p(x) 不 可 约 , 此 与 已 知 矛 盾 . 所 以 下 没有 真 可 高 扩 域 . 

(iii) 之 (i) ,假设 下 上 有 非 平凡 可 离 元 ,由 本 题 2),F 有 真 可 离 扩 域 , 予 盾 . 所 以 (i) 成 立 . 


16. 证 明 命题 : 若 a,6 是 域 玉 上 可 离 元 , 则 a 十 B,op, 操 (B 关 0) 也 是 下 上 可 离 元 9. 


证 ”利用 第 十 七 章 , 一 ,15, 仿 第 十 六 章 , 一 ,11,1) 可 证 . 

注 设 下 是 域 F 的 代数 扩 域 ,TI= (aEE|a 是 F 上 可 离 元 } , 则 工 是 互 的 子 域 , 且 了 是 
下 的 可 离 扩 域 . 仿 第 十 六 章 , 一 ,11,2) 可 证 . 

17. 关于 命题 : 设 巨 是 域 下 的 有 限 可 离 扩 域 (既是 有 限 扩 域 ,又 是 可 离 扩 域 ), 则 巨 是 下 
的 单 扩 域 2. 

1) 若 正 是 有 限 域 ,为 何 巨 也 是 有 限 域 ? 

2) 车 下 是 有 限 域 ,为 何 ==A(a) 一 F(a)? 

3) ”要 证 明 下 的 可 离 扩 域 记 F(a ,as,…,0,) 是 下 的 单 扩 域 ,为 何 只 需 证 明 下 的 可 离 
扩 域 FCB8,) 是 下 的 单 扩 域 ? 

4) 为何 s， (1 一 由 个 方程 十 zy 一 忆 十 ZGi==1,2，… ,53j 一 2,3，…,t) 中 的 每 一 个 
方程 在 下 里 最 多 有 一 个 解 ? 

答 1) 因 EE 是 F 的 有 限 扩 域 , 故 已 是 F 上 有 限 维 (* 维 ) 空 间 . 设 wm ,we ，…，,a 是 EE 在 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 179. 推论 . 
@ 同上 .184. 定理 4. 
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F 上 的 一 个 基 , 则 VaEEE,a 可 唯一 写成 a 一 六 aiai,a; EF. 因 下 是 有 限 域 , 故 下 中 的 元 a; 只 
有 有 限 个 ,从 而 已 也 是 有 限 域 . 

(由 第 十 六 章 , 三 ,1,15), 下 的 有 限 扩 域 五 未 必 是 有 限 域 ,但 进一步 下 是 有 限 域 时 ,下 也 
是 有 限 域 . ) 

2) ”由 第 十 七 章 , 一 ,9,E 二 A(a) ,其 中 A 是 互 的 素 子 域 . 因 下 是 已 的 子 域 , 故 由 第 十 六 
章 , 四 ,1;,1) ,ACF, 从 而 A(q)CF(Ca); 反 之 ,; 因 FCE,aEFE, 又 F(a) 是 售 FF,a 的 最 小 域 , 故 
F(a) CE=A(Q). 所 以 E=A(a)=F(o). 

3) ”如 果 已 经 证 明了 下 的 可 离 扩 域 F(B8,7) 是 下 的 单 扩 域 . 今 E=Fla ,Qs，… ,Qs) 是 下 
的 可 离 扩 域 . 要 证 已 是 下 的 单 扩 域 . 对 ” 作 数学 归纳 法 . ”一 2 时 ,已 知 命题 成 立 . 假定 时 ， 
命题 成 立 . 下 面 看 二 1 时, 设 瑟 = Fa ,oa yaps0Q441) 一 Fari) (a ,qs，,… ,04) 是 下 的 可 离 
扩 域 , 则 由 第 十 七 章 , 一 ,13, 注 2), 互 是 F(Cai) 的 可 离 扩 域 . 由 归纳 假定 ,E 是 F (a41) 的 单 
扩 域 , 即 已 =FCa (9 一 Fasl,0) ,又 已 是 下 的 可 离 扩 域 ,由 已 知 条 件 , 瑟 是 下 的 单 扩 域 . 
所 以 依 归纳 原理 ,命题 成 立 . 

4) 因为 F(8,7) 是 下 的 可 离 扩 域 , 故 > 是 下 上 可 离 元 ,从 而 yY 在 尺 上 极 小 多 项 式 g(z) 
没有 重 根 ,于 是 7; 关 X71; 即 7 一 如 关 0,j 二 2,3,… st 所 以 Bi 十 zy 二 BB 十 zy 中 每 个 方程 都 是 
L 上 一 次 方程 ,因此 在 下 里 最 多 有 一 个 解 . 

注 1) 有 限 域 F 的 任 一 有 限 扩 域 E 是 下 的 单 代数 扩 域 .事实 上 ,由 第 十 六 章 , 一 ,10， 
EE 是 下 的 代数 扩 域 ,从 而 EE 是 下 的 可 离 扩 域 .由 该 命题 ,E 是 F 的 单 代数 扩 域 . 

2) ”特征 为 的 域 下 的 有 限 扩 域 EE 是 下 的 单 扩 域 . 易 证 . 

例 数 域 的 有 限 扩 域 是 单 扩 域 . 因数 域 的 特征 为 cc， 

例 设 下 是 数 域 , 则 f(z)(E FLz]) 在 下 上 的 分 裂 域 已 是 下 的 单 扩 域 . 因 五 是 特征 为 
co 的 域 下 的 有 限 扩 域 . 

3) 由 于 域 正 的 有 限 可 离 扩 域 是 单 扩 域 ,因此 大 大 简化 了 有 限 可 离 扩 域 的 研究 ,这 是 


因为 单 扩 域 F(a) 的 结构 是 十 分 清楚 、 非 常 简单 的 . 例如 它 的 元 可 唯一 表 成 “的 多 项 式 忆 aa 


的 形式 ,其 中 n= 二 (F(a): 下 ). 所 以 这 个 扩 域 的 构造 及 同 构 都 较 易 掌握 . 由 该 命题 ,也 显示 出 单 
代数 扩 域 的 重要 性 . 
4) ”由 该 命题 的 证 明知 , 域 下 的 有 限 可 离 扩 域 F(B8,7) 是 单 扩 域 FC(0) ,其 中 0 一 8 十 cy， 


而 c 关 人 二名 ,这 里 局 一 By 一 Yj 尖 1,j 一 2,3,…otvi 一 1,2,… 5s 妈 是 8 在 P 上 极 小 多 项 式 


的 根 ,7; 是 7 在 上 极 小 多 项 式 的 根 ， 
例 (Gi) Q@ 的 有 限 扩 域 QC(Y2,V3) 是 单 扩 域 QC0), 求 出 6b. 
B=V2 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 也 十 2, 其 根 为 8 二 hB 一 V2, 访 二 一 V2.Y=Y3 在 Q 上 极 小 多 项 式 


,By B-B_ BB VN V2 
是 并 3 ,其 根 为 7 pA M3,7; 3. yy 0,c 天 7 二 六 V3— (V3) 语 到 “为 


除 0 外 的 任意 一 个 有 理 数 都 是 可 以 的 . 今 取 c==1, 此 时 9=pB 十 c=V2 十 V3, 即 QW2,V3) 一 
QQW5HJV3. 也 可 取 c= 二 一 1; 此 时 Q@= 二 V2 一 V3, 即 QW2W3) 一 QW2 一 V3). 同 理 ,QW2wW3) 一 
QWV27V3)= QW2 一 10V3), 等 等 . 
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(ii) 求 出 Y2 十 V3 在 Q 上 极 小 多 项 式 . 

设 9 二 V2 十 V3, 则 多 =5 十 2V6,(F 一 5)? 一 (2V6)? ,从 而 一 10F 十 1 二 0. 因 此 9 是 QQ 上 
多 项 式 p(x) 二 x 一 10z’ 十 1 的 根 . 因 Y3 在 Q@ (V2) 上 极 小 多 项 式 是 xz: 一 3,V2 在 Q@ 上 极 小 多 项 
式 是 x* 一 2. 故 

(Q VHD QO) = (QWND) OQ) = QWDYDQ VQ WD :Q ) 一 2.2 一 4 

所 以 pz) 一 必 一 10z? 十 1 是 V2 十 V3 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 . 

另 一 求法 ， 

zz) 一 [z 一 (MYV3)][z 一 2 一 YX3)][Lz 一 (一 V2 十 V3)][z 一 (一 V2 一 V37) 

二 xi 一 10x: 十 1， > 

显然 /2 十 V3 是 p(x) 的 一 个 根 . 因 Y2 十 Y3,Y2 一 V3, 一 V2 十 V3, 一 V2 一 V3EQ, 故 plz) 在 Q 上 
没有 一 次 因子 , 即 p(x) 在 Q 上 不 能 写成 一 次 因子 和 三 次 因子 的 积 . 因 p(x) 中 任意 两 个 一 次 
因子 的 积 都 EQf[z], 故 p(xz) 不 能 写成 Q 上 两 个 二 次 因子 的 积 . 所 以 p(z) 在 Q 上 不 可 约 .于 


是 p(z) 是 V2 十 V3 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 . 

(ii) 求 出 QW2 十 V3) 在 Q 上 的 一 个 基 : 

1,Y2 十 V3,C(W23 十 V3)? ,V2 十 V3)’ 是 QC(W2 十 V3) 在 Q 上 的 一 个 基 . 

另 一 求法 , 因 Q@(W2T+Y 引 一 QCW2,V3 引 在 QW2) 上 的 一 个 基 是 1,Y3;QW2) 在 Q 上 的 一 
个 基 是 1,V2, 故 由 第 十 六 章 ,一 ,9 中 命题 的 证 明知 Q@(VY2 十 V3) 在 Q 上 的 一 个 基 是 1,V2， 
V3 ,V6. 

(iv) ”直接 证 明 Q@ (YW2,V3) = QW2 十 V3). 

1 一 


证 一 令 9=V2 十 V3, 则 (W2 一 人 )? 一 3, 即 2 十 一 20V2 一 3, 于 是 V2 一 一 538 EQ(0). 同 理 


V3 EQ (0). 因而 QW2,Y 引 CQ00); 反 之 ,显然 成 立 . 所 以 QC(W2,V3) 一 Q@(V2 十 V3). 

证 二 显然 QW2 十 V3) 是 Q@ (V2,V3) 的 子 域 . 

(Q@ WWD :QO )= (QWEND IQ VETHYID) (Q WE+YD :Q ) 
= (Q V2W3) :Q WI 十 V3) ) 4. 

又 (QW2WW3):Q@) 一 4, 从 而 (QCW2,V3):Q@(W2 十 V3))=1. 由 第 十 六 章 ,一 ,12, Q@ (V2,Y3)= 
QW2+V3). 

证 三 因 V2 十 V3 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 是 x 一 10z? 十 1, 故 (QC(Y2 十 V3):Q@) 二 4. 又 
(QWZW3):Q)=4. Q (WV2,V3) 是 Q@ (V2 十 V3) 的 扩 域 . 从 而 由 第 十 六 章 , 三 ,1,18),@， 
Q W233) = QW2HY3). 


证 四 YETY3EQ (WET I+) VEQ WL), 


V2—/3EQ WEHYD. 因此 /2 一 342 8 3 EQ (WZ+V 引 ,于 是 


QW2W3)CQW2+YV3); 反 之 也 成 立 . 从 而 QCV2,V3) 一 @CV2 二 V3). 
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证 五 显然 QW2 十 V3 引 CCQ(W2W3); 反 之 , 设 0 一 V2 二 V3, 则 多 王 11V2 十 9V3. 从 而 V2 一 
9 十 万 5 一切 0 一 去 cQw5HV3) 于 是 QZ3V3DCQCW5TV3 所 以 Q@ WY2,V3) 
一 @Q(CV2 二 V3). 


二 、 典 型 问题 分 析 


1. 证 明 : 有 理 数 域 @ 上 多 项 式 x 十 1 的 分 裂 域 是 一 个 单 扩 域 Q(a), 其 中 a 是 xz! 十 1 的 
一 个 根 . 

证 ”在 复数 域 C 上 ,x 十 1 二 (zx? 一 V2zx 十 1) Cx? 十 V2zx 十 1), 因 此 x* 十 1 在 C 里 的 4 个 
根 是 


_ V2 vV2， V2 _ v2. 
TF+o! ， mF 2 
Qs> = 9 Qs = 


因 一 eiCam 一 亡 十 广 二 DC 即 各 一 一 20) ,wy 一 一 1( 即 一) sm 一 一 0 才 z 十 1 在 Q 
上 的 分 裂 域 是 Q (a,al ,02 03) = Qa) ,其 中 是 zx 十 1 的 一 个 根 . 


注 DD QW=Q (+)-QWa,i). 事实 上 , 因 J2=2(at+m)EQ() ,ie 


QO ; 故 Q@C2,i) CQ(a); 反 之 显然 成 立 . 所 以 Qla) = QV2,i). 显然 (Q (0):Q)= 
(QQ2)CGD:QCWV2))CQC2):Q) 一 2。 2 一 4. 

2) a 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 是 x! 十 1. 事实 上 ,a 是 x' 十 1 的 根 . 用 z 十 1 代 工 ,得 C(z 十 1] 十 
1 二 x 十 4x 十 6z’? 十 4z 十 2.2 是 率 数 ,2 二 1,2|14,216,212, 但 222. 又 (xz 十 1)* 十 1 在 Z 中 无 
真 因子 ,从 而 由 第 十 五 章 , 四 ,13, 克 森 斯 坦 因 不 可 约 性 判别 准则 ,(z 十 1)* 十 1 在 Q@ 上 不 可 
约 . 由 第 十 五 章 , 四 ,13, 注 2),x! 十 1 在 Q@ 上 也 不 可 约 . 所 以 zx‘ 十 1 是 a 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 . 
或 由 (Q(o):Q@)=4 亦 可 知 此 结论 . 

3) 实际 上 ,QCD)=Q(a)=Q(a)= Q (0,). 

2. 令 Q@ 是 有 理 数 域 ,zx 一 a 是 Q 上 一 个 不 可 约 多 项 式 , 而 a 是 xz’ 一 a 的 一 个 根 . 证明， 
Q (a) 不 是 x; 一 a 在 Q 上 的 分 裂 域 . 

证 一 ”假设 Q(o) 是 zx: 一 a 在 Q 上 的 分 裂 域 , 则 zx 一 a 的 全 部 三 个 根 &,aw,aw EQ (a)， 


其 中 w= 3 + 是 个 三 次 单位 原 根 .a 关 0( 不 然 , 若 a 一 0, 则 一 a= 一 a 二 0, 即 a=0， 


此 与 x 一 a 在 Q 上 不 可 约 矛盾 ), 从 而 3a 'E 域 Q(a) ,使 得 a ' (Caw) 一 。EQ (a). 又 Q@ 的 单 
代数 扩 域 Q(o) 是 Q@ 的 有 限 扩 域 ,由 第 十 六 章 ,一 ,9, 注 1),(QCo):Q) |(Q(o):Q). 因 ww 在 
Q@ 上 极 小 多 项 式 是 x 十 z 十 1; 故 (Q@(w):Q@) 一 2. 而 a 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 x 一 a, 故 
(Q (Co):Q)=3, 于 是 2|3, 矛 盾 . 所 以 Q(a) 不 是 x 一 a 在 @Q 上 的 分 裂 域 . 
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证 二 因 Ya 是 zx’ 一 a 的 一 个 根 , 故 x? 一 a 的 三 个 根 是 Va ,wyayws ya, 其 中 == 一方 十 


i,w 一 1. 于 是 必 ~a 在 Q 上 的 分 异域 是 EQ(Ya,o7,w Ya). 因 w=(w3) (ya) 1E 
E, 故 QC4,w)CE; 反 之 ,显然 ECQWa,w) ,所 以 EQ@(Ya,wVYayw Ya) 一 QWa,w). 因 
EE 是 Q@ 的 有 限 扩 域 , 故 由 第 十 六 章 , 一 ,9， 
(E:Q@) = (Q@ Haw0) :Q ) = (Q WD QO Wa) Q WD :QO ). 

因 wEQCa), 故 w 在 QWa) 上 极 小 多 项 式 不 会 是 一 次 的 ,又 “是 Q@Wa) 上 多 项 式 x 十 zx 十 1 
的 根 ,从 而 (Q G8) CD):Q Ga))=2. 因 Ya 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 x 一 4a, 故 (QWa):Q@)==3. 所 以 
(FE:Q)=2，3= 二 6. 但 因 a 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 也 是 x 一 a, 故 (Q(a):Q)==3. 于 是 (E:Q) 关 
(QCD:Q), 因 此 Q@(o) 关 E, 即 Q@(o) 不 是 x 一 a 在 Q 上 的 分 裂 域 . 

3. 令 P(X) ,pz (Xz),…,pn(X) 是 域 下 上 m 个 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 . 证明 : 存 
在 下 的 一 个 有 限 扩 域 下 (ai ,as，,…,Q,), 其 中 a; 在 下 上 的 极 小 多 项 式 是 pi (x). 

证 一 设 a 是 p;(z) 的 一 个 根 ,i==1,2,…,m. 因 p(X)E F[xj,pi(x) 关 0, 故 a; 是 上 
代数 元 . 从 而 Fla ,oz ，…an) 是 下 的 有 限 扩 域 , 且 w 在 下 上 极 小 多 项 式 是 p;(x). 

证 二 作 f(x)=pi(z)ps(z)…pa(zx). 由 第 十 七 章 , 一 ,3, 存 在 f(zx) 在 下 上 的 分 烈 域 
EE. 取 p(x) 的 一 个 根 ai,i 二 1,2,…,m. 显然 a; EE ,从 而 EFDF(Ca ca ao) 一 下. 由 第 十 七 
章 , 一 ,2, 注 2), 巨 是 下 的 有 限 扩 域 .由 第 十 六 章 , 一 ,9,2),FCa,o,，…an) 是 下 的 有 限 扩 
域 , 且 a; 在 上 极 小 多 项 式 是 p;(x). 

4. 令 忆 是 一 个 特征 为 素数 p 的 域 ,FF 一 PC(a) 是 PP 的 一 个 单 扩 域 ,而 a 是 P[zj 的 多 项 式 
Zz? 一 4 的 一 个 根 . PC(o) 是 不 是 zx? 一 a 在 P 上 的 分 裂 域 ? 

解 已 知 下 =P(a). 因 alE 下) 是 zx? 一 a(€E PLzx]) 的 一 个 根 , 故 a? 一 a 二 0, 即 a==a?. 由 第 
十 一 章 ,三 ,9,1),3) ,ch P= 二 ch F=ch FLzj] 二 素数 p, 从 而 由 第 十 章 ,三 ,4,1), 在 FLzj 中 ， 
Xx? 一 a 二 Xx? 一 a? 一 (zx 一 a)?. 于 是 a 是 zx? 一 a 的 pp 重 根 ,因此 PCa) 就 是 添加 x? 一 a 的 pp 个 相 
同 的 根 a 于 了 而 得 到 的 扩 域 ,所 以 Pl(a) 是 x* 一 a 在 PP 上 的 分 裂 域 . 

注 1) 第 十 七 章 , 二 ,2 中 ,a 是 zx’ 一 a 的 根 ,而 Q@(a) 不 是 x’ 一 a 在 Q 上 的 分 裂 域 . 在 
本 题 中 ,a 是 x? 一 a 的 根 , P(a) 却 是 xz? 一 a 在 PP 上 的 分 裂 域 . 关键 区 别 在 于 ch @ = 
co ,ch 已 一 素数 p. 

2) 设 P 是 特征 为 素数 p 的 域 ,因为 1 是 x* 一 1(€ PLzj) 的 根 , 所 以 由 该 题 知 ,P(1) 一 
PP 是 x* 一 1 在 PP 上 的 分 裂 域 . 

5. 邻 下 是 一 个 合 加 个 元 的 有 限 域 .证明 : 对 于 的 每 一 个 因数 m 二 0, 存 在 并 且 只 存在 
下 的 一 个 有 pp” 个 元 的 子 域 工 . 

证 因 min, 故 n=mg,g 是 正 整 数 .从 而 

pr l=p™ l= p11 pp DI" (pr) + 十 p" 十 1] 
= (p” — Dk, 
其 中 =(p") 十 Cp" 中 十 … 十 p”" 十 1. 于 是 
XD 二 十 1]， 
即 zx 1 一 1|zx ”1 一 1, 从 而 x 一 x|x” 一 zx, 所 以 zx? 一 Zz 的 根 都 是 x* 一 z 的 根 . 
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因 下 是 含 p" 个 元 的 有 限 域 , 故 由 第 十 七 章 , 一 ,6,F 是 xz” 一 z 在 下 的 素 子 域 上 的 分 裂 
域 . 由 第 十 七 章 , 一 ,7,F 二 {zx* 一 xz 的 p" 个 根 }. 作 工 ={zx” 一 z 的 p” 个 根 ). 因 xz” 一 z 的 
根 都 是 x 一 z 的 根 , 故 工 CF. 由 第 十 七 章 ,一 ,7 中 命题 的 证 明 ,L 是 含 p” 个 元 的 下 的 子 
域 . 实际 上 工 是 z” 一 上 < 在 工 的 素 子 域 即 下 的 素 子 域 上 的 分 裂 域 . 存在 性 证 毕 . 

若 Li 也 是 含 p” 个 元 的 下 的 子 域 , 则 依 第 十 七 章 , 一 ,6,L 是 x” 一 z 在 L, 的 素 子 域 
即 下 的 素 子 域 上 的 分 裂 域 ,因此 Li 也 是 由 x 一 x 在 F 中 的 所 有 根 作 成 的 ,所 以 L; 一 世 . 唯 
一 性 证 毕 . 

注 1) 该 命题 的 逆 命 题 也 成 立 . 即 : 设 下 是 含 p" 个 元 的 有 限 域 ,车工 是 F 的 子 域 , 则 
L 是 含 p” 个 元 的 有 限 域 , 且 m |n. 

事实 上 , 因 下 是 有 限 域 , 故 下 的 子 域 也 是 有 限 域 . 因 下 含 p" 个 元 , 故 ch F=p,(F :A) 
二 n, 其 中 人 是 下 的 素 子 域 . 由 第 十 一 章 , 三 ,9,1),ch 上 ==p. 由 第 十 七 章 ,一 ,7,L 含 p" 个 
元 , 且 m 二 (L :A'), 其 中 入 ' 是 L 的 素 子 域 . 因 L 上 是 F 的 子 域 , 故 A' 一 A. 从 而 由 第 十 六 章 ， 
一 ,9,2) 及 第 十 六 章 , 一 ,9,n 二 (F:A)==(F:L)(L:A)=(F:L)m, 于 是 m|n. 


另 一 证 法 ,由 前 一 证 法 ,已 知 工 是 含 加 个 元 的 有 限 域 ,下 面 证 明 m|n. 工 的 乘 群 L" 含 
加 一 1 个 元 .下 的 乘 群 F* 含 六 一 1 个 元 . 因 L" CF’ , 故 L* 是 F* 的 子 群 ,从 而 由 Legrange 定 
理 , 拓 一 1 | 户 一 1. 又 户 一 1 一 (p" 一 DCp" 十 pr 二 十 pr ) 十 pw” 一 1, 因 此 必 存 在 正 整 
数 衣 ,使 pr 外 一 1 二 0, 即 pr 二 1. 于 是 nn 一 km, 所 以 min. 

2) ”由 该 命题 及 注 1) 知 , 含 如 个 元 的 有 限 域 的 子 域 的 个 数 恰 为 n 的 正 因 子 的 个 数 . 

例 因 4 的 正 因子 共 3 个 :1,2,4, 故 含 3:=81 个 元 的 有 限 域 的 子 域 愉 有 3 个 :分 别 为 
含 3,3? 一 9,34 一 81 个 元 的 有 限 域 . 

6. 证 明 : 一 个 有 限 域 一 定 有 比 它 大 的 代数 扩 域 . 

证 一 设 F 是 有 限 域 , 则 由 第 十 七 章 ,一 ,6,F 是 zx” 一 z 在 A 上 的 分 裂 域 ,其 中 人 是 特 
征 为 p 的 下 的 素 子 域 . 取 正 整数 ,使 n 关 m,m|n. 由 第 十 七 章 ,一 ,3, 有 x? 一 x(E A[z]) 在 
A 上 的 分 裂 域 已 , 则 E 隆 F, 且 由 上 面 5 题 知已 是 玉 的 扩 域 . 因 人 是 EE 的 素 子 域 ,F 是 E 的 子 
域 , 故 由 第 十 六 章 , 四 ,1,1) ,ACEF. 因 xz 一 z 的 根 都 是 A 上 的 代数 元 , 故 z* 一 z 的 根 都 是 
F 上 的 代数 元 . 所 以 巨 是 的 真 代数 扩 域 . 

(在 证 明了 是 下 的 扩 域 ,E 取 F 以 后 ,还 可 如 下 证 明 EE 是 下 的 代数 扩 域 : 因 玉 是 zx* 一 
z 在 A 上 的 分 烈 域 , 故 玉 是 A 的 代数 扩 域 .又 E 了 FA, 从 而 由 第 十 六 章 , 二 ,6, 注 3) ,EE 是 
F 的 代数 扩 域 . ) 

证 二 设 下 是 含 g 个 元 的 有 限 域 , 则 由 第 十 七 章 , 一 ,6, 玉 是 x' 一 z 在 A 上 的 分 裂 域 ,其 中 
A 是 下 的 素 子 域 . 考察 下 上 多 项 式 f(z) 二 x 一 z 十 1. 因 F[xzj] 是 唯一 分 解 环 ， f(x) 关 0, f(z) 关 
单位 , 故 f(z) 在 下 上 有 不 可 约 因 子 p(x). 于 是 p(x) 的 任 一 根 BEF. 这 是 因为 ,pCz) | f(z),B 
是 p(x) 的 根 , 从 而 8 是 f(x) 一 x 一 z 十 1 的 根 , 即 f(B)=B* 一 8 十 1 二 0, B* 一 B= 一 1 关 0, 8 不 是 
z* 一 的 根 ,因此 BEF. 

由 第 十 七 章 , 一 ,3, 存 在 p(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 E. 于 是 由 第 十 七 章 , 一 ,2, 注 2),EE 是 下 的 
代数 扩 域 . 设 a 是 p(x) 的 一 个 根 , 则 aEE 但 aEF, 从 而 EF. 所 以 玉 是 下 的 真 代数 扩 域 . 

(在 证 明了 p(x) 的 任 一 根 都 EE 下 以 后 ,还 可 如 下 继续 证 明 : 设 a 是 p(x) 的 一 个 根 , 则 
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a€F, 即 F(a) 关 F. 从 而 F(a) 是 下 的 真 代数 扩 域 . ) 

注 1) 在 证 一 中 , 取 n=2m; 则 z*” 一 xz 在 A 上 的 分 裂 域 EE 就 是 F 的 真 代数 扩 域 . 当 
然 取 n=km,k 是 任意 大 于 1 的 整数 ,都 是 可 以 的 . 因此 有 限 域 有 无 穷 多 个 真 代数 扩 域 . 

2) ”因为 有 限 域 有 真 代数 扩 域 ,所 以 有 限 域 不 是 代数 闭 域 . 

3) 设 下 是 xz” 一 z 在 A 上 的 分 裂 域 ,EE 是 xz” 一 z 在 A 上 的 分 裂 域 ,其 中 n>>m,A 是 下 
(也 是 E) 的 素 子 域 , 则 EE 未 必 是 比 F 大 的 代数 扩 域 . 


例 zx” 一 z 在 Zu 上 的 分 异域 是 F 一 (0,1,w, 人 7), 其 中 必 一 一 士 十 开 i. zx 一 z 在 Z 上 的 


分 裂 域 设 为 E. 因 ww” 一 w= 二 op 一 w 二 wr 一 w 二 一 V 引 i 关 0, 故 ww 不 是 zx” 一 x 的 根 ,所 以 w EE, 从 
而 EE 不 是 下 的 扩 域 . 

7. 令 下 是 一 个 有 限 域 ,A 是 它 所 含 素 域 , 且 下 一 A(a).a 是 否 必须 是 下 的 非 零 元 所 作 的 
乘 群 的 一 个 生成 元 ? 

解 已 知 下 二 A(a). 由 第 十 七 章 , 一 ,9 中 命题 的 证 明 , 有 限 域 下 的 乘 群 F* 是 一 个 循环 
群 ,但 a 未 必 是 下 * 的 生成 元 . 

例 1 Z, 二 {0,1,2} 是 有 限 域 , Z: 的 素 子 域 是 自身 , 则 Z:= Z:(1). Z: 的 乘 群 Z; 一 
{1,2}. 但 1 生成 的 循环 群 (1)=={1} 关 如 , 故 1 不 是 有 的 生成 元 . 

例 2 Z;=={0,1,2} 是 特征 为 3 的 素 域 . 因 p(xz) 一 zx? 十 1(€E Zs[xj) 在 Zs 中 无 根 , 故 
p(x) 在 Z; 上 不 可 约 . 由 第 十 六 章 , 二 ,4, 存 在 F= Zs(a), 其 中 a 在 Z4 上 极 小 多 项 式 是 p(x) 
二 十 1. 因 ch Fch 有 二 3,(F :Zs) 二 (Zs(Q):Z;) 二 2, 故 下 = Z;(Q) 恰 含 3 二 9 个 元 (F= 
Zs (a) 即 为 zx” 一 z 在 Z, 上 的 分 裂 域 ). 从 而 下 的 乘 群 F* 的 阶 为 8. 但 «= 一 1, 于 是 a'=1. 
因此 |al 关 |F* |, 所 以 a 不 是 下 * 的 生成 元 . 

例 3 Zs 一 (0,1) 是 特征 为 2 的 素 域 . 因 p(x) 二 x 十 十 x 十 zx 十 1 在 Z; 中 无 根 , 故 
p(x) 在 Z, 上 无 一 次 和 三 次 因子 . 又 p(z) 在 Z, 上 不 能 分 解 为 两 个 二 次 因子 的 积 . 事实 上 ,假定 

plz) 二 x 十 如 十 x 十 ZX 十 1 二 (x 十 af 十 外 CT 十 民 十 ) 
二 TX 十 (a 十 Ox 十 (6 十 d 十 ac)zx 十 (ad 十 te)z 十 bd， 
其 中 4a,b,c,d Ey, 因 bd==1,- 故 5b 关 0,d 了 关 0, 从 而 6 二 d= 二 1. 因 a 十 c= 二 1, 故 a,c 中 一 个 是 1， 
另 一 个 是 0, 即 ac=0, 代 入 5 十 d 二 ac 一 1 中 ,得 1 十 1 十 0 一 1, 即 0=1, 矛 盾 . 所 以 p(x) 在 
Z: 上 不 可 约 . 存在 下 = Zz (a) ,其 中 在 Za 上 极 小 多 项 式 是 p(x). 因 ch F==2,(F :2:)= 二 4， 
故 下 = Z(o) 恰 含 2 一 16 个 元 . 于 是 下 的 乘 群 F'* 的 阶 为 15. 因 co 一 1 二 (a 一 1)(a' 十 十 
十 a 十 1) 二 (a 一 1)0==0, 故 ww 二 1, 从 而 a 的 阶 |a| 关 |F* |, 所 以 a 不 是 F* 的 生成 元 . 

注 例 2 中 ,F= Zs(o)= {atbala,bEZs)=1{0,1,2,0,1+oa,2 二 a,2a,1 十 20,2 十 2a). 
IF* |==8, 而 |1 十 a|==|2 十 a|= 二 |1 十 2a| 二 12 十 2a| = 二 8, 故 F* = 二 (1 十 a)=(2 二 a) 二 (1 十 20) = 
(2 十 2Q). 由 第 十 七 章 , 一 ,9,F= 有 (0)= 五 (1 十 0) = ZZ (2 十 a)== (1 十 20) == 2,(2 十 20). 

8. 令 人 A 是 特征 为 2 的 素 域 . 找 出 AL[Lxj 的 一 切 三 次 不 可 约 多 项 式 . 

解 ” 因 A 是 特征 为 2 的 素 域 , 故 由 第 十 六 章 ,一 ,1, 注 1),A 恰 含 2 个 元 ,从 而 A= {0， 
1). 设 ALz] 的 任意 一 个 三 次 不 可 约 多 项 式 为 f(z) 二 a3z 十 azz 十 a1z 十 ao ,其 中 ai EA. 因 
deg f(z) 二 3, 故 a; 关 0,; 从 而 as==1. 因 f(x) 在 A 上 不 可 约 , 故 ao 关 0, 从 而 ao==1. 

1) 车 4a: 二 41 二 1. 因 1 是 xz’ 十 x 十 x 十 1 的 根 , 故 由 第 十 五 章 , 三 ,3,z’ 十 ZX? 十 zx 十 1 在 
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A 上 可 约 . 
2) 若 w=a=0. 因 1 是 之 十 1 的 根 , 故 同上 理 ,zs 十 1 在 A 上 可 约 . 
3) 车 az 一 1,a1 一 0. 因 x 十 x 十 1 在 人 中 无 根 , 故 由 第 十 五 章 ,三 ,3, 注 ,x 十 x? 十 1 在 
A 上 不 可 约 . 
4) 若 a=0,a 一 1, 则 同上 理 ,z: 十 z 十 1 在 A 上 不 可 约 ， 
所 以 ACz) 的 一 切 三 次 不 可 约 多 项 式 是 x 十 十 1 与 十 z 十 1. 
9. 令 域 下 的 特征 是 p， f(zx) 是 下 上 一 个 不 可 约 多 项 式 , 并 且 f(x) 可 以 写成 F 上 x*”， 
但 不 能 写成 x 的 多 项 式 (e 之 1). 证 明 ; f(x) 的 每 一 个 根 的 重复 度 都 是 p*. 
证 首先 给 出 定义 : 设 工 是 整 环 ,aET，JFGz)E ILzj, 则 
a 是 f(z) 的 上 重 根 (4 是 a 的 重 数 或 重复 度 ) 
Sr |f nD), Croom tf). 
因 f(z) 可 以 写成 上 zz 的 多 项 式 , 故 可 设 f(x) 一 g(x*) 一 g(y), 其 中 yy 一 x”. 因 fx) 在 
FF 上 不 可 约 , 故 gC(y) 在 上 不 可 约 . 由 第 十 七 章 ,一 ,3, 存 在 g(y) 在 下 上 的 分 裂 域 E, 使 
g(y) = any—B)(y— PB) (y— Bb,), 
其 中 a, EF ,BEE,i==1,2,…,m. 从 而 
fx) = an(x” — Br —PB)(r — Bb,). 
设 a; 是 x 一 B 的 一 个 根 , 则 af =B. 因 ch =ch Ech E[x]== 素 数 放 , 故 由 第 十 章 ,三 ,4， 
2)， 
XB-= x af = (rx—a)’. 
因此 
fx) = an(r— oa) (rz— a) (x on). 
下 面 只 需 证 明 wm ,az ,… ,aw 互 不 相同 .假设 mw 一 o (i 关门 ,; 则 zx* 一 BB 与 x* 一 BB 有 公共 
根 a; 二 a;, 即 a?f 一 B. 二 af 一 B= 二 0. 于 是 gC(y) 有 重 根 B==B (i 关门. 因 g(y) 在 下 上 不 可 约 ， 
ch F=p. 故 由 第 十 七 章 ,一 ,11,g(y)==h(y?), 这 里 h(y) 是 下 上 的 一 个 多 项 式 ,从 而 
f(x) = g(x7) = gCy) 一 有 OP) = h(x )?) = h(x )， 
此 与 已 知 f(x) 不 能 写成 z*” 的 多 项 式 矛 盾 . 所 以 wm ,as，… ,am 互 不 相同 . 即 f(x) 有 rm 个 互 
不 相同 的 根 m ,cz ,… ,a ，, 且 它们 的 重复 度 都 是 立 . 
注 设 deg f(x)==n, f(z) 有 m 个 不 同 的 根 ,它们 的 重复 度 都 是 p', 则 ”一 mm 六. 
10. 设 域 下 没有 不 可 离 扩 域 . 证明 ;F 的 任 一 代数 扩 域 都 没有 不 可 离 扩 域 . 
证 一 若 EE 是 FF 的 代数 扩 域 .假设 EE 有 不 可 离 扩 域 K, 则 由 定义 ,K 中 有 元 a 不 是 E 
上 可 离 元 ,从 而 a 在 EE 上 极 小 多 项 式 p (zx) 有 重 根 . 因 KK 是 E 的 代数 扩 域 ,E 是 FF 的 代数 扩 
域 , 故 由 第 十 六 章 ,一 ,6, 注 3),K 是 下 的 代数 扩 域 . 由 已 知 条 件 ,K 是 下 的 可 离 扩 域 , 从 而 
a(E K) 是 下 上 可 离 元 ,于 是 a 存 F 上 极 小 多 项 式 g (zx) 没 有 重 根 . 由 第 十 六 章 , 一 ,6, 注 7)， 
在 EL[zx] 中 ,p(x)|g(z). 因 g(x) 没有 重 根 , 故 p(x) 没 有 重 根 , 此 与 bp(z) 有 重 根 矛 盾 . 所 以 命 
题 得 证 . 
证 二 设 EE 是 F 的 任 一 代数 扩 域 .只 需 证 明 E 上 任 一 代数 元 a 都 是 玉 上 可 离 元 ,只 需 
证 明 a 在 EE 上 极 小 多 项 式 p(z) 没 有 重 根 .事实 上 , 因 a 是 EE 上 代数 元 ,E 是 下 的 代数 扩 域 ， 
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故 由 第 十 六 章 , 二 ,6,a 是 下 上 代数 元 . 因 下 没有 不 可 离 扩 域 , 故 a 是 下 上 可 离 元 ,从 而 a 在 
F 上 极 小 多 项 式 g(x) 没有 重 根 . 由 第 十 六 章 ,一 ,6, 注 7), 在 E[zj 中 ,p(x)|g(zx), 于 是 
p(x) 也 没有 重 根 . 所 以 玉 上 任 一 代数 元 都 是 玉 上 可 离 元 ,因此 下 的 任 一 代数 扩 域 EE 都 没有 
不 可 离 扩 域 . 

11. 令 域 下 的 特征 是 p 而 EF 二 F(a, 甩 ,这 里 a 是 下 上 nn 次 可 离 元 而 8 是 下 上 2z 次 非 可 
离 元 . (E :F)=? 

解 因 a,8 是 上 代数 元 , 故 E=Fla,B) 是 下 的 有 限 扩 域 ,从 而 由 第 十 六 章 , 一 ,9， 

(E:F) = (F(a,P) : F) = (F(a)(B) : F(a)) (F(a) :FF). 
已 知 C(FCa): FF) 一 n, 今 要 求 出 (E :下 ) ,只 需求 出 (F(a)(B): F(a)). 

因 8 是 下 上 次 代数 元 , 故 8 在 F 上 极 小 多 项 式 f(r) 是 pp 次 的 . 设 8 在 F(a) 上 极 小 多 
项 式 是 h(x), 由 第 十 六 章 ,一 ,6, 注 7), 在 Fla) 中 ,h(xz)|f(z), 从 而 0 过 deg h(xz) 声 
deg f(x) 二 p. 假定 deg h(x) 过 pp, 则 hCz) 关 g(x?*), 这 里 g(x) 是 F(a) 上 的 一 个 多 项 式 . 因 h(x) 
在 F(a) 上 不 可 约 ,ch F(a) 二 ch F= 素 数 p, 故 由 第 十 七 章 , 一 ,11,h(zx) 没 有 重 根 ,于 是 8 是 
F(a) 上 可 离 元 ,而 已 知 a 是 上 可 离 元 ,由 第 十 七 章 , 一 ,14,6 也 是 下 上 可 离 元 ,此 与 已 知 戏 
盾 . 所 以 deg h(x)= 二 p. 即 (F(a)(B): F(a))==p. 于 是 (E:F)=pn. 

12. 找 一 个 域 , 使 下 有 一 个 有 限 扩 域 E 而 E 不 是 下 的 单 扩 域 . 

解 设 ^ 是 特征 为 素数 户 的 素 域 . 取 FF=A(Cz*,y) ,其 中 zy 是 A 上 无 关 未 定 元 . 于 是 
xz?*,y* 也 是 A 上 无 关 未 定 元 . 否则 , 若 zx?*,y* 不 是 A 上 无 关 未 定 元 , 则 不 全 为 0 的 元 ,a ,bE 
A, 使 得 czz* 十 py 一 0, 于 是 z,y 不 是 A 上 无 关 未 定 元 ,矛盾 . 与 第 十 七 章 , 一 ,12, 注 2), (ii) 
同 理 可 知 ;z 在 下 一 A(z?,y*) 上 极 小 多 项 式 为 z? 一 x?* ,而 y 在 下 二 A(x*,y*) 上 极 小 多 项 式 
为 z? 一 y? ,从 而 yy 在 F(x) 二 A(x?,y*)(zx) 上 极 小 多 项 式 也 为 z* 一 y*. 于 是 

(FOI) :IF)=p ， (F(x,y) :F(x)) = p. 
令 玉 二 F(x,y) 二 A(Czx?,y*)(z,y), 则 由 第 十 六 章 , 一 ,9， 
(E:F) = (E:F(x) (F(x):F)= p’. 
所 以 玉 是 F 的 有 限 扩 域 .但 玉 不 是 下 的 单 扩 域 . 事实 上 ,假设 E=F(C0), 则 OE E=F(z,y)) 


可 以 写成 F 上 z,y 的 有 理 式 :0 一 太 开 3 ,其 中 f(x,y),g8(z,y)( 隐 0) 的 系数 都 E F. 于 是 


一 ftz207 因 ch F[z,y] 一 ch F 二 ch A 一 案 数 p, 故 由 第 十 章 ,三 ,4,3), (f(x,y))? 
gr, yr C Zy yj 一 c 一 C 一 p， ,三 ,4,3)， zyy))2?， 


(g(xz,y))* 是 f(z,y),g(zx，,y) 的 各 项 的 p 次 方 的 和 ,从 而 是 在 =A(x?,y?) 上 x?,y? 的 
有 理 式 , 因 此 FF EF. 由 第 十 六 童 ,二 ,2, 注 1),V 在 下 上 极 小 多 项 式 是 一 次 的 := 一 多 . 从 而 9 
在 下 上 极 小 多 项 式 可 能 是 加 次 的 :zz 一 多 ,也 可 能 是 低 于 p 次 的 ( 因 x* 一 8 可 能 在 下 上 可 
约 ). 总 之 ,(E :下 ) 二 (F(0): FF) 才 pp. 又 已 知 (E:F)= 二 p? ,于 是 p* 志 p, 这 里 p 是 素数 ,矛盾 . 所 
以 玉 是 FF 的 有 限 扩 域 而 不 是 下 的 单 扩 域 . 

注 1) 若 取 下 =A(z,y),z,y 是 A 上 无 关 未 定 元 , 令 a,B 分 别 是 z? 一 zx,z?* 一 y 的 根 ， 
即 ? 二 zr 二 y, 记 a=zx? ,8 一 y) .此 时 同 理 知 二 F(x; ,y;) 是 下 的 有 限 扩 域 而 不 是 F 的 
单 扩 域 . 因为 这 里 与 前 者 只 是 符号 上 的 差别 . 

2) 由 本 题 知 , 若 将 第 十 七 章 , 一 ,17 中 “可 离 ” 这 一 条 件 去 掉 ; 结 论 不 成 立 . 
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三 、 讲 与 练 


1. 试 判 断 下 面 各 命题 是 否 正 确 . 

1) ”实数 域 展 是 代数 闭 域 . 

2) 设 互 是 代数 闭 域 ,下 是 已 的 子 域 , 则 E 是 任 一 n( 之 0) 次 多 项 式 (E FLzxj]) 在 下 上 的 
分 裂 域 . 

3) 设 焉 是 jz) 在 域 下 上 的 分 裂 域 , 则 瓦 是 代数 闭 域 . 

4) 设 E=F(Cayaz，…,0,) 是 f(x) 在 域 下 上 的 分 裂 域 , 则 al,az,，…,a, 是 f(x) 的 
全 部 根 . 

5) 设 记 是 f(z) 在 域 玉 上 的 分 裂 域 ,K 是 E 的 子 域 且 E 汪 KDF, 则 EE 也 是 f(x) 在 KK 
上 的 分 裂 域 . 

6) 设 下 是 域 , 则 任何 一 次 多 项 式 f(x) (E F[x]) 在 下 上 的 分 裂 域 是 本 身 . 

7) 设 忆 是 特征 为 素数 p 的 域 , 则 zx? 一 1 在 PP 上 的 分 裂 域 是 P 自身 . 

8) ”特征 为 素数 p 的 域 斑 必 为 有 限 域 . 

9) 下 是 特征 为 素数 p 的 素 域 信 下 是 含 素数 p 个 元 的 有 限 域 . 

10) ” 设 域 下 的 特征 为 素数 p,F 中 任 一 元 都 是 z* 一 z 的 根 , 则 下 是 素 域 . 

11) 若 有 限 域 下 含 偶数 个 元 , 则 下 栓 含 2" 个 元 ,其 中 n=(F :A);A 是 下 的 素 子 域 . 

12) 设 A 是 特征 为 素数 p 的 素 域 , 则 对 于 任意 一 个 正 整 数 n, 必 在 A 上 存在 ?次 不 可 

13) 设 GF( 加 ),GF( 加 ) 是 域 瑟 的 两 个 有 限 子 域 ,ch EF= 素 数 p, 则 GF(p”)CGFCP") 包 
m|n. 

14) 设 p,q 为 素数 , 则 售 加 个 元 的 域 中 除 素 子 域外 ,没有 其 他 的 真子 域 . 

15) 设 EE 是 有 p" 个 元 的 有 限 域 ,ch E=p,n=(E:A),A 是 EE 的 素 子 域 , 则 VaEE,E 
上 多 项 式 zx? 一 a 在 EE 里 有 根 . 

16) 设 记 是 域 F 的 可 离 扩 域 ,I 是 E 的 子 域 , 且 FCICE, 则 玉 也 是 了 的 可 离 扩 域 . 

解 1) 不 正确 . 因为 民有 真 代数 扩 域 :复数 域 C. 

2) 不 正确 . 例 ,C 是 代数 闭 域 ,Q@ 是 C 的 子 域 ,但 C 不 是 x 十 1 在 Q@ 上 的 分 裂 域 Q@(). 

3) 不 正确 . 例 , 妇 一 5z2 十 9z 一 9 一 (z 一 3)( 袜 一 2z 十 3) 一 (xz 一 3)[z 一 (1 十 V2i)][Lz 一 
(1 一 V2i)] 在 Q@ 上 的 分 烈 域 是 Q(3,1 十 V2i,1 一 V2) 一 QV2D). Q@ (V3i), 有 真 代数 扩 域 C. 所 
以 Q@(VY2) 不 是 代数 闭 域 . 

和 不 正确 . 例 ,zx; 一 zx 的 全 部 根 是 0,1,2EZ;, 从 而 zx’ 一 z 在 域 Z; 上 的 分 裂 域 是 
也; (0,1,2) 二 Z;. 当然 有 Z; 二 Z;(0) ,但 0 不 是 x’ 一 z 的 全 部 根 . 

5) 正确 . 事实 上 , 设 f(z) 的 根 是 Ql»Q2 ;0 ， 则 由 第 十 七 章 , 一 ,2,E=F(a 9 CQ2 9 9 
an), 且 f(z) 在 K 上 的 分 裂 域 E’=K(a az 9° Qn ) ,显然 ECE'; 反 之, 因 KCE,a ,a ,*, 
oa EE, 故 K(a ;ass 0) =E CE. E=E.. 


6) 正确 .事实 上 , 设 f(z) 二 ax 十 b= zs-(-2)|， 则 f(z) 的 根 一 上 EF， 从 而 f(x) 
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在 下 上 的 分 裂 域 是 F{ 一生) 一己 


7) 正确 .事实 上 , 因 1 是 P[xj 的 多 项 式 zx?* 一 1 的 一 个 根 , 又 ch P 一 p, 故 由 第 十 七 章 ， 
二 ,4, 注 2),P(1)=P 是 zx* 一 1 在 P 上 的 一 个 分 裂 域 . 

8) 不 正确 . 例 , 设 下 是 特征 为 素数 p 的 有 限 域 ,x 是 下 上 未 定 元 ,F(zx) 是 下 上 一 元 多 
项 式 环 F(zx) 的 商 域 ,由 第 十 三 章 , 三 ,5,1) 及 第 十 章 ,三 ,9,3) 知 ,ch F(x)=ch FLzj 一 ch 和 一 
p. 因 FL[zx]CFCz), 而 F[z] 里 有 任意 高 次 的 多 项 式 ,所 以 FL[z] 中 也 就 是 F(z) 中 有 无 限 多 
个 元 ,于 是 F(z) 不 是 有 限 域 . 

注 @ 由 第 十 六 章 , 一 ,1, 注 4), 若 巨 是 有 限 域 , 则 已 的 特征 为 素数 . 上 例 说 明 该 命题 
的 道 命 题 不 成 立 . 车 EE 是 特征 为 素数 p 的 有 限 域 , 则 含 p" 个 元 ,n 是 正 整数 . 

@ 设 下 是 特征 为 素数 p 的 有 限 域 ,x 是 F 上 未 定 元 . 把 域 F(x) 看 成 加 群 , 则 F(x) 是 
一 个 无 限 加 群 ,而 F(x) 中 的 非 零 元 的 阶 都 是 p, 零 元 0 的 阶 是 1, 从 而 F(z) 的 每 个 元 的 阶 都 
有 限 . : 

同样 , 环 FLz] 也 是 一 个 无 限 加 群 , 但 其 中 每 个 元 的 阶 都 有 限 . 

说 明 第 四 章 , 二 ,6 的 逆 命题 不 成 立 . 

9) 正确 .事实 上 ,( 之 ) FF 实 Z,, Zs 含 p 个 元 ,从 而 下 也 是 含 p 个 元 的 有 限 域 . (<<) 

ch FF 二 =p. 设 和 A 是 下 的 过 子 域 , 则 因 下 含 p! 个 元 , 故 (F:A)==1. 由 第 十 六 章 , 一 ,12,F 二 人 A 
是 一 个 秦 域 . 

10) 正确 .事实 上 ,由 上 题 9) ,只 需 证 明 下 含 p 个 元 . 因 下 中 任 一 元 都 是 zx? 一 xz 的 根 ， 
故 下 最 多 有 个 元 ; 设 人 是 下 的 雪子 域 , 因 ch A=ch F=p, 故 由 上 题 9)( 祝 ),A(CF) 合 p 
个 元 ,于 是 下 最 少 有 纪 个 元 . 所 以 下 含 p 个 元 . 由 上 题 9) ,下 是 素 域 . 

11) 正确 . 事实 上 , 因 下 必 含 p" 个 元 ,其 中 户 是 素数 , 今 p" 二 2k,k 是 正 整 数 , 故 ?| 加， 
但 p 是 察 数 ,从 而 p= 二 2, 于 是 下 含 2" 个 元 ,其 中 nn 一 (F :人 A),A 是 下 的 素 子 域 . 

12) 正确 .事实 上 ,对 于 每 个 正 整数 n,x” 一 xz 在 A 上 的 分 裂 域 玉 是 一 个 含 p" 个 元 的 
有 限 域 ,因此 (EE:A)==n. 由 第 十 七 章 , 一 ,9,E 是 A 的 单 扩 域 , 设 E=A(a), 妈 (A(o): A)=n. 
所 以 存在 a 在 A 上 极 小 多 项 式 p(x) ,p(xz) 就 是 一 个 A 上 次 不 可 约 多 项 式 . 

13) 正确 . 由 第 十 七 章 ,二 ,5 及 其 注 1) 可 知 . 

14) 正确 .事实 上 , 设 工 是 F 的 子 域 , 则 由 第 十 七 章 , 二 ,5, 注 1),L 是 含 p” 个 元 的 有 
限 域 , 且 m|gq. 因 g 是 罕 数 , 故 只 能 m==1 或 4. 从 而 工 只 能 是 下 的 素 子 域 或 F 自身 . 所 以 命 
题 得 证 . 

15) 正确 . 事实 上 ,由 第 十 七 章 , 一 ,7, 注 3),E= {x?” 到 的 全 部 根 }. VaEE,a 是 x* 一 立 
的 根 , 即 oz 一 a 二 0; 从 而 (a )? 一 x=0, 因 此 oz (E 本 是 之 一 x 的 根 . 

16) 正确 . 事实 上 ,YaE€E, 因 EE 是 下 的 可 离 扩 域 , 故 4 是 F 上 可 离 元 . 今 T 是 F 的 扩 
域 ,由 第 十 七 章 ,一 ,13, 注 1) ,a 也 是 1 上 可 高 元 . 所 以 玉 也 是 了 的 可 高 扩 域 . 

2. 设 下 是 域 ,， f(x) 二 =x? 十 axt 十 5EF[zxj. 证 明 : 车 f(z) 在 下 上 可 约 , 则 玉 是 f(z) 在 下 
上 的 分 裂 域 ; 若 f(x) 在 上 不 可 约 , 则 f(zx) 在 下 上 的 分 裂 域 是 下 的 单 代数 扩 域 . 

证 车 f(z) 在 上 可 约 , 则 f(z)=(x 一 a) (zx 一 月 ,其 中 a,BEF, 从 而 f(x) 在 FF 上 的 
分 裂 域 是 F(a,P) 二 FF. 
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车 f(x) 在 下 上 不 可 约 , 由 第 十 六 章 , 二 ,4, 存 在 下 的 单 代数 扩 域 (a). 其 中 a 在 F 上 
极 小 多 项 式 是 f(z), 从 而 f(x)==(x 一 a)g(X)E F(a)[zxj. 由 第 十 一 章 , 四 ,1,10) ,g(xz) 是 一 
次 的 ,于 是 g(x) = 二 zx 一 B, 其 中 BEF(a). 所 以 f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 是 F(a,8)==F(a). 

例 1 因 f(zx)==x? 一 x 一 2=(zx 一 2)(z 十 1) 在 Q@ 上 可 约 , 故 f(x) 在 Q 上 的 分 裂 域 是 Q. 

例 2 因 f(x)=z 十 2 一 (zx 一 V2 (x 十 V2) 在 Q 上 不 可 约 , 故 f(z) 在 Q 上 的 分 裂 域 是 
QW2). 

例 3 因 f(z) 二 zx’ 十 x 十 1 在 Z, 上 不 可 约 , 设 a 是 f(x) 的 一 个 根 , 故 f(z) 在 Z: 上 的 分 
裂 域 是 Z: (a). 

3. 试 求 出 下 面 各 多 项 式 f(x) 在 域 上 的 分 裂 域 巨 ,并 确定 (E :FF). 

1) f(x) 二 x* 一 1,p 是 素数 .FQ. 

2) f(z)=x—1.F=Q. 

3) f(x)==x* 一 1, 其 中 是 素数 ,n 是 正 整 数 ,ch 下 二. 

4) f(x)=x'—3.F=Q. 

5) f(x)=zx’—2.F=Q. 

6) f(x)=7x’—7x x2.F=Q. 

7) f(x)=x—zx:—2.F=Q. 

8) f(x)==x' 十 十 xz! 十 1. 下 二 Z4. Zi 中 元 [aj 表 为 a. 

解 1) f(z)=x? 一 1 一 (zx 一 (zr 十 zx? 十 … 十 1). 由 第 十 五 章 ,四 ,14,g(x) 二 zx* 十 


xz 十 … 十 1 在 Q 上 不 可 约 . 由 第 十 六 章 ,三 ,2,7),p 次 本 原单 位 根 a 二 cos ti sin 和 是 


g&(z) 的 一 个 根 .o 一 1;ao ,oo :是 f(z) 的 个 不 同 的 根 .从 而 EF 一 Q(l,a,w,… ,07 1) 二 
QV. (QW:Q)=p—1. 


注 zz 十 zt 十 … 十 1 与 zx* 一 1 在 QQ 上 的 分 裂 域 相同 ,其 中 p 是 素数 . 
例 1 zz 一 1 在 Q@Q 上 的 分 裂 域 是 Q(a), 这 里 a 二 cos ti sin 笃 . (QW:Q)=4. 


例 2 x" 一 1 在 @ 上 的 分 裂 域 是 Q(a) ,这 里 a 二 cos 和 7 Fi sin 17 (QV:Q)=16. 


2) Ded DrDe De Dr 。 
(x 一 让 (zx 十 .EE=Q0, 一 1,i, 一 二 QQ) ,i 是 4 次 本 原单 位 根 . (Q CD:Q) 一 2. 
注 因 之 一 1 的 次 数 4 个 是 素数 ， 故 (E:Q@) 关 4 一 1 一 3. 又 如 zx 一 1 在 Q@ 上 的 分 裂 域 是 


@G(o) ,这 里 一 cos TZ+i sin 2 < (Qo): Q@)= 二 4, 这 是 因为 a 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 是 x 一 十 1 


=(x—a) (zx—o)(rz—a ) (zr nD( 见 第 十 六 章 ， 三 ,2.8)). 
一 般 来 说 ,x 一 1 二 (zx 一 1) (x 十 zx” 了 十 … 十 1) 在 Q@ 上 的 分 裂 域 是 Q(a), 这 里 “一 
2r . . 2x 
cos TT +i sin 三 ， 
3) 因 ch F[z]=ch F 一 户 故 由 第 十 章 , 三 ,4,2)，z 一 1 一 zx 一 1 二 (zx 一 1)* ,从 而 
zr? 一 1 在 下 上 的 分 裂 域 是 F(1)=F,(F:F)==1. 
特别 地 ,zz 一 1 在 域 下 上 的 分 裂 域 是 下, 这 里 ch 下 一 素数 p( 见 第 十 七 章 ,二 ,4, 注 2)). 
此 结论 与 本 题 1) 不 同 ,就 因为 域 下 不 同 . 
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4) 以 一 3 的 根 是 4 个 3 的 4 次 方 根 :y3,iy3,iaw3 一 一 ,VS3= 一 iV3, 其 中 1 是 一 个 
4 次 本 原单 位 根 . E 一 QH3,193, 一 V3, 一 1W3) 二 QW3,i). 因 xz? 十 1 的 两 个 根 士 i 不 是 实数 ， 
故土 i 巨 Q@ (3), 从 而 x 十 1 在 QC(3) 上 不 可 约 , 于 是 i 在 QC(Y3) 上 极 小 多 项 式 是 xz? 十 1. 由 


第 十 五 章 , 四 ,13, 艾 森 斯 坦 因 不 可 约 性 判别 准则 ,x 一 3 在 Q 上 不 可 约 , 于 是 x: 一 3 是 V3 在 
Q 上 极 小 多 项 式 . 所 以 


(E:Q@) = (QHDOQ INQ WD QO)=2.4=8. 
5) x 一 2 的 5 个 根 是 弛 ,ao 条 ,ol 钴 ,其 中 必 一 cos ti sin 二 是 5 次 本 原单 位 
根 .二 QC2,w 胡 ,… ,wt 并) 二 QCW3,w). 由 区 森 斯 坦 因 不 可 约 性 判别 准则 ,zx’ 一 2 在 Q 上 
不 可 约 , 从 而 并 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 是 x 一 2. g(x) 一 x 十 十 如 十 Xx 十 1 一 (xX 一 w) (x 一 )。 
Cz 一 wz 一 wwi 蕊 QCD) ,wiwi 与 wi 十 wi 不 能 同时 EQ (VD) ,i,j 一 1,2,3,4. 于 是 g(x) 


在 Q@(2) 上 无 一 次 因子 与 二 次 因子 . 因此 g(x) 在 QC(Y2) 上 不 可 约 ,从 而 在 Q@(Y2) 上 极 小 
多 项 式 是 g(x). 所 以 


(E:Q@) = (Q DW QO VD)Q WD :QQ)=4.5= 20. 
注 四 zx 一 a 的 nn 个 根 是 Va ,wya ,ovya ,其 中 w=cos ti sin 人 是 一 个 次 


本 原单 位 根 . x" 一 a 在 @ 上 的 分 裂 域 是 Q (Wa,wVa,…,w Ya)= Q (Va,w). 
@ 设 域 下 的 特征 是 素数 户 , 则 x? 一 a 在 下 上 的 分 裂 域 是 F(a), 其 中 a 是 x* 一 a 的 一 
个 根 ( 见 第 十 七 章 ,二 ,4). 


6) zx 一 x 一 zx 一 2=(x—2)(zx 二 ZX 二 1)=(r—2)(7z—w) (zr 必 ), 其 中 一 一 十 + 虹 


2 
= 3 i E-Q02,0,0)=Q(0) =QWD).(E:Q)=2. 


7) zi—zx—2=(x 2 x1) = (rv) rH) zm) z+). E= Q (2,). 
(E:Q@)=(QOWVDQD) QD)Q)=2.: 2 一 4. 

8) 1 是 f(z) 的 根 , 即 x 一 1| (x). 用 带 余 除法 得 f(z) 二 (zx 一 1) (zx 十 x 十 1). 因 1E€ 
Z,, 故 f(x) 在 Z; 上 的 分 裂 域 就 是 g(x) 二 zi 十 zx 十 1 在 ZF, 上 的 分 裂 域 . 下 面 求 g(x) 在 Z, 上 
的 分 裂 域 . 

因 g(xX) 在 ZZ 中 无 根 , 故 g(x) 在 Z， 上 不 可 约 . 由 第 十 六 章 ,二 ,4, 存 在 Z: 的 单 代数 扩 域 
Z,(a) ,其 中 a 在 Z; 上 极 小 多 项 式 是 g(x). 从 而 g(x) 二 (x 一 a) (x? 十 az 十 D)EZs(a)[Lzxj, 即 
十 十 1 二 xX 十 (a 一 Tz 十 (0b 一 aa)zx 一 a. 
比较 系数 ,得 a 一 a 二 0,5 一 aa 二 1, 一 ba 二 1. 解 得 ,a 二 a,5 二 十 1, 即 g(Cz) 一 (z 一 o)[ 巡 十 az 十 (十 

1)]. 下 面 确定 hx) 二 式 十 az 十 (w 十 1) 在 Zula) 上 是 否 可 约 . 
因 (Z:(a):Z:) 一 3, 故 由 第 十 六 章 , 一 ,5， 
Zi(0)= (ww 十 az 二 aow|cEzZ:) 
一 (0,1,a'az ;1 十 Qa;1 十 2 ,a 十 a? ,1 十 a 十 0 ). 
将 ZCQ) 中 的 代入 h(x)， 
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hoe) 一 a 十 十 十 1 一 (a 十 十 QO) 十 Co 十 a 十 1) 
一 co 十 ac 十 1) 十 Co 十 ax 十 1) 二 (a 二 1)g(a) = 0. 
即 是 h(xz) 的 一 个 根 , 从 而 h(xz) 在 Zs(a) 上 可 约 . 由 第 十 七 章 ,三 ,2,h(z) 的 根 都 EZ (ao). 
所 以 g(x) 也 就 是 f(x) 在 Z: 上 的 分 裂 域 是 ZCa). (ZCa):Zi)==3. 

4. 试 分 别 构造 含 4,9,25 ,27,32,125 个 元 的 有 限 域 . 

解 设 和 A 是 有 限 域 GF(p") 的 素 子 域 , 则 由 第 十 七 章 ,一 ,6; 第 十 七 章 , 一 ,9; 第 十 六 章 ， 
一 ,4,GF(p") 二 x 一 x 在 A 上 的 分 裂 域 =A(a) 守 Z,(o) 衬 Z,[xj/(p(x)), 其 中 p(xz) 是 a 
在 Z, 上 的 n 次 极 小 多 项 式 . 所 以 对 于 给 定 的 素数 p, 正 整数 ,只 要 能 找到 Z, 上 任意 一 个 最 
高 系数 为 1 的 n 次 不 可 约 多 项 式 p(x) ,由 第 十 六 章 , 一 ,5, 就 可 以 构造 出 GF(p”)， 

GF(p”) = (Dawa ez ， 
其 中 a 是 p (zx) 的 一 个 根 . 由 第 十 七 章 , 三 ,1,12) 知 ,对 于 任意 素数 p 和 正 整 数 n, 必 存在 Z， 
上 次 不 可 约 多 项 式 . 
1) 因 4=2?, 而 zx: 十 x 十 1 在 Z: 上 不 可 约 ( 第 十 五 章 , 三 ,4,6)), 故 
GF(4) = Zi(0) = {a taalai EZ1)= (0,1,0,1+a}, 
其 中 a 是 x 十 x 十 1 的 一 个 根 . 
2) 因 9 二 3, 而 zx! 一 x 一 1 在 Zs; 上 不 可 约 , 故 
GF(9)= Z:(o = {ao + aala, EZ,) 
二 {0,1,2,a,2a,1 十 Ql 十 2a,2 十 a,2 十 2a}， 
其 中 a 是 zx? 一 x 一 1 的 一 个 根 . 
3) 因 25=5, 而 xz: 十 3 在 Zs 上 不 可 约 ( 第 十 五 章 ,三 ,4,3)), 故 
GF(25) = Zs(0) = (ao + aiala; EZ;), 
其 中 a 是 zz 十 3 的 一 个 根 . 
4) 因 27==3;, 而 x 一 x 一 1 在 Zs 上 不 可 约 , 故 
GF(27) = Zs(0) = {ao tarat a |a: EZ;), 
其 中 a 是 xz? 一 x 一 1 的 一 个 根 . 
5) 因 32=25, 而 x 十 zx’ 十 1 在 Z。 上 不 可 约 , 故 
GF (32) = Z:(a) 一 {Daa' la Ez,), 
其 中 a 是 x 十 x? 十 1 的 一 个 根 . 
6) 因 125=5;, 而 wx; 十 x 十 x 十 3 在 Z; 上 不 可 约 , 故 
GF(125) = Zs(a) = {40 十 aia 十 azo |a: ezs)}， 
其 中 a 是 zx 十 x 十 zx 十 3 的 一 个 根 . 

注 在 1) 中 GF(4) 还 可 写成 是 x! 一 xz 在 Z; 上 的 分 裂 域 ,或 写成 是 Zs[x]/(x 十 x 十 1). 
其 余 2) 一 6) 类 同 . 

5. 有 没有 含 60 个 或 100 个 元 的 有 限 域 ? 

解 因 60=2:，。，3。5,100= 二 22。5? ,都 不 是 p” 形 , 这 里 p 是 素数 ,n 是 正 整 数 , 故 没有 
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这 样 的 有 限 域 . 

注 任 给 一 个 正 整数 ”未必 有 含 个 元 的 域 ,但 必 有 含 p" 个 元 的 域 ,p 是 素数 . 这 是 因 
为 有 限 域 的 元 的 个 数 具 有 特殊 的 规律 . 

6. 判断 以 下 各 域 上 的 多 项 式 f(zx) 在 其 分 裂 域 中 有 无 重 根 . 

1) f(z)=z’:+l1.F=Q. 

2) f(z)=zx’+1.F= 了. 

3) f(x)=zx’+2z+2.F= 2Z,. 

4) f(z)=zx* 一 (p 一 1).F=Z,,p 是 素数 . 

5) f(zx)= 二 zx? 一 x 一 a. FF 一 2,,p 是 素数 . 

6) f(x) 二 x" 一 1. ch 下 一 素数 p,n 与 p 互 素 . 

解 ” 利 用 第 十 七 章 , 一 ,11,1) 来 判断 f(z) 是 否 有 重 根 . 

1) 因 了 (xz) 一 2x, 故 f(x),f (xz) 互 素 ,从 而 f(z) 无 重 根 . 

2) 因 (x)=2zx 一 0( 由 ch Zs 二 2), 故 f(z), 了 (zx) 不 互 素 ,从 而 f(x) 有 重 根 .实际 
上 ,x 十 1 二 x 十 1 二 (zx 十 1)? ,于 是 一 1=1 是 x: 十 1 的 2 重 根 . 

3) 因 广 (z)=3z2 十 2 一 2, 故 f(x) ,了 (zx) 互 素 , 从 而 f(z) 元 重 根 . 

4) 因 ch Zs=p, 故 了 (zx) 一 px*-! 二 0, 于 是 f(x), 了 (xz) 不 互 素 .从 而 f(z) 有 重 根 .由 
第 十 七 章 ,二 ,4, 车 a 是 f(x) 的 一 个 根 , 则 a 是 f(z) 的 pp 重 根 . 

5) 因 F(z)=pzo 1 一 1 二 一 1, 故 f(x), 了 (zx) 互 素 ,从 而 f(x) 无 重 根 . 

6) 因 n 与 p 互 素 , 故 pn; 从 而 (zx)=nz”!' 关 0, 于 是 f(x) ,f(z) 互 索 .所 以 f(x) 
无 重 根 . 


四 、 思 考 问 题 


1. 设 下 是 域 下 的 代数 扩 域 , 且 下 上 每 一 多 项 式 (E€ 已) 在 下 上 的 分 裂 域 都 是 五 的 子 域 ， 
证 明 :E 是 代数 闭 域 , 

2. 设 I 是 域 的 有 限 扩 域 ,f(z) 是 IT 上 不 可 约 多 项 式 . 证明: 存在 下 上 不 可 约 多 项 式 
g (zx), 使 在 I[z] 中 ,f(zx) | g(x). 

3. 设 互 是 域 F 上 ?2( 亿 1) 次 多 项 式 f(x) 在 FF 上 的 分 裂 域 ,证 明 :(E:F)<<nl. 

4.1) 设 巨 是 含 g==p" 个 元 的 有 限 域 ,ch EE= 素 数 如 .证明 : 下 中 所 有 非 零 元 的 积 是 一 1 
(五 中 单位 元 1 的 负 元 ). 

2) (威尔逊 (Wilson) 定 理 ) 若 p 是 素数 ,证 明 :(p 一 1)! 硅 一 1(p). 

5. 设 A 是 特征 为 素数 p 的 素 域 ,a 是 A 上 nn 次 不 可 约 多 项 式 f(x) 的 一 个 根 . 证 明 : 
oz oz ,sa 都 是 f(z) 的 根 , 且 a* 二 a. 

6. 设 G 是 有 限 交换 群 .证 明 : 

G 是 循环 群 晤 G 的 阶 1G | 是 使 a” 一 e(YaEG) 成 立 的 
最 小 正 整 数 n, 这 里 e 是 G 的 单位 元 . 
7. 将 下 列 各 有 理 数 域 @ 的 有 限 扩 域 互 表 成 @ 的 单 扩 域 . 
1) E=Q(W2,i). 
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2) E=Q@(V3,.V2). 
3) E=Q(W2,w), 其 中 w=cos + sin 至 . 


4) 下 一 QCW2 i,w) ,其 中 0 一 + 并 1 


5) EQ(w,2i) ,其 中 w= + 


2 
( 见 第 十 七 章 , 一 ,17, 注 4), 例 . ) 

8.1) 求 出 V2 十 i 在 RR 上 极 小 多 项 式 . 

2) 求 出 V2 十 i 在 @ 上 极 小 多 项 式 . 

3) 求 出 QZ 上 TiD 在 @ 上 的 一 个 基 . 

4) 直接 证 明 @C2,iD 一 QC2 十 i). 

( 见 第 十 七 章 , 一 ,17, 注 4), 例 . ) 

9. 设 下 是 域 ,ch F=co,FCz) 是 下 上 最 高 系数 为 1 的 #(>0) 次 多 项 式 . 若 dCz) 一 
(f(z), f(z)), f(x) 二 d(xz)g(x), 证 明 ; g(x) 有 与 f(z) 相同 的 根 , 且 这 些 根 就 是 g(x) 的 
所 有 的 单 根 . 

10. 设 下 是 特征 为 素数 p 的 域 ,a EF ,证 明 : 

1) f(zx)==x?* 一 Xx 一 a 没有 重 根 . 

2) f(z) 在 下 上 不 可 约 舍 a 关 c? 一 c,， YcEF( 即 f(z) 二 x?* 一 zx 一 a 在 F 中 没有 根 ). 


321 


思考 问题 解答 


第 一 章 


1. 解 1) 一 6) 都 不 能 组 成 集合 . 

2. 解 1),2) 错 . 3) 一 15) 对 . 16) 一 19) 错 . 20) 对 . 21) 一 23) 错 ， 
24) 一 26) 对 . 27) 错 . 

3. 解 4). 


4. 解 因 AADAD…, 故 4=4U4UAU…=Ao. 因 YzER, 习 非 负 整数 
mu 使 得 zx<n, 于 是 工 尼 4,, 故 工 忆 站 A,, 所 以 用 A, 一 乡 . 
5. 解 UA=A1, A=({0). 
6. 证 (= 二) 因 AUB=AUA=A,AN 门 BANA=A, 故 AUBCANMB.(<<) VzE 
A, 有 ZXEAUBCANBCB, 从 而 ACB; 同 理 BCA. 所 以 A=B. 
ANB= (一 44) NN (Co0,1] U [3, + 00)) 


= ((—4,4) 门 (一 co) U ((—4,4) N [3, + 0)) 
= (一 4,1] U [3,4). 
8. 证 1) 设 f(z)g(zx) 的 实 根 的 集合 为 C, 要 证 C=AUB. VaEC, 则 fla)g(a)=0 
之 f(a)= 二 0 或 g(a) 一 0 二 EA 或 EB 二 aEAUB; 反 之 ,YaEAUB, 则 aEA 或 a EB 
过 f(a) 一 0 或 g(a) 一 0 坟 f(z)g(a) 一 0 这 aE€EC, 所 以 C=AUB. 
2) 设 f*(z) 十 g:(z) 实 根 的 集合 为 C, 要 证 C=ANB. YaEC 之 太 (a) 十 ga) 一 0. 
因 f (a) ,g: (oa) 都 是 非 负 实 数 , 故 f*(a)=g?(a)==0 志 f(a)=g(a)=0 二 a€EA 且 a€B=> 
aEANMmB; 反 之 , VaEA 门 B 二 a€A Ha€EB=> f(a)=g(o)=0=> f(a)=g’(a)=0—=> 
f° (0)+g:(a)=0—>a€EC. 所 以 C=ANMB. 


9. 解 ” 当 是 偶数 时 , 取 Ai 与 As 使 其 所 含 元 的 个 数 都 是 子 , 于 是 A XAs 含 施 ， 了 一 


艺 个 元 ,个 数 最 大 ; 当 是 奇数 时 , 取 As 含 2 二 1 个 元 , 则 As 含 4 一 大}+="3-+ 个 元 ,于 是 Ai x 


As 会 "1 。 2 上 一代 二 1 个 元 ,个 数 最 大 
10. 解 1) 是 . 2),3) 不 是 . 4) 是 . 5) 一 11) 不 是 . 12) 是 . 
11. 解 1),2) 都 是 由 == 中;. 
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12. 解 1) 一 7) 不 是 . 8) 一 12) 是 . 

13. 解 因 A 的 一 个 代数 运算 就 是 AXA 到 A 的 一 个 映射 ,而 AXA 恰 含 n? 个 元 ,A 
恰 含 * 个 元 ,从 而 AXA 到 A 的 映射 共有 n” 个. 所 以 A 中 最 多 有 ”种 代数 运算 ( 见 第 一 
章 , 三 ,4). 

14. 解 5 种 . 

15. 解 1) 适合 交换 律 ,不 适合 结合 律 .2) 结合 律 和 交换 律 都 不 适合 . 3) 适合 结 
合 律 ,不 适合 交换 律 .4) ”结合 律 和 交换 律 都 不 适合 . 

16. 证 因 表 中 主 对 角 线 两 侧 对 称 位 置 元 素 相同 , 故 。 适合 交换 律 , 可 不 考虑 顺序 . 又 
表 中 第 一 行 、 第 一 列 分 别 与 表 头 的 行 、 列 相同 ,说 明 YxEA, 都 有 az 二 x 二 xa. 再 者 表 中 主 
对 角 线 上 的 元 素 都 是 a, 因 此 ,YzEA4, 都 有 zz=a. 下 面 证 明 ; Y x,y,zEA, 都 有 (xy)z= 
Z(yz). 分 四 种 情况 : 

1) zyz 中 有 a 时 ,显然 (zy)z 一 Z(yz). 

2) x,y,z 中 无 a, 且 它们 互 不 相同 时 ,从 表 中 可 看 出 ,x,y,x 中 任意 两 个 元 的 乘积 是 
第 三 个 元 , 即 zy 一 z,yz 一 Z, 从 而 

(zy)z 一 zz 一 ， Xx(yz)—=Xxx—=a. 
所 以 (zy)z 一 工 (yz). 
3) 工 ，y，z 中 无 a, 且 立 二 3 一 忆 时 ， 
(Zy)z 一 (ZZ)Z 一 QZ 一 并 
ZTCyZz) 一 ZCZZ) 一 CQ 一 并 
所 以 (zy)z 一 并 (7yZ). 

4) zy,z 中 无 ec, 且 其 中 恰 有 两 个 元 素 相 同时 , 设 这 个 相同 元 素 与 另 一 个 元 素 乘 积 
是 v. 

@@ 着 x==y,(zy)z= (Xx)z=az=z, rx(yz)= ru=z. 

加 若 xX=z,(zy)z=uz=y,7X(y2) = ru=y. 

@ 若 y 二 zx, 《xy)z=uz 二 XxX,X(y2)=7x(yy)=ra=z. 

总 之 ,此 时 有 (zy)z 一 Z(?7z). 

综 上 所 述 ,该 代数 运算 适合 结合 律 ， 

17. 证 ”命题 :“ 若 天 56, 有 a。 5 尖 ba2 的 闭 否 命题 :“ 若 a 上 b= 一 bea, 有 a= 二 6” 成 立 . 

1) YaEA,aaEA, 且 (asa)sa 一 as(asa), 所 以 aa 一 a. 

2) VabE€EA,(laba)a=(ab)° (aa)=(ab)a=a (ba)=(aa)° (ba)= 
a*(ab*a), 所 以 aeb°a=a. 

3) Vab,cEA,labec)e (lac)=(ab)e (coarc)= (a°b) c=a (be)—= acca) 
(pec) 一 (asc)。(aspboc)， 所 以 aspoc 一 aoc. 

18. 证 (ap (ab)=as (boa)b=a (ab) b=(aa)° (bb)=a°b. 

19. 解 1) Vayb,cEA. 2)(a1,az) ,i=1,2. 3)alyar，…anyz 一 1，2，…，71. 

4) 4 天 0,0 尖 0. 


第 二 章 


1. 解 1) 由 :nr 一 1]. 2)g:n 一 n， 3) 不 存在 . 4) 由 :nz 一 1 5)9:n 一 n,n 二 5 时 ; 
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nn 一 1,n 二 5 时. 6) 不 存在 . 

2. 解 1) 中 未 必 是 满 射 ,因为 未 必 每 个 年 级 都 有 学 生 . 一 般 说 由 不 是 单 射 ,因为 某 年 
级 如 有 学 生 ,一 般 不 会 只 有 一 个 人 .2) 中 不 是 满 射 . 中 不 是 单 射 . 3) 中 不 是 满 射 ,也 不 是 
单 射 .4) ”不 是 满 射 . 由 是 单 射 .5) 由 是 满 射 ,但 不 是 单 射 .6) ”中 不 是 满 射 ,也 不 是 单 
射 .7) 中 不 是 满 射 ,也 不 是 单 射 . 8) 中 不 是 映射 ,因而 既 不 是 满 射 ,也 不 是 单 射 .9) ”中 是 
满 射 ,但 不 是 单 射 . 10) 由 是 满 射 ,但 不 是 单 射 . 11) 由 是 满 射 ,而 不 是 单 射 . 

3. 解 ” 因 4$ 是 A 到 8B 的 单 射 , 故 A 中 个 元 在 9 下 的 象 是 B 中 个 不 同 的 元 . 于 是 中 
的 个 数 是 从 B 中 个 元 每 次 取 k 个 不 同 的 元 进行 排列 所 得 到 的 排列 数 , 即 A 到 B 的 单 射 的 
个 数 为 


ko 一 一 -一 一 
p=n(n—1)(n—2)."(n—k+1)= ca Tr 


4. 证 1) Vg(lx)EA, 令 g(z) 二 (zx? 十 1)f(z), 则 因 zx? 十 1 关 0， 故 rz) 一 ECz) ， 从 


Zz: 十 1” 
g(xX) 
而 3 本 本本 | EE A, 使 得 
g(X) NY g(x) 
的 区 全 ， 又 VFzlyg(Cz)EA, 若 ( 妇 十 1) f(x) 二 (x 十 1)g (zx), 因 x 十 1 了 关 0, 故 
et i 十 1)g(Cz) > f(r)= g(r). 
所 以 中 是 单 射 . 


2) VmEB， 当 m 是 非 负 偶数 时 ,m 在 下 的 逆 象 是 字 广 E A. 当 和 是 非 负 奇数 时 ,可 写 


成 区 = 一 (2n 十 1) ,其 中 m<0, 则 和 在 由 下 的 逆 象 是 zzEA. 所 以 由 是 满 射 . 又 Yn,mEA, 当 
n,m 都 艺 0 时 , 若 2n 一 2m, 有 n= 二 m， 当 n,m 都 二 0 时 ,车 一 2n 一 1 二 一 2m 一 1, 有 n= 二 m.， 当 
n 主 0,m 过 0 时 , 则 nn 关 m; 有 2n 关 一 2m 一 1. 当 m 之 0,n 过 0 时 , 则 m 关 n, 有 2m 关 一 2n 一 1. 所 
以 由 是 单 射 . 

5. 解 1) 由 ;27 一 1 一 2n7 一 1,2，…，50.， 2) 由 :2 一 ?2 一 1 3) 中 :7 一 7 十 1. 


一 1 B); 
4) 非 负 整 数 集 昌 是 A 的 一 个 于 集 . 由 :| 


Tu 27 一 1; | rT 

: 一 上 CC9 : 7 :Xo 

5 人 
vr 
8) $:z 一 1 


6. 解 1) 由 1 :Zz 一 也 一 区 2) 由 -1:X-X'、 3) $7:y——Vy. 


7 一 一 1,7<<0 时 ; 
7. 证 1) RT 0 
nl],n 这 0 时 ， 


思考 问题 解答 


2) ”对 于 和。 来 说 ,存在 A 到 A 的 同 态 满 射 由 ;a 十 bi-*a. 
3) 对于。 和。 来 说 ,存在 A 到 A 的 同 态 满 射 $:1 一 1,i 一 一 1, 一 1 一 1, 一 i-* 一 1]. 4) VYzEA， 


都 有 z=2:… 马 , 其 中 p,q 都 是 奇数 . 可 以 证 明 : 对 于 。 和 5 来 说 ,存在 4 到 去 的 同 态 满 射 由 : 
zx—k. 
8. 证 取 1+V2V2EA4A, 则 由 :1 十 V2 一 1 二 V3, 而 V2 一 V3, 从 而 四 : (1 十 V2)V2 一 2 十 V2 一 


2 十 V3 ,但 (1+V3)V3 王 3 十 V3 ,所 以 由 ((1 十 V5)V2) 天 中 (1 十 V2) 中 (V2). 
9. 证 1) 假设 A 与 4A 间 有 同 构 映射 , 设 为 由 . 对 于 1EA, 因 由 是 满 射 , 故 3aEA, 使 


得 中 (4) 一 1, 对 于 多 € A, 因 中 是 映射 , 故 了 3nEA, 使 得 (名) 二 n. 因由 保持 运算 , 故 
1= (a) 一 由 (号 十 分 ) 一 由 (全 ) 十 由 ( 生 )= 2 十 二 一 2m， 


从 而 ?一 这 ,但 去 EA, 即今 EA 在 下 在 A 中 无 象 ,此 与 $ 是 映射 矛盾 . 因此 4A 关 4. 


注 将 A 改 为 实 台 集 , 开 改 为 自然 数 全 ,同样 可 证 A 

2) 设 $ 是 A 与 A 间 的 一 个 同 构 映射 . 由 由 是 映射 ,可 设 由 :1 一 a. 由 中 保持 运算 ,有 中 : 
1，1a 十 a. 因 1=1.1,$ 是 映射 , 故 a 二 a 十 4 二 2a,; 从 而 a= 二 0, 即 $9:1 一 0。 由 中 是 映射 ,可 
设 由 :一 1 一 5. 因由 是 单 射 , 故 2 和 尖 0. 由 中 保持 运算 ,有 

20 一 5 十 5 一 中 (一 1) 十 由 (一 1) = 由 (( 一 1 一 1)) 一 中 1) = 一 0. 

即 5 一 0 ,得 出 矛盾 . 所 以 A 和 关 4. 

10. 解 不 对 . 

1) 例 取 A= 民 ,A=(1).ao0 一 
然 。 适 合 结合 律 ,但 .不 适合 结合 律 . 

2) 例 取 A=R' , 且 一 (1).a"0 一 天 ,55 一 十 :a 一 1 都 符合 条 件 . 显然 适合 
交换 律 ,但 "不 适合 交换 律 . 

11. 解 不 对 . 


1) 例 取 A=R* ,A=1{0). OL ,a Db=a+ b.a®b= ab. aD25=a 二 bb. 中 :a 一 
0. 都 适合 条 件 . 显然 可 , 桓 适 合 第 一 分 配 律 ,但 ,四 不 适合 第 一 分 配 律 . 

2) 例 将 由 中 例 a@6 改 为 上 ,其 余 不 动 . 显然 可 , 画 适 合 第 二 分 配 律 , 但 @ ,四 不 适 
合 第 二 分 配 律 ( 见 第 一 章 ,三 ,7)， 
第 三 章 

1. 解 1) 是 .A 中 任意 两 个 元 的 和 都 藉 0, 故 A 中 任意 两 个 元 都 不 符合 关系 及 ,这样 


的 关系 RR 叫 空 关系 . 
2) 是 .A 中 任意 两 个 元 都 符合 关系 尺 ,这 样 的 关系 叫 全 关系 . 


2 2 5 58 al 都 合乎 题 中 的 条 件 ， 显 
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3) 不 是 . 取 己 , 广 EA, 因 2 汪 1, 故 
但 广 一 全 ,而 2 尖 3, 故 


从 而 及 不 是 AXA 到 D 的 映射 .如果 将 上 面 的 二 , 刀 限 定 为 既 约 分 数 ,那么 , 尺 就 是 A 的 元 


间 的 一 个 关系 . 


2. 解 1) A,,Ai,As，,… 不 是 A 的 一 个 分 类 ， 因为 零 多 项 式 0 没有 次 数 ,所 以 0E 某 
Ai. {0} ,Ao ,A ,A, ,是 A 的 一 个 分 类 . 


2) Ai,As,As 不 是 A 的 一 个 分 类 . 如 恒 等 变换 s:a 一 a, 它 既 属于 Ai ,又 属于 4A: ,从 
而 A, 站 4: 和 他. 

3. 解 了 不是. 2) 不 是 . 3) 不 是 . ” 4) 不是. 5) 是 . 6) 不 是 . 7) 不 是 . 

4. 证 1) 因 za 一 六 zj|c 一 4 故 z|a 一 5 士 (ec 一人) 过 nja 土 c 一 (b 土 d) 一 a 士 < 
尘 6 土 d(n). 

2) 因 n|a 一 5, 故 nn|m(a 一 b) 过 nma 一 mb 地 ma 三 mb(n). 

3) 因 n|a 一 6,n c 一 d, 故 nn|cCa 一 b),n 
bc—bd=ac—bd 一 ac=bd(n). 

5. 解 1) 由 一 决定 的 含 元 素 a 十 bi 的 类 是 

[atbi]= {c+di€EAla’ + = c+ ad). 

这 样 的 类 的 全 体 就 是 A 的 一 个 分 类 . 从 几何 意义 上 来 看 ,类 [a 十 bi] 中 的 元 是 在 复 平面 上 
以 原点 为 圆心 ,以 对 十 天 一 > 为 半径 的 圆 . 由 一 决定 的 A 的 分 类 是 复 平 面 上 以 原点 为 圆心 
的 一 系列 的 圆 . 

2) 由 一 决定 的 含 元 素 zx 天 0 的 类 是 

[z] = (y€A|y: = x) = {x,—z). 


bc—bd 之 ?ac 一 cb 十 


blc—d)=>n |ac—cb,n 


而 含 0 的 类 是 
[0] = {y€A|y’ = 0) = {0}. 

这 些 类 的 全 体 就 是 A 的 一 个 分 类 ， 

3) 由 一 决定 的 含 元 素 X 的 类 是 

[X] = (YEA|3 可 逆 矩 阵 PEA, 使 得 PY = X})， 

即 类 [X] 中 恰 含 经 行 的 初等 变换 可 化 为 矩阵 X 的 一 切 矩 阵 . 这 些 类 的 全 体 就 是 A 的 一 
个 分 类 . 

4) 由 一 决定 的 含 元 素 X 的 类 是 

[= (YEA||IY|=|X|=a€R}), 
即 类 [X] 是 由 A 中 一 切 行 列 式 值 为 |X|==a 的 矩阵 所 作成 . 这 些 类 的 全 体 就 是 A 的 一 
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个 分 类 . 
5) 由 一 决定 的 含 元 素 X 的 类 是 
[LX] = {YEA|Y 与 X 相似 }. 
所 有 这 样 的 类 作成 A 的 一 个 分 类 . 
6) 由 一 决定 的 含 元 素 X 的 类 是 
[X] = (Ye4| 秩 了 = 秩 X= >}. 


因此 ， 
4.= (YEA| 秩 Y =0) = {0)， 
A {YEA| 秩 Y= 1)， 
As 一 {YEA| 秩 Y = 2)， 
A,= {YEA| 秩 Y =n 
是 A 的 一 个 分 类 . 


7) 由 一 决定 的 含 元 素 (zl,% ) 的 类 是 
[Czi,y1) = { (zs ,yz2 ) EA|zsz 盖 0 且 yy 二 0} ， 

即 与 点 (zi ,yi) 在 同一 象限 的 所 有 的 点 作成 了 类 [(z ,y)]. 从 而 A, ,As,4:,A, 是 A 的 一 
个 分 类 ,其 中 A; 是 第 i 象限 的 所 有 的 点 作成 的 集合 ,; 一 1,2,3,4， 

8) 由 一 决定 的 含 元 素 x 的 类 是 

[z] ~ {y€A|[Ly] = [zj}, 

从 而 ,…,A_;,A_1,Ao ;Ai,As:,… 是 A 的 一 个 分 类 ,其 中 A;= [i,i 十 1) ,i 二 0, 士 1, 土 2,… 

注 不 是 等 价 关系 的 关系 不 能 决定 集 4 的 一 个 分 类 . 例 ,a1b 是 整数 集 也 的 元 间 的 一 
个 关系 ,但 不 是 等 价 关系 . 含 4 的 类 是 [4 二 {zEz|zl4)}, 于 是 2E[4], 从 而 [2]=[4] ,但 


4E[2]= {zEZ|zl2}, 此 与 [2] 一 [人 矛盾 . 


第 四 章 


1. 解 1) 是 . 一 1 是 单位 元 ,a( 天 0) 的 遂 元 是 二. 
2) 是 .2 是 单位 元 ,a 的 遵 元 是 
3) 是 .一 二 是 单位 元 ,a 的 逆 元 是 二 
nga 
4) 不 是 .。 不 适合 结合 律 . 
5) 不 是 .不 适合 结合 律 ， 
6) 是 . 单位 元 、 逆 元 不 变 . 


7) 是 .zx 是 单位 元 ,a 的 逆 元 是 xz ia iu 1. 
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8) 是 .2 是 单位 元 ,a 的 逆 元 是 4 一 a. 

9) 是 .3 是 单位 元 ,a 的 逆 元 是 6 一 a. 

10) 是 . 首先 是 一 个 代数 运算 . 事实 上 ,Ya,5EQ 一 {一 1}, 即 a 闫 一 1,6 关 一 1. 如 果 
asb 二 a 十 b 十 qb 二 一 1, 那 么 (1 十 a)8 二 一 (1 十 a). 因 a 关 一 1, 故 1 二 a 隆 0, 从 而 可 由 上 式 两 端 消去 
1+a, 得 5= 一 1, 此 为 不 可 能 . 所 以 ab 关 一 1, 即 a:5EQ 一 {一 1), 因 此 Q 一 (一 1) 对 .封闭 .0 
是 单位 元 .a 的 道 元 是 一 

11) 不 是 .0 是 单位 元 . 但 1 在 Z 中 无 逆 元 . 


12) 是 .1 是 单位 元 . 当 a>0 时 ,a 的 逆 元 是 十; 当 a<0 时 ,a 的 着 元 是 


13) 不 是 . 到, 全 EG, 有 


"1—t 


lt, tt 1 一 1—t 1 一 2 .1 一 上 1 一 2 二 
工 一 上 1 一 上 t t 


所 以 ,不 是 G 的 一 个 代数 运算 . 

14) 是. (0,0) 是 单位 元 ,(a,2) 的 道 元 是 (一 a, 一 六 . 

15) 是 . 若 e 是 G 的 单位 元 , 则 (e,e) 是 GXG 的 单位 元 . (a, 纪 的 逆 元 是 (oa ,0 ). 

16) 是 . (0,0) 是 GG 的 单位 元 . (a,5) 的 道 元 是 (一 ae’ ,一 ). 

17) 不 是 . 空 集 凶 是 P(A) 的 单位 元 . 但 ACE P(A)) 无 道 元 . 

18) 不 是 .A 是 P(A) 的 单位 元 . 但 空 集 g (CE P(A)) 无 道 元 . 

19) 是 .v 是 单位 元 .a 的 道 元 是 ua-iu. 

20) 不 是 . 因为 若 f(x)E G, 而 次 f(x) 之 1, 则 f(x) 在 G 中 无 道 元 . 

(此 G 说明, 对 于 无 限 集合 来 说 , 虽 对 于 乘法 封闭 ,适合 结合 律 和 消去 律 , 但 此 无 限 集 合 
未 必 能 作成 一 个 群 . ) 

21) 是 . 零 映射 是 单位 元 . 映射 f 的 逆 元 是 了 的 逆 映 射 一 

22) 是 . (。 | ) 是 单位 元 . 每 个 元 的 逆 元 者 是 自身 

1 


0 


0 
23) 是 .e=( 1 ) 是 单位 元 . eva,b'c 的 逆 元 都 是 自身 .4 与 了 互 为 逆 元 . 


1 
24) 是 . (。 “是 单位 元 . (< :Ja 中 
25) 是 .(。 0) 是 单位 元 . (” 。 ) 的 党 元 是 { 


b —b —a 


26) 不 是 . ( (EG) 没 有 道 元 


1 0 
27) .| 0 全 err 的 光明 与/ 下 
0 1 
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1 0\、/-1 0 1 0 -1 0 0 OV 
28) 不 是 . 取 (。 了 0 _1jec' 但 (。 1)+( 0 _ 1)-( 0 从 而 G 
对 加 法 不 封闭 . 
29) 是 .z 阶 零 矩 阵 是 单位 元 .1 阶 实 和 矩阵 A 的 逆 元 是 一 A, 
30) 是 . 零 向 量 是 单位 元 . 向 量 a 的 逆 元 是 a 的 负 向 量 . 
31) 是 . 空 集 名 是 单位 元 . 每 个 元 都 以 它 自身 为 道 元 . 运算 表 是 
名 {ay {6} A 

好 2 ta (人 A 

{a} {a} 好 A (从 

{0} | {6} A 8 {a} 

A A {bb} {a} 好 


32) 是 . 运算 表 是 
° fi fs fs fs fs fs 
fiif fe fs fo fs fo 
fi| ff fs fi fs fs fs 
fs| fs fr fe fs fo fs 
fri fs fs fo fi fe fs 
fs fs fs fs fs fi ff: 
fel fe fo fs fe fs fi 
有 n(x) 是 单位 元 fi, fa, fs» fs 的 逆 元 都 是 自身 ， f: 和 f， 互 为 逆 元 . 
33) 不 是 . 12 是 单位 元 ,但 1,2,3,4,6 都 没有 道 元 . 


34) 是 . 

a 十 5 十 ca 偶 ,6b 偶 ， 

(a 十 pb)。 一 
Cat ee 十 5 一 cva 偶 ,p 奇 . 
中 。 c= | ,0 奇 ， 
(a a 一 b 一 cya 奇 ,b 侦 . 
(b+) = (te ,b 偶 ， 
.802 5 一 ca 奇 ,b 偶 . 
“ (B ) 二 人 
° 一 a 一 5 十 ca 奇 ,5 奇 . 


所 以 ,(a*p)。c 一 ae(bc).0 是 单位 元 . 任 一 偶数 a 的 逆 元 是 一 a, 任 一 奇数 a 的 道 元 就 是 a 
本 身 . 

35) 是 .4 阶 单位 矩阵 是 单位 元 . 每 个 元 的 逆 元 都 是 自身 . 

2. 证 @ 若 a 关 e,; 由 3), 3aEG, 使 得 aa’ =e, 于 是 a’ 关 e. 假定 不 然 ,a = 二 e, 由 1), 有 
aa 一 ae 一 ,从 而 a 二 e, 了 矛盾. 

@ 若 a 关 e, 3 a€G ,使 得 aa’=e, 由 a’ 关 e. 对 于 wz 关 e, 3 a EG, 使 得 a'a”=e, 由 @， 
a 关 e. 对 于 a 关 e,，3a”EG ,使 得 ee 由 外 ,a” 关 e. 于 是 


e= aa’” 和 2 (a e) = a(a’ (a’a”)) 
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由 2) af (Ca'a“)ax) 由 2) (ala’la’”))a” 
= ((aa)a’)a” = (aa Cave 
=— 2 9 


从 而 1) 与 3) 中 的 条 件 a 才 e 可 以 去 掉 . 这 样 ,G 就 有 右 单位 元 , 且 Ya€G,a 在 G 中 都 有 右 
道 元 . 又 因 albe)= 二 ab, 且 (ab)e==ab, 帮 Ya,b,c EG, 都 有 albc)== (ab)c, 即 结合 律 成 立 . 所 
以 G 对 于 这 个 乘法 作成 一 个 群 . 

3. 证 设 e 是 ya==a 在 G 中 的 唯一 解 , 则 e 是 G 的 左 单位 元 . 因为 ,VEG, 都 3zE 
G ,使 得 ax 二 5, 于 是 eg=e(az) 一 (ea)z 一 az 一 b, 即 e 是 G 的 一 个 左 单位 元 . 

又 ya 一 a 仅 有 一 解 , 故 G 有 唯一 的 一 个 左 单位 元 e. Ya EG, 由 于 方程 ax 一 e 在 G 中 有 
解 , 故 3a 的 右 逆 元 a'EG ,使 得 aa’ =e, 可 证 a 也 是 a 的 左 逆 元 . 事实 上 , 命 a 是 a 的 一 个 
右 道 元 , 即 ca“ 一 e. 考虑 aa ,由 于 对 任意 zxEG, 均 有 

(aa)z 一 (oa)er = (aa)aa r= (aaD))dzae)dz = (a(a)) r= (a r=er= rz, 
即 aa 是 G 的 一 个 左 单位 元 . 因 已 知 方程 ya 二 a 在 G 中 有 唯一 解 , 故 G 有 唯一 的 一 个 左 单 
位 元 e, 于 是 a'a = 二 e, 从 而 a 有 左 逆 元 a EG, 即 工 , 卫 ,WW,V 都 成 立 , 所 以 G 是 一 个 群 . 

4. 证 (二 ) 因 G 是 交换 群 , 故 

(ab)’ = abab 一 aabb = a’b’. 

(< 二) 因 Ya,bEG,(ab)’? 一 a?b, 故 abab 一 aabb, 由 消去 律 ,ba 一 ab. 

5. 证 (>) a 二 a 地 3a !E€G, 使 得 a la 一 a 'a 过 a 一 e, 

(< 二) a 一 e, 因 Ee: 二 e, 故 a? 二 a. 

( 即 群 中 的 蜂 等 元 有 且 只 有 单位 元 .) 

6. 证 因 G 是 群 , 故 对 于 a,5EG,ja 1,6 EG. 令 z=a lpca 0 ,直接 验证 可 知 
aripca-1p-1: 是 方程 zaxba= 二 xbc 的 一 个 解 . 故 方程 有 解 . 

若 zx 是 方程 zaxba 二 xbc 在 G 中 的 一 个 解 , 则 由 zoazopae=zopc 及 消去 律 得 czopa 一 
bc, 由 此 得 zz 一 a-1pca-16-1. 所 以 方程 zazpa 一 zpc 在 G 中 只 有 一 个 解 . 

7. 证 (a 1iba)* ==a 1pa 

”” 从 . 
O(a lba) (a pa)…(a ‘ba)=a ba 
Oa iba=a ‘ba 
OF=b. 
8. 证 VzEG, 则 |z :azl 王 |al. 事实 上 , 设 |a|=n, 则 


nt 
一 1 


(x lar)"= (riar)(r liar)(r liar) = x ar = Xer 一 6 


从 而 
| x lar | 委 2 王 |a |. 
又 设 |1z azl| 王 7, 则 
Cd 一 (Xr larzr Tl)” = r(x lar)"r! 
一 Zez- = e, 
从 而 
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lal<m=| zaz |. 
所 以 |z 'azx|= 二 lal. 而 |al 王 2, 于 是 由 题 设 有 z-:az 一 a, 即 az 一 za 
注 ”直接 利用 |ab5|==|ba| 可 得 


| zaz |=| x "xa |=|e |=|al|. 
或 :VYzEG,zriazzxe. 不 然 , 若 z !'azx==e, 则 az 二 xz, 由 消去 律 ,a==e, 此 与 1a|==2 矛盾 . 又 
(xX lar): = (x lar)(x ar) = ria’r=e, 


所 以 jz liaz|==2=|al. 
9. 证 bia 二 (b 1oa)e=(b 11a) (bb !) 
=6b" (a (bb )) = (ab) eb!) 
=b!o( (ba) ob))=6 1°(b (aeb!)) 
=(b ob) (ab !)=e(ab !)=ab!. 
10. 证 〈 反 证 法 ) 若 ap 一 pa, 则 
a‘b= ba5 = (ba)a’ = (ab)a' = a(ba)a’ 
= a(ab)a’ = a’ (ba)a’ = a’ (ab)a’ 
~ a’(ba)a = a’(ab)a = a (ba) 
= ai(ab) 一 050. 
由 消去 律 ,e 二 a, 此 与 已 知 条 件 矛盾 . 所 以 ,ap 天 pa. 
11. 证 Va,b€G,， 
(ba)'= (ba)’ = bababa. 
(ba)'= bia = ba 
=—> bia’ = bababa 
消去 6202 一 abab. (x) 
(ab’)'=— (ab)’ = a:b’a’ ba?b:. 
(gb)'= a’b’ 一 a'b 
之 aib'— ababa’b’ 


六 去 律 44 一 bab?a’ 
> apababab 
六 去 律 q3ps 一 (ba) 
=> ab'= (ba)" 
> (ab)'= (ba)'. 
因 是 单 射 , 故 as=pa, 所 以 G 是 交换 群 . 


第 五 章 
1. 解 1) 不 正确 . 例 ,:a-z 是 群 G 到 群 的 一 个 同 态 映射 ,其 中 局 = {2) ,而 


G= {ty | YrzEA,z™w 一 az 十 5,a 天 0,a,5 是 有 理 数 }， 
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A 是 实数 集 ,miyroEG, 有 中 (ri) 由 (ro) 一 ee 一 由 (ro) 由 (ra) ,但 Tl1 Ta0 一 7 天 To 一 Forll， 

2) @ 正确 .事实 上 ,VyER' , 令 y 一 2 ,有 logzy 一 log22”' 一 x 一 1, 从 而 x 二 logz yy 十 
1. 因此 ,x=logzy 十 1E 民 ,使 得 中 :zx 一 logzy 十 1 一 2 一 y. 所 以 是 满 射 .又 Vx,yE 
R ,由 :z 一 2 yy 一 27 1. 若 25! 二 2”71, 则 1ogs2”! 二 log22”! ,从 而 Xz 一 1 二 y 一 1, 期 x 二 y. 
所 以 中 是 单 射 . 于 是 由 是 民 与 本 间 的 一 个 一 一 映射 . 

@ 不 正确 . 事实 上 , 取 1,2ER , 则 由 :1 一 2 一 1,2 一 2 一 2, 1 十 2 一 3 一 23-1 一 4 和 天 
1。2, 即 由 (1 十 2) 天 中 (1)。 中 (2). 所 以 中 不 保持 运算 ,小 不 是 哄 与 慌 * 间 的 一 个 同 构 上 映射. 

注 J:zx 一 27 是 民 与 RR+ 间 的 一 个 同 构 映 射 . 

3) Q@ 正确 ,事实 上 ,Vm,nEZ ,Cm 二 nD) 二 (一 "1" 二 (一 1)” (一 1)" 二 (mm)。 


@ 不 正确 . 因为 2 ER’ 在 下 没有 道 象 . 

@ 不 正确 . 因为 2,4ER' , 虽 2 天 4, 但 中 (2) 一 1 一 中 (4)， 

4) Q@ 正确 .事实 上 ,Ym,nEZ ,有 Cm 二 nn) 二 i?1t*==i” :二 (mm) ， (Cn). 

@ 不 正确 . 因为 3 十 4iEC-" 在 由 下 无 逆 象 , 

@ 不 正确 . 因为 4,8EZ , 虽 4 天 8, 但 中 4) 一 让 一 1 一 站 一 中 (8). 

5) 不 正确 . 事实 上 ,假设 C 兰 C" ,而 由 是 C 与 C 间 的 任 一 同 构 映射 . 对 于 一 1EC-” ,由 
中 是 满 射 , 3 ao EC ,使 得 由 (ao ) 一 一 1. 由 m 的 逆 元 一 ao 的 象 是 ao 的 象 一 1 的 道 元 一 1, 有 
(一 ao) 二 一 1. 再 由 中 是 单 射 ,有 ao 一 一 ao* 即 2ao 一 0, 从 而 ao 一 0, 于 是 由 (0) 一 一 1. 但 由 CC 的 
单位 元 0 的 象 是 C* 的 单位 元 1, 有 中 (0) = 二 1. 而 由 是 映射 ,有 一 1 一 1, 此 为 不 可 能 . 所 以 C 与 C* 
不 同 构 . 

注 ”利用 群 的 同 态 的 性 质 较 易 证 明 . 参看 第 二 章 ,二 ,8; 第 二 章 ,三 ,8 及 第 二 章 , 四 ,9. 

2. 证 1) 中 显然 是 映射 . VzEG,39EG, 使 得 z==e”, 即 ,使 $(9) 二 x, 所 以 中 是 满 射 . 
又 Yr,yEG, 有 中 (zx 十 y) 二 e 人 7? 了 二 ex 二 由 (Xx)。 中 (y), 所 以 中 保持 运算 . 

2) VYVaEG, 都 有 a==2"ai ,其 中 aq(E G) 的 分 子 和 分 母 均 与 2 互 素 ,而 n 是 整数 ,所 以 
3 xz ECG, 使 得 由 (ae) 一 2 又 Va,a€EG, 有 4 一 2"al ,一 2"a ,其 中 Qi ,;Q1 的 分 子 和 分 母 均 与 2 
互 素 , 而 mmwE 区 若 n 一 o, 则 2 一 2 ,于 是 2 一 入 一 2 因 m sa 的 分 子 和 分 母 均 
与 2 互 率 , 故 只 能 nn 一 n= 二 0,; 从 而 n= 二 nn , 即 四 (CQ) 二 四 Ca’). 所 以 由 是 喘 射 . YnE€G, ja=2"E€ 
G, 使 得 由 (a) = 二 中 (2) 二 n, 所 以 gb 是 满 射 。 Va,aEG, 有 Qa=2"a ,a 二 2"‘a' ,其 中 Ql ,a 的 分 
子 和 分 母 均 与 2 互 素 , 而 n,n€G. 

中 (aa') 一 由 (2ral2"ai7 )=$ (2am’)=ni+n =$(a)+h(a’), 

其 中 ma 的 分 子 和 分 母 均 与 2 互 素 . 所 以 由 是 同 态 满 射 . 

3) YzEG,3izrlEG, 使 得 bz) 一 |zl, 从 而 由 是 映射 . VyEC, 了 7>EG, 因 ?>0, 故 
g(y)= 二 |y|= 二 y, 从 而 是 满 射 .VY zz EC， 

Plzrizs) 一 | zza | 一 | zi || xz | 一 中 (zi) 中 (zz)， 

从 而 由 是 同 态 满 射 . 

注 “由 上 面 的 2) 与 3), 依 同 态 的 传递 性 (第 二 章 , 二 ,5), 有 非 零 有 理 数 乘 群 与 整数 加 群 
同 态 . 

3. 证 1) 显 然 . 

332 


思考 问题 解答 


2) 易 证 . 

3)” 自 证 . 参看 第 二 章 ,二 ,1. 

4) 显然 由 是 G 与 G 间 的 一 个 一 一 映射 . Ya 十 5V2,c 十 4dV2 EG， 

ac 十 20C ee 


$CatbyD tay ) =$(act2bdt (adtb WE)=( zc 26d 


-人 ”231 人 “=$(a+oV2) 和 (cd 下， 


ad 

所 以 由 是 G 与 G 间 的 一 个 同 构 映射 . 

5) 易 证 . 

6) 显然 $b 是 G 与 G 间 的 一 个 一 一 上 映射. VY cos 0 十 i sin 0 ,cos 0 十 ising ECG， 
由 ((cos OtisinO) (cos ti sin 2)) 一 由 (cos( 和 十 8) 十 isin(2 +0,)) 

cos( 由 十 外) 一 sin( 十 多) 

(Wu 十 2 )cos(2 十 风 )) 
(® 0 一 sin b )( 0, 一 sin 0 


(™ Qcosh—sinQsint —(cosQsinttsin dcos 全 


cos0sin 凡 十 sinblcosb cosb cos 凡 一 sn sind, 


)=9ceos 2 二 isinb) 中 (cos 0 十 isin 0,). 


sin 0 cos 0/ \sin 0, cos 0 
所 以 由 是 G 与 G 间 的 一 个 同 构 映射 . 
7) 自 证 . 
8)” 自 证 . 
9) YPpPEG, 
(C-1PC)YB(C 1PC)=CP’(C- 1)BC-!PC=0CP’'APC=CAC=B. 
因此 , 3 |C-!PCEG, 使 得 pCP)= 二 C7!PC. 所 以 由 是 映射 . YQEG， 

(CQC-1)A (CQCT)= (C1) QCACQC = (C1)Q BQC = 一 CC) BC 一 A. 
因此 , 3CQC-'E G, 使 得 由 CCQCc- ) =Q. 所 以 中 是 满 射 . YVP ,PEG, 若 C PC= 
C-:P:C, 则 Pi 二 Ps. 所 以 由 是 单 射 . 若 P ,PEG, 则 

小 (PP,) = CCP,P)C= (CPO (CPC) 一 路 Pi) bP,). 
所 以 由 是 G 与 G 间 的 一 个 同 构 映 射 . 
10) 自 证 . 该 题 说 明 无 限 群 可 能 和 它 的 真子 群 同 构 . 
4. 解 ” 设 中 是 从 ZZ 到 Q@ 的 任意 一 个 同 态 满 射 , 则 VnEZ ,$0 二 p(n，1)=n， 中 (1), 其 
中 由 (1) 是 @ 中 任意 一 个 数 c. 因此 ,从 Z 到 Q@ 的 所 有 的 同 态 是 $9:n 一 cn,c EQ. 
5. 解 ” 设 $ 是 Z 的 任意 一 个 自 同 态 . 当 n 是 任意 正 整 数 时 ， 


一 人 、 a 
中 (2 一 由 1 十 1 十 … 十 1) = 中 1) 十 由 (1) 十 …… 十 由 (1) = n 9(1), 
只  、 - 从 
中 (一 阅 一 由 (一 1 一 1 一 … 一 1) = 由 ( 一 1) 十 由 (一 1) 十 … 十 由 (一 1) 
__ 哆 
一 一 由 (1) 一 由 1) 一 … 一 由 (1) =—n (1), 


$0)= 0 = 04$(1). 
因此 ,Z 的 自 同 态 应 形 如 : Ya EZ ,4:a 一 ak, 其 中 = 中 (1) 是 一 个 固定 的 整数 . 
反之 , Ya EZ ,9:aak, 其 中 是 任意 一 个 整数 ,显然 都 是 忆 的 自 同 态 . 
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所 以 ,了 的 所 有 自 同 态 为 由 :oo ,其 中 大 是 任意 整数 .从 而 了 的 自 同 态 有 无 穷 多 个 . 
当 & 关 1 且 k 关 一 1 时 ,车 ok 一 1;, 则 co 一 七 七 Z ,说 明 1 在 由 下 无 道 象 , 即 由 :ao 不 是 满 


射 . 所 以 了 的 自 同 构 只 有 两 个 : 恒 等 变换 由 :a 一 za(E 一 1) 和 反 号 变换 由 :a 一 一 a(k 二 一 1). 

6. 证 ( 反 证 法 ) 若 G 不 是 交换 群 , 则 3a,5EG, 使 得 8 天 pa, 即 aba™! 关 b. 从 而 , 虽 
zazxa"! 是 G 的 自 同 构 , 但 不 是 恒 等 变 换 ,此 与 已 知 矛 盾 . 所 以 G 是 交换 群 . 若 3aEG， 
而 a? 取 e, 即 a 二 a-!, 则 虽 x 一 x-! 是 G 的 自 同 构 , 但 不 是 恒 等 变 换 , 此 与 已 知 矛 盾 . 所 以 ， 
VxEG, 都 有 zx? = 二 e. 

7. 自 证 . 

8. 证 设 

G= {r 1r 是 A 的 一 一 变换 , 且 a' = a}. 
因 A 的 恒 等 变 换 eEG, 故 GZ. Yr,oE€G,a" 一 (a')" 二 a 一 a, 从 而 w EG. 变换 乘法 适合 结 
合 律 .G 有 单位 元 .YrEG, 因 + 是 一 一 变换 ,又 a' 一 a, 故 3r 的 逆 变 换 丰 ! ,使 得 a 一 ,从 
而 rEG. 且 Y5EA, 设 V5=c, 则 oc 一 b, 于 是 所 二 (8) 二 ce 一 ,从 而 rr 一 e 即 = 有 
右 逆 元 riE G. 因此 G 是 群 . 又 G 中 元 都 是 A 的 一 一 变换 ,所 以 G 是 A 的 变换 群 
9. 证 1) G 的 运算 表 是 


Tt Ts Ts 


Ea Z1 Z2 Ts 


rz lz Tg dn 


Tw |T TT 7 


xn 是 G 的 单位 元 ,Ti ,To ,Ts 的 逆 元 分 别 是 m ,Tt zz， 
2) G 的 运算 表 是 


nm 是 G 的 单位 元 .rm 的 逆 元 分 别 都 是 自身 . 

10. 证 1) 因 t€G, 故 G 关 如. 又 显然 Vras(CE G) 都 是 M (RR) 的 一 一 变换 . 
VYrapyrcpEG, VXEM,R), Xs p= (Xs) n= (AX+B) =C(AX+B)+D= 
(CA)X 十 (CB 十 D) = 二 Xetr ,从 而 raarcp 一 raa,ce+tp 因 |1C| 关 0,1A1 关 0, 故 1CA|= 
1Ci1AI 半 0, 且 CA,CB 十 DEM,(R), 从 而 th,ptc,pEG. 9 tno€ G, 使 得 VY ra,sE€G ,Tha,at1,o 二 
TA IB+40 = TAB. VTABE G, I TA 1 =TA-1,-A-1BEG, 使 得 TA,pTA-!,-A-1B 二 TA-14,A-18-A-18 一 
to 所 以 G 是 M,(R ) 的 一 个 变换 群 . 

2) 一 6) ” 自 证 . 

11. 解 1) {|rn:n>n+m,mEZ). 
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rz :7 一 7 十 过, 工 后 四 }. 


trrr,rER" } . 
4) {rlra:X—X+A,AEM,R)). 
5) {m|ra:XmXA,AEGL。( 民 )}. 
re:z 一 并 十 aaEQ }. 


TrX+ra,a EQ } 


8) {row [row :Cr ym (ztaytb), Cab)Er). 


注 1) H= (to friw :Cz 六 (z 十 4,y),《4a,0)Er} 也 是 "的 一 个 变换 群 ,但 不 与 
同 构 . 

2) YaER,r:(Cz,y) 一 (z 十 a,0) 是 r 的 变换 ,但 不 是 r 的 一 一 变换 . 令 G= 
{taER}). 则 G 对 于 变换 乘法 作成 一 个 群 . 事实 FE,VrmmEG,VYCzy)Er, (X,Yy)"" 一 
(Cr) ?=(zt+a0)% 一 (z 十 ea 十 00) 一 (zy)xt 从 而 mr 一 riEG. 3meG, 使 得 
nz 一 rro 王 myrEG. 又 YrEG,3zI=rEG, 使 得 rr 一 xz 一 nm, 且 变换 乘法 适 
合 结合 律 . 所 以 G 是 一 个 群 . 但 G 不 是 * 的 变换 群 . 

3) 设 由 :ro 一 a，, 则 HAR. 


4) 设 oa 一 r, 则 中 二 G， 


5) 设 z={(z,y)|zx 关 0,z,y ER }. 规定 (x,y) 一 (zx,y ) 当 且 仅 当 x=x ,y= 二 y. 则 
元 对 于 代数 运算 
(zyy) x yy) = (xr,r yy) 
来 说 作成 一 个 群 . Y (a,6)E 直 ， 
Tap :Ty ar,ay db) = (x,y)(a,b) 
是 元 的 一 个 一 一 变换 . 作 K= (re | re : (zy (ar,aytb), (a,b)ET) , 则 由 Cayley 
定理 沅 兰 开 , 其 中 天 是 元 的 变换 群 . 


第 六 章 


1. 解 1) (124657)-2 一 [(124657)(024657)]-: 一 [CG45)(267)]-: 一 
(267)-1(145)-!: 一 (76 2)(541). 

2) z=(124)-1(346)(15)=(421)(346)( 5)=(425163). 

3) z=07-1(k) = (08)= (0k). 

2. 解 不 成 立 . 例 , 取 (1 2),(1 3),(2 3)E S:, 虽 |(1 2)| 王 |(1 3)|=2,|(1 2)|=|(2 3)1 
二 2, 但 (1 2)(1 2) 二 (1),(1 3)(2 3) 一 (1 2 3), 因 此 |(1 2)(1 2)| 一 1 天 3 一 |(1 3)(2 3)|. 

3. 证 由 ;(1) 一 1,(123) 一 1,(1 3 2) 一 1,(12) 一 一 1,(1 3) 一 一 1,(2 3) 一 一 1 是 S， 
到 互 的 一 个 同 态 满 射 . 

4. 解 设 rESr'r 的 阶 为 如 则 x 可 分 解 成 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 , 且 p 为 7 的 这 
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些 循 环 置换 因子 的 长 的 最 小 公 倍数 . 因 户 是 素数 , 故 p 只 能 是 1 与 p 的 最 小 公 倍数 . 因此 
x 只 能 是 一 循环 置换 . 而 Ss 内 的 一 循环 置换 共有 如 一 (p 一 1)! 个 ,所 以 S, 内 共有 


(2p 一 1)! 个 p 阶 元 . 

5. 解 1) 不 对 . 如 整数 加 群 忆 只 能 由 士 1 生成 ,其 他 的 元 都 不 是 Z 的 生成 元 . 

2) ”对 . 

3) 对. 

4) 对 . 

5) 不对. 如 模 4 的 剩余 类 加 群 Z, 的 阶 是 4 二 2" ,这 里 2 不 是 奇数 . 

6) 不 对 . 如 有 理 数 集 Q@ 对 于 普通 加 法 作成 一 个 群 ,2(E@) 的 阶 无 限 , 但 @ 与 整数 加 
群 Z 不 同 构 ,因此 QQ@ 不 是 循环 群 ( 见 第 二 章 , 四 ,9,1)). 

7) 不 对 . 如 由 (1 2 3) (1 2) 生 成 的 循环 群 是 交换 群 ,但 (1 2 3)(1 2) 二 (2 3) 关 (1 3) 一 
(1 2)(1 2 3). 

1 0 
8) 对 . 设 0-| (0 | 


n 是 中 数 |， 则 


1 0 
$: 人 小 
显然 是 整数 加 群 Z 与 G 间 的 一 个 一 一 上 映射. 又 Vn,m€Z， 


因此 


所 以 ZZ 之 G. 因 卫 是 循环 群 , 故 G 也 是 循环 群 . 
swt 3 Nec amv( ecwsl 人 -Ca 人 -> 


(。 Ke 的 单位 元 ) ,从 而 c=(( "外 


9) 不 对 . 因 循 环 群 必 为 交换 群 ,但 S; 不 是 交换 群 , 故 S; 不 是 循环 群 . 
10) 对 .G=(2). 
11) 对 .G=([2]). 
12) 不 对 . 设 Zis 是 模 12 的 剩余 类 加 群 ,[1],[5]JEzi，, 虽 12[1] 一 1215]= 一 [0], 但 
[1j 关 [51. . 
6. 证 1) 因 G。 有 且 只 有 两 个 生成 元 6 与 671 ,而 在 同 构 映 射 下 ,生成 元 映 到 生成 元 ， 
故 G; 与 G: 间 的 同 构 映 射 有 且 只 有 两 个 : 
$1: a 一 5， 即 a* 一 b!， 
bi: a=b!, BT ar— (6 ) 
2) 因 G,。 有 且 只 有 y(n) 个 生成 元 :6". (r,n) = 二 1. 而 在 同 构 映射 下 ,生成 元 映 到 生成 
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元 , 故 人 Cn 与 Cs 间 的 同 构 上 映射 有 且 只 有 gC) 个 : 
yp: ab’, (r,n) 一 1， 
即 
yy: ab)*, (r,n) = 1. 
注 “由 此 命题 得 知 ,无 限 循环 群 的 自 同 构 有 且 只 有 两 个 ,而 n 阶 循环 群 的 自 同 构 有 且 只 
有 y(n) 个 . 
7. 解 ”Z,==([1]) 一 人 50],[1j,[2j,53j,[4j,[5j}. 50j,[1j,L2],[3],L4j,[5j 的 阶 分 别 


6 _ 6 6 6 6 _ 6 加 加 
是 一 1 一 3 039 一 2 6 一 3 5 9 一 人 因 (1,6) 一 (5,6) 一 1, 即 小 于 


00,6)™ 1°01,6) "02,6) 
6 且 与 6 互 素 的 正 整数 有 上 且 只 有 两 个 :1 与 5, 故 [1J 与 5[1]=[5] 是 怀 的 全 部 生成 元 . 
注 设 a,pE 群 G, 虽 lazal 和 2,121 和 2, 且 a 关 0 ,但 可 能 |obg1 一 2. 例 ,[1],[2]€ Ze， 
15]| =6 尖 2,|[2]| 一 3 天 2, 且 [1] 天 [4 一 一 [2], 但 |[1 十 [2]|= |[3]|=2. 


8. 证 一 (二 >) Ya’ €(a)， 


9: Cn 
是 (a) 到 (5) 的 一 个 同 态 映射 . 事实 上 ， 
1) 中 是 (4a) 到 (2) 的 一 个 映射 . Ya El(a) ,36*E(5), 使 得 中 :a" 一 b*. 且 这 样 的 b* 唯 
ey n 一 m 这 jg€7 ,使 得 2 一 一 sq 之 b* -二 b= sgk. 


一 . 因为 ,a 一 aa 一 e 一 >5 
由 已 知 t|sk ;从 而 sk 二 tuyuEZ. 所 以 


由 12 一 上 t 7 4 
一 一 一 一 ”一 6. 


忆 DR 一 bsg 一 bg 一 (6)” 


因此 6*==6”*， 

2) 中 保持 运算 .VY a” ,a” E(a)， 

中 : ar—b*, a"—*b"™, 
从 而 
pb: ara”™ = a rb 一 DO 

所 以 由 是 (ec) 到 (ob) 的 一 个 同 态 映射 . 

显然 , 取 n 一 1 时 ,中 ;a 一 以 ; 取 n 二 0 时 ,中 :e 一 e ,其 中 e,e' 分 别 是 (a) ,(5) 的 单位 元 . 

(<=) ”车 存在 一 个 (a) 到 (5) 的 同 态 映 射 由 ,使 

中 : a—mb:, e—e’, 


其 中 e,e' 分 别 是 (a) ,58) 的 单位 元 ， 因 中 是 同 态 有 映射, 故 


Pb: a =aaa— bt b= (0) = b*. 

又 a 一 e, 中 是 (a) 到 (5) 的 映射 ,从 而 线 ==e', 今 16| 二 t， 所 以 t|sk. 

证 二 (=>) Ya’€(a),0&n<s, 

中 : a"—b* 

是 (a) 到 (6) 的 同 态 映射 . 事实 上 ， 

1) Var GE(Ca)， 36*E(5) ,使 得 (a) 二 5b*. 且 这 样 的 唯一 > 因为 , 若 Q" =a”,， 
0 过 nym 达 5s; 则 a””"= 二 e,0 声 n 一 m 达 s. 因 |a|==s, 故 s|n 一 m, 但 0 声 n 一 m 过 s; 从 而 n 一 m= 二 0， 
即 n 二 my 所 以 ,b™ =b™ ;因此 中 是 (4a) 到 (6) 的 一 个 映射 . 
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2) Va’',a” El(a) ,pla')=6*,P(a”)=b™. 设 n 二 m= gs 二 r,0&r<s, 则 (a"a”)= 


lal=s 
bart™) hartr) TS gr) bt ptt, 因 t|sk, 故 3gqE€Z ,使 得 sk=g't. 所 以 


, ， bl= 
baa”)=oT ab" (b')-® npn ba) dba"). 


所 以 中 是 (4a) 到 (65) 的 一 个 同 态 映射 . 
其 余部 分 的 证 明 与 证 一 相同 . 


第 七 章 


1. 上 略 . 
2. 证 设 G=(4)= {a 一 eyaya?，…,a”!) 是 n 阶 循环 群 . 因 +|n, 故 G 有 了 唯一 的 一 个 
t 阶 循环 子 群 H=(a)={(a)"=eya’,(a)? Ca) 
1) 设 
Hi= (天 |z EG) 
= {ea’ a)’, ,Ca™!)’)} 
= {ea’,(a)’,, (a')™}. 
下 面 证 明 于 =HH. 显然 HC. 另 一 方面 ,Y (oo ET jarEZ ,使 得 m=tq 二 7,0 寺 r<z 
(a)™ = (a) 一 (as) (a)’ = (a’) l(a)’ 一 ea = (a)' ERH, 
从 而 HiCH. 所 以 Hi 二 H. 
2) 设 
H: = {hEG|h: = e). 
下 面 证 明 Hs 一 H. Y (a')* EH, 有 (a)')'=e, 于 是 (a')' EH;, 从 而 HCH;. 另 一 方面 , YA 一 
a EH,,ar =(ai)' 二 e, 因 |a|=n, 故 nn|ji, 即 31E72 ,使 得 jt 二 in 二 lst. 因 t 关 0, 故 jls, 于 是 
h=a=a= (a)EH:=H, 
从 而 HCH, 所 以 H;==H. 
3. 解 1) |[25]|=6,([25])={0[25],[25],2[25],3L25],4[L25],5L25]} 二 {[0j， 
[25j,L20],[L15],L10],L5J)}. 
2) 因 (2,3)==1, 故 3s,1EZ ,使 得 2s 十 3t 二 1, 从 而 1 E€(S). YnE€2Z ,n= 二 nl1E(S), 所 
以 (S)=Z. 


3) (SH)=Q. 
4) 〈S) 王 有 理 数 集 对 加 法 作成 的 群 @. 因 Y 字 EE Q. 当 n>0 时 ,有 
: 一 只 _、 

li...+1. 
2m ”mm m mm 

当 2z<<0 时 ,有 

. Lj 

n 1 1 1 
一 一 友 二 (一 友 “+( 充 ) 
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当 2 一 0 时 ,有 
三 一 1 十 (一 1). 


m 
所 以 到 E(S), 从 而 (S)=@Q. 


一 1 0 
)=<e2=2=<= 人 
0 1 


故 五 一 {e,a,b,c} 有 乘法 表 


5) 因 cb 一 人 


jj=eac 一 bta 一 cpe=ayca 一 bc 一 a， 


且 互 是 包含 ca, 的 最 小 子 群 . 所 以 (S)= 二 Klein 四 元 群 互 . 

6) 〈S) 一 CGIL,( 恨 ). 

7) (S)=(HUK)=M,(R). 

4. 证 首先 确定 瑟 二 (S) 中 元 的 形状 . 因 ap 王 pa,a 一 6, 全 一 e 即 c 一 ap0 != 二 6, 故 
旦 中 元 的 形状 为 a"b",m 二 0,1;n 二 0,1,2, 共有 6 种 取 法 ,从 而 互 =(S) 为 6 阶 群 . 

因 ab==ba,1lal=2,16b|= 一 3, 而 (2,3)= 二 1, 故 由 第 七 章 , 二 ,8,|ab|= 二 2xX3 二 6. 所 以 H= 
(ab) 是 6 阶 循环 群 . 其 中 6 个 元 是 : 

ab=e= (ab) ab =b = (a),ab = b= (ab)’, 
ab’~— a= (ab)’,ab,ab’ = (ab)s. 

注 ”该 命题 可 推广 为 : 设 a;bE 群 G, 且 lal==m,15|= 二 n, (m,n) 二 1,ab 二 ba, 则 由 集 S= 
{a,b} 生 成 的 子 群 电 二 (05) 是 mn 阶 循环 群 (ap). 

5. 解 ” 只 和 需 取 H’ ={(a,b)|a,5EQ). 

6. 解 ” 都 不 正确 . 证 法 一 中 未 解决 e 是 否 在 五 中 . 证 法 二 中 ,由 aE 玉 得 e'a 一 a, 说 
明 不 了 e 是 G 的 单位 元 . 

7. 证 因 G 是 有 限 群 , 故 a EG,|a| 有 限 , 设 la|==n, 于 是 a"==e EHH. 因此 nE 集 
{sjs 是 正 整数 ,a' E 琅 ) 关 儿 , 所 以 该 集 有 最 小 正 整 数 m, 即 存在 最 小 正 整 数 m, 使 a" EH. 

下 面 证 明 m |n. 设 n= 二 qm 十 +;,0 声 7 过 mr, 则 

a =a ”=a’'(la)’ = (a") EH. 
由 0 志 r<<m 及 m 的 最 小 性 ,有 r==0, 所 以 m|n. 

8. 证 取 aEG, 则 (a)<G. 车 (a) 是 有 限 群 , 则 再 取 5EG 一 (a),(5) 过 G. 若 (5) 还 是 有 
限 群 , 则 再 取 cEG 一 (a) 一 (5) ,又 得 (c),(c) 二 G. 这 样 继续 做 下 去 . 如果 某 子 群 , 设 为 (a)， 
是 无 限 群 ,; 则 (a?) 关 (a), 且 (a ),(a’),… 都 是 G 的 不 同 子 群 . 所 以 无 论 何 时 G 总 有 无 限 个 
不 同 的 子 群 . 

9. 证 1) 车 CG 是 循环 群 , 则 因 1CG|1=z1<m<1cGl1,1<2<1G|, 故 由 第 七 章 , 一 ， 
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10,G 有 m 阶 真子 群 . 2) 若 G 不 是 循环 群 . 因 1G| 是 合 数 , 故 1G|>1, 3zEG,z 天 e, 则 由 
过 生成 的 循环 群 (z) 是 G 的 一 个 真子 群 . 事实 上 ,显然 (XT) 二 G, 又 (z) 关 {e},(z) 关 G, 不 然 G 
是 循环 群 ,产生 矛盾 . 所 以 (zx) 是 G 的 一 个 真子 群 . 

10. 证 若 s,t 至 少 有 一 个 为 0, 结论 显然 成 立 . 若 s,t 都 头 0, 今 证 HNK= (a 人 ). 

因 d=[s, 眉 , 故 35,t E27 ,使 得 d==s51 一 tti, 且 (51;) 二 1. 于 是 ad 一 (ac 一 (ca E 
HMNK, 所 以 (a CHNK. . 

另 一 方面 , Y x EHNMK<G=(a), jmE2 ,使 得 x=a”, 且 a”EH=(a'),a”EK= 
(a ) ;从 而 mi ,mz EZ ,使 得 a" 一 (a')™ 二 (a')™. 

1) 车 la|=2; 则 m=sm 一 tmzs 即 s|mst|m, 从 而 d 一 [s, 相 |m, 因 此 3g€2 ,使 得 
mm 二 dg,; 于 是 z 一 or 一 (ad)" ECes) ,所 以 五 门 天 CCa<). 

2) 车 la| =x; 则 |m 一 sm sn 


tim— tm2 ) 
二 hm 一 dmz. 因 (o ,ti1) 二 1, 故 3u,vE€Z ,使 得 wsi 十 vt 二 1. 由 n|uCsm— dm ),n 
dm ) ,有 


mm 一 tmz，, 妈 n|siCm— sm ) — sim— dm ,7 


v(tim— 


nlmCust wh) —dum tum) =m—d(um vmz). 

因此 3rEZ ,使 得 mm 一 d um 十 wmz) 一 nr, 于 是 X==a” 一 at 一 (a )mitm (Ca)" 
me(ad) ,i HNKC (a). 

综 上 ,HNK= (a’). 

注 ”由 此 命题 直接 可 知 :无 限 循环 群 G= (ao) 的 任 两 个 非 单位 子 群 互 = (a') 与 K= (a ) 的 
交 HNK 也 是 非 单位 子 群 . 事实 上 ,由 该 命题 知 HNK= (a ) ;d= 二 [s, 寻 . 因 互 天 (te) ,天天 ({ej， 
故 a 关 e;s 关 0,t 隆 0; 从 而 d 关 0. 又 因 G 是 无 限 循环 群 , 故 a< 关 a 一 e, 所 以 HN 站 K= (a ) 关 {e). 
(还 可 如 下 证 明 : 因 右 = (a ) 关 {e},K==(a') 关 {e}, 故 a 关 e,s 关 0,t 隆 0, 又 la|= 二 20, 于 是 a* 关 ee. 
而 a 二 (a)'=(a)’ EHNMNK, 所 以 HNK#{e}.) 

11. 证 一 设 昌 与 K 是 G 的 任意 两 个 真子 群 , 则 3a,bEG, 使 得 a EH,bEK. 

1) 车 a EK, 则 a EHUK, 从 而 GHUK. 

2) 车 5E 昌 , 则 5EHUK, 从 而 GHUK. 

3) 若 aEK 且 b EH, 则 abEHUK. 事实 上 ,假定 a22EHUK, 则 a5bEH 或 ab EK. 
若 abEH, 由 5EH,H 是 子 群 ,有 bE 日 ,于 是 a 二 abb-1E ,此 与 a EH 牙 盾 . 所 以 apE 
五 . 同 理 cp 蕊 天 . 因此 abEHUK. 但 abEG, 从 而 GHUK. 

证 二 《〈 反 证 法 ) 假 定 存在 G 的 两 个 真子 群 互 与 天 ,使 G 王 HUK, 则 3a,pECG, 使 得 ceE 万 ， 
但 aEK;6bEK, 但 5EH, 且 abE€G 一 HUK. 因此 abE HH 或 abEK. 与 证 一 相同 ,推出 矛盾 . 

证 三 〈 反 证 法 ) 假 定 存在 G 的 两 个 真子 群 理 与 K ,使 G=HUK, 则 3a,bEG, 使 得 
aEH,a€EK,bEK,b6EH. 于 是 aHNH=G. 事实 上 ,着 有 xEaHNnH, 则 xEaH 上 且 
zE 昌 , 即 x=ah,hEH, 因 HH 是 子 群 , 故 h71E 日 ,进而 a 二 zh 'E 甩 ,此 与 a€ 有 H 牙 盾 . 所 
以 aHNH=. 同 理 b5KN 站 K=8. 由 GHUK, 有 aHCK 是 bKCH. 于 是 baHCBKC 
及,; 即 ba EH, 可 设 ba 一 h,hE€H, 因 HH 是 子 群 , 故 a=b"'h€EH, 此 与 a HH 忒 上 盾 . 

证 四 〈 反 证 法 ) 假 定 存在 G 的 两 个 真子 群 H 与 K, 使 G=HUK, 则 3aE€G, 使 得 a EE 
昌 , 但 a EK. 由 证 三 知 aHNH= 名 ,进而 aHCK. YrxEH, 有 axr EaHCK, 由 是 子 群 ， 
a-1EK, 有 zx=a 1!(arz)EK, 从 而 HCK. 由 G 一 HUK,G=K, 此 与 K 是 G 的 真子 群 矛 盾 . 
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12. 证 因 aja; 一 aja;, 邦 
(S) = {a as™ as"™ | ,ma ,mM EZ ). 
显然 (S) 是 交换 群 . 因 |a;| ==n;, 故 0 志 m; 过 ni, 即 of 的 取 法 有 nn; 种 ,i 一 1,2,…,k, 从 而 (S) 
中 元 的 个 数 志 nins…ns. 所 以 (S) 是 有 限 群 . 
IG| _6 


13. 解 1) 因 [G : 互 j 一 ] 百 [一 人 一 3, 故 五 的 右 陪 集 共 有 3 个. 即 ; Hseo6 = 二 He 二 HH 
= {€0,€3}, He= He,= {e ,6 }, He,= Hes= (e ,es}. 
2) 因 [G:H]=1 吕 [一 时 =4, 故 昌 的 右 陪 集 共有 4 个 . 即 :H= {eva',ar) ,Ha 一 
{ava’ ,a yy Ha’= {a’:,a’ ,a }, Ha’= {a’,a’ al }. 
3) 互 的 右 陪 集 是 
五 十 0 一 (一 12, 一 8, 一 4.0,4,8,12，……)， 
五 十 1 一 (一 11, 一 7,， 一 3,，1,5,9,13，……)， 
H+2={…,—10,—6,—2,2,6,10,14,.…}， 
H+3= (…， 一 9, 一 5, 一 1,3,7,11,15，……)}. 


即 为 模 4 的 剩余 类 :[0],[1],[2],[3]. 

4) YaEG, 包 含 a 的 右 陪 集 为 Ha 二 (a, 一 a}. 当 a,b 是 不 同 的 正 有 理 数 时 ,a 关 5 且 
a 关 一 5b,; 从 而 Ha 二 {a, 一 4a} 了 关 H6b 一 16, 一 6)y. 当 a 是 负 有 理 数 时 , Ha={a, 一 a) = 二 H( 一 a)， 
其 中 一 a 是 正 有 理 数 . 所 以 日 的 所 有 右 陪 集 是 (a, 一 a} ,这 里 a 是 任意 正 有 理 数 . 

5) VaEG, 包 含 a 的 右 陪 集 为 Ha. 当 a 是 正 有 理 数 时 ,Ha 二 卫 ; 当 a 是 负 有 理 数 时 ， 
Ha=H( 一 a)( 一 1) 二 H( 一 1)== 负 有 理 数 集 . 因此 理 有 且 仅 有 两 个 右 陪 集 :英和 H( 一 1). 

14. 证 1) 显然 Hi 门 Hi 二 G. 下 面 证 明 , YXEG,(Hi 站 Hi)z= Hizx[|Hox. YAzE 
(于 人 门 Hi)z;y 因 hEHN 站 本; 故 hEHI 且 hEH,, 于 是 hz€ Hix 且 hxE€ Hzx, 从 而 hzx€ 
Hiz 门 Hx. 所 以 ( 瑟 门 Hi)zxCHzx 人 Hzx. 另 一 方面 ,Ya€ Hizx(1Hsx, 有 aE€Hix 且 a€ 
五 :z, 即 a 可 表 为 a=hiz=h,z,h EH,h, € H;. 由 消去 律 得 hi=h; ; 记 为 h=h=h, ;于 是 a 
二 hx, 因 hEHIi 门 H;, 故 a==hzr ECHi 门 Hi)x; 所 以 Hiz 门 HxC( 瑟 门 Hi)zx. 综 上 , (Hi 门 
H;)z= Hz H,zx. 同 理 , 结 论 对 左 陪 集 也 成 立 ， 

2) 因 五 与 五 在 G 里 有 有 限 指数 , 即 Hi 与 Hi 在 G 里 不 同 右 陪 集 的 个 数 是 有 限 的 ,再 
由 前 面  ) 知 ,HH 门 H; 在 G 里 的 任 一 右 陪 集 都 是 H, 的 一 个 右 陪 集 与 H; 的 一 个 右 陪 集 的 交 , 故 
于 门 Hs 在 G 里 不 同 右 陪 集 的 个 数 也 是 有 限 的 . 所 以 瑟 站 下 在 G 里 的 指数 是 有 限 的 . 

15. 证 ”只 需 证 明 G 有 3 阶 元 .G 中 非 单 位 元 的 元 的 阶 不 能 都 是 2, 不 然 , 集 {e,a,5,ab} 
就 是 G 的 一 个 4 阶 子 群 ,但 4+ 6, 此 与 Lagrange 定理 矛盾 . 从 而 G 中 必 有 阶 不 是 2 的 元 
g. 于 是 1g| 只 能 是 3 或 69. 若 1g1=3, 则 五 =(8) 就 是 C 的 一 个 3 阶 子 群 . 车 ig|==6, 则 


Ig:| 一 T6 区 一 3, 从 而 K 一 (g’) 就 是 G 的 一 个 3 阶 子 群 . 


16. 证 ( 反 证 法 ) 若 有 zxECO) 门 (6), 但 x 关 e; 则 xzEla) 且 xz ECB). 于 是 |z||| (a)|= 
la|=p%. 因 p 是 素数 , 故 |zx|==1 或 bp, 但 x 关 e,; 从 而 |x|==p. 又 1(a)|==p, 于 是 (x)==(a). 


@ @ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 69. 定理 3. 
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由 xzE(b,CzCCD， 即 (CaCC 所 以 aE(O ,此 与 acE(O) 了 矛盾 . 因此 VYxEla) 们 (5), 都 
有 z=e. 即 (a) 丰 (8) 一 (e}. 

17. 证 一 由 第 七 章 , 四 ,1,11) 知 ,Go <G,G2<G. 已 知 LG :Gj 为 有 限 数 ,可 设 
LG :Guw j= 二 =n.G 有 右 陪 集 分 解 : 

G= Gweg: U Gweg: UU Gow gr, 
其 中 gg?，…8g, 是 G 中 个 互 不 相同 的 元 . Yx,yEG, 有 
Gawr= GopyOrYy EG 全 (zy 六 一 人 
yr = y, 
即 
Gwz GHwIOT FAY. 

由 Gn gi 天 Coo gj 17) > 8 天 8 又 Go 有 2 个 不 同 的 右 陪 集 ,gf ,8 EG 和 OM,G® 中 
至 少 有 nn 个 元 8g1 ,8 ,*… ,gr. 

由 x* 关 Y 访 GowX 隆 Gowy ;又 Gw 只 有 nn 个 不 同 的 右 陪 集 ,z*,y* EG* 知 ,G* 中 至 多 有 
n 个 元 . 

所 以 Go = {gt,gi ,8g}. PIG®™ |=n=[G :Gow]. 

证 二 同 证 一 ,G 有 右 陪 集 分 解 

G= Gwe YU Gweg: U…UCcosg， 
其 中 gi,g2，,…,gs 是 G 中 个 互 不 相同 的 元 . 我 们 建立 法 则 : YW EG ,xzEG, 若 XEGw gi， 
1 委 i 委 2” 则 令 
$x —G gi: 

于 是 由 是 G* 与 集 P= {Gow gl Gog，…Gosgn) 间 的 一 个 一 一 映射 . 事实 上 , 因 Coo g; 站 
Gu gj 二 中 (i 了 站 , 故 中 是 GW 到 了 的 一 个 映射 . VGwg: EP,3gt EG?, 且 g; EGiw gi, 使 
得 $(g!) 二 Gog;, 从 而 中 是 满 射 . Vx,y €G® ; 设 (z*)= 二 (yy) 二 Gow gi; 则 Ty EG Bi, 


由 G 是 交换 群 
从 而 z 一 mgiyy 一 zgy2yEGo ,因此 zt 二 =e,Xt 二 e. 于 是 Xx* 一 (2 8) 一 一 一 一 一 


xigt=egt 一 gt, 且 一 (xsg1)* 一 zig! 二 eg! 一 gt 所 以 x 二 即 由 是 单 射 . 综 上 可 见 由 是 
G% 与 PP 间 的 一 个 一 一 映射 . 于 是 |G% |=n=[G :Gewj. 
1 OV /1 0V /1 0 1 OV /1 0 

18. 解 不 成 立 . 例 , 设 A=| (。 小 人: 0 中 al 小 人 外 
Vx,y A, 规定 A 的 元 间 的 关系 :zx~y 仿 3hE 日 ,使 得 xz 二 hy. 则 

1) ”A 对 和 矩阵 胶 法 不 作成 群 . 

2) ” 电 对 和 矩阵 乘法 作成 群 . 

3) 一 是 4 的 元 间 的 一 个 等 价 关系 . 


4 由 ~ 决定 的 A 的 一 个 分 类 是 ,| (。 中 =-{(。 小 ( at 省 - 


(es) 卜 过时, 关 [(。 1)] 妆 | (oo 本 天 率 的 个 妆 不 相等 
事实 上 : 
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D 因 (， _ )(% 0)=(，0)s 4, 故人 A 对 短 阵 乘法 不 作成 


2) 五 的 乘法 表 是 


又 矩阵 乘法 满足 结合 律 , 正 有 单位 元 (， ), 且 (，，), (i 1) 分 别 有 沈 元 (。 1)， 


(， _ 1): 从 而 各 是 一 个 群 
1 一 | 
3) © vzeA,3( "eH, 使 得 z= (| ”zz 从 而 x~z. @ Vx,yEA, 若 
0 1 0 1 
z~y; 则 hE 日 ,使 得 xz 二 hy. 因 囊 是 群 . 故 3A:6 互 ,使 得 > 一 AZ 从 而 7 一 z 加 
VzyzEA, 若 z 一 yy 一 =, 则 了 六 ,Pa EH 日, 使 得 x 二 hiy,y= 二 hzz, 于 是 x 二 hhsz. 因 五 是 
群 , 故 hs 日 ,从 而 xz~z. 所 以 一 是 A 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 . 


4) |(。 1)]= (zeA =- 一人。 1)|=|zeE4|anen 使 得 z=(。 1) = 本 = 世 


-| 下 lo os 


使 得 x 一 A(， ")=( 中 =|(。 中 从 而 由 等 价 关系 一 决定 的 A 的 一 个 分 类 是 


1 0 1 0 

I( 1)]sl(, 下 

19. 证 (<=) 若 G 的 指数 4=n, 则 YaEG,a ==e, 即 a"==e, 因 n 是 使 a"=e 的 最 小 
正 整数 , 故 必 有 G 的 一 个 元 5, 而 5 的 阶 为 x. 于 是 G==(6) 是 循环 群 . 

(过 ) 车 G= (5) 是 循环 群 . 因 |G|==n, 故 VaEG, 由 第 七 章 ,三 ,1,7),a" 一 e. 假定 G 
的 指数 4d 关 n,; 则 4 二 n, 对 5 来 说 ,及 = 矿 二 e, 即 5” “一 e,0<<n 一 d<<n, 此 与 1b6|=1G1=n 
矛盾 . 所 以 G 的 指数 4 一 7 

20. 证 设 aEG 且 lal=m. VzEG, 因 G 是 有 限 群 , 故 G 中 任 一 元 的 阶 都 有 限 , 可 设 
|z|==n, 往 证 4|m. 事实 上 ,由 第 七 章 ,二 ,8, 注 5) 知 ,G 中 存在 阶 为 [m,n] 的 元 . 若 [me 站 天 
m;, 则 [m,n] 之 mw, 此 与 加 是 G 中 元 的 最 大 阶 蔬 盾 ,从 而 [m,] 一 mm, 于 是 nm. 

注 该 命题 在 非 交 换 群 中 不 成 立 . 例 ,4 次 对 称 群 S, 中 元 (1 2 3 4) 的 阶 为 4,4 是 S 中 
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元 的 最 大 阶 . (1 2 3)(E S,) 的 阶 为 3, 但 3+ 4. 
21. 证 〈 反 证 法 ) 若 [ 归 :Kj]<LNANH:NNK], 则 3 xz,z; EN 有 , 使 得 x (NNK) 关 


XANNMK), 但 ziK=zjK ,从 而 xi'ix; ENNNK, 但 xi'x; EK. 于 是 zi'x;EKNMNNNMNH 


-上 KSHNNK, 此 与 x7'ix; ENNK 蔬 盾 . 所 以 LH:K]>LINNH:NNK]J. 


22. 证 一 设 昌 的 子 群 晶 站 K 的 所 有 不 同 左 陪 集 为 x;(H 门 K), 其 中 xz; EH 且 当 
过 天 ii 时 ,x7!x; EHNMK. 下 面 证 明 当 zx; 关 x) 时 ,ziK 关 zxjK. 假设 不 然 , 由 zxiK 二 zjK ,得 
Xr!'r; EK, 又 xi!lzx;EH, 于 是 zi'zx; EHNNK, 产 生 蔬 盾 . 所 以 ziK 是 G 的 子 群 K 的 不 同 
的 左 陪 集 , 从 而 证 得 G 的 子 群 开 的 左 陪 集 数 不 小 于 于 的 子 群 H 门 K 的 左 陪 集 数 , 即 
[G:KJ>LH:HNK]. 

证 二 令 A 是 互 的 子 群 互 站 K 的 所 有 右 陪 集 组 成 的 集合 ,B 是 G 的 子 群 K 的 所 有 右 
陪 集 组 成 的 集合 . 则 :HNK)h 一 Kh(hEH) 是 A 到 B 的 单 射 . 事实 上 ,VvV (HN K)hE 
A,3KhAEB, 使 得 bp(CHNK)h)=Kh. 若 (HNMK)h’'=(HNKR)h, 则 hhT'E HNKCK,， 
从 而 Kh' 二 Kh, 所 以 gq 是 映射 . Y CHNK)h,C(HN KR)hEA, 若 Kh 二 Kh , 则 hh-!IE KK, 又 
hh1€E HH, 于 是 hhT1E HNK, 从 而 (HN 站 K)h=(HNK)hR ,所 以 是 单 射 . 因此 A 所 含 元 
的 个 数 不 大 于 B 所 含 元 的 个 数 , 即 LH :HNMK]<LG:KJ. 


第 八 章 


1. 解 1) 五 不 是 G 的 不 变 子 群 . 因为 H6= {6,d} 了 {2,f}==bH. 

2) ” 昌 <G. 事实 上 ,VrwEG,VnEH,YVzxER.x% =azrtib,r™ 二 Xx 十 CXW 一 ar1z 一 
a bx = (Tw = (Cart Ys = ((arth) + = (art(bt+o))™ = 
al(ax 十 (8 十 c)) 一 a-18 一 aiaz 十 ar10 十 aric 一 a710 一 z 十 ac 因 a mcEQ, 故 rorcc2E 
互 . 所 以 H 4G. 


2. 解 1) |G/N| 一 1 = 二 3, 从 而 G/N 含 3 个 元 .G/N={[01 十 NN,[1j] 十 NN， 


| 
[2J 十 N} ,其 中 [0] 十 N= N= ([3]) 二 {[03],[3],56j]},[1] 十 N= {[1j,[4j,[7]},[2]+NN= 
[2],[L51,L8j). 
IG| _15 


2) IG/NI=]NI 一 本 一 3， 从 而 G/N 含 3 个 元 .G/N={N,aN,aN), 其 中 N= 


(a )={a ,a ,a ,a ,a —=e),aN=a(a)={at,a’ ,a ,a ,a =a},a N=a’ (a )= {a’, 
as sallya! a! =a?)}. 

3) G/N= {a+N|a EG,0<a<1) ,其 加 法 为 ; 
(ae 十 人 十 N， a+6<1; 
(a 十 p 一 1) 十 Na 十 0 之 1， 

注 3) 中 的 商 群 G/N 是 无 限 群 ,但 它 的 每 个 元 都 是 有 限 阶 的 . 事实 上 ,Ya 二 NEG/ 
N,a€G. 可 设 < 一 过, 则 ia=yEN, 于 是 ia 二 N)=ie 十 N=N, 其 中 和 是 G/N 的 单位 元 . 


所 以 a 十 NN 的 阶 生 1, 是 有 限 的 . 
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3. 证 1) IG/NI=] 凶 一半 6. 从 而 G/N 会 6 个 元 .G/N={ (CDN;,( WN,(1 3)N,， 


(2 3)N,(1 2 3)N,(1 32)N}) ,其 中 CQ)N=N,(1 2)N={(1 2),(3 4),(1 423),(1 324)}, 
(1 3)N={(1 3),(1 432),62 4),(1 234)},(2 3)N= {(2 3),(] 2 4 3),(]1 3 42),(1 4)}, 
(123) N= {(1 2 3),(2 43),(1 42),(134)},(132) N={(132),(143),(234),(124))}. 
下 面 证 明 S/N 尘 Ss. YaNES/N,a€5;, 则 四 :aN 一 a 是 Si/N 与 $S; 他 的 一 个 同 构 映 射 . 
事实 上 , YaNES/N, 由 于 a€S;, 因 此 3 1a€ S;, 使 得 pCaN)==a， 从 而 中 是 映射 . 
四 VaE€S;, jaNE S/N, 使 得 pCaN) 二 a. 从 而 中 是 满 射 .@@ VaN,bNE S/N, 若 a=b， 
则 aN==6N. 从 而 由 是 单 射 . @ YaN,bNES,/N,$(aN)=a,q(bN) 二 b. 因 a,pES:, 而 S: 


是 群 , 故 a5E€Ss， 从 而 $ CaND CBN)) = 四 (CaDN) = 二 a6== 中 aN) 四 (CbN). 所 以 S/N 之 ss;. 
leas ele (CO 


1 0 1/\0 1 
‘eQl. 因 a 闯 0,c 跑 遍 所 有 的 有 理 数 , 故 ac 十 b 也 跑 遍 所 有 的 有 理 数 , 从 而 


‘eQ|- 


2 ')N={( lzsel 由 此 说 明 , (< ”) 所 在 的 N 的 陪 集 由 a 唯一 确定 所 以 G/ 


v= (G1)* 


1 站 1 
4 人 ( ,Na 是 G/N 与 到 间 的 一 个 同 构 喘 射 .事实 上 ,四 v( ， )N E G/N, 使 得 


— 1 
a EQ,a#0|. 下 面 证 明 G/N 衬 G. v ( ,Ne G/N， 则 


a 
0 


eT 使得 $((。 ;) )=a. 着 (< n=-(e 1)N, 则 ae/ 从 而 # 是 映射 .@ VaEG 
, 


af 1 )NEG/N, 使 得 b(( 1 )N)=a 从 而 由 是 满 射 . 四 vt Nm 人 


"lo 1jxs 


G/N, 考 se-a, 则 人 1N= 人 ( 1 )N. 从 而 9 是 单身 .四 v(° nse 1)Nec/ 


we 人 人 (Ge 人 -人 人 
a ajo Hell 站 


4. 解 1) 不 正确 . 例 , 取 G=S;,H={(1)}),H;={(1),(12)},H;==S;. 虽 万 万， 
二 HH;, 但 Hi 去 H;. 

2) 正确 . 证 . Vhhs E(H HH 本 站 再 PE js EH 有 hs EHH, ,hh € 
Hz ,hihs E H,. 于 是 hs € hi1H;CH, 同 样 h € Hhs!CH, 从 而 hEHNH,h€ 
Hi 门 H;. 所 以 hihs ECHiN 丫 Hs) (Hi 站 Hs). 另 一 方面 , 因 Hi 站 HiC Hi,H; 站 Hs;CH,, 故 
(HNH)OCH NH CHH,. 又 HMNHCHNH,, HNHCHNH,, WW 而 (HNN FH). 


由 Hi 站 Hs<G 
(HN HC(H, 站 万 (站 万 ) 一 一 一 一 瓦 :站 万 ,. 所 以 
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Cn RCH mn Hs;) C (HiH;) DB. 
因此 等 式 得 证 . 

3) 正确 . 证 一 . 因 Hi<G,H;<G, 故 由 第 八 章 ,二 ,4, 注 10) 知 ,HH <G. 因 万 
有 H;,H; acG, Hs 二 G, 故 由 第 八 章 ,二 ,4 知 , Hi1 HCHiH; 二 G. 再 由 第 八 章 ,三 ,2,5) 知 ， 
Hi H; 4 H, H;. 

证 二 e=ee € HiH;2, HiH; C HH3. Vhhs,h hs €E HiH;, 其 中 hh,h:’€ 
Hiyhsshs EH hh) Ch he) =h (hh hh 1 因 H 4G, 帮 (hshs’ 1l)h’ !€ 
Hh = 二 hi 11H; 从 而 3 hs "EH; ,使 得 (hshs Dh 二 hi 1h”. 于 是 (Chihs) (hihs') 二 
Chihi Vhs  €E HH 所 以 HiHs < HHs. 又 Vhshs € HH;, hhs’ € HH;, 
(Cahs) hh haha) 7 =ho (hsh hhilha!. 固 <G, 故 hh Eh 了 = 本 hi, 从 而 Ih'€ Hi, 
使 得 hh 二 hi 和 .于 是 Chshs) Chihs (hshs) =hzh (hshs hy)hi!. 因 Hi <G, 故 (hshs 
hs hz! €E Hahz! 二 hz!Hs, 从 而 3h E Hs, 使 得 (hshs hi!)hz! 二 hz ihs .于 是 (hshs) 
hha’ ) hshs) = hh hi hs EHIH( 因 Hi 2460). 所 以 H; Hs < H; Hs;. 

5. 分 析 ,HK 中 含 多 少 个 元 呢 ? 形式 上 看 似乎 是 | 昌 |， |Kl. 但 在 HK 中 形 如 hk(hEH， 
kEK) 的 元 是 否 有 重复 的 呢 ? 即 当 及 关 h 或 & 关 & 时 ,是 否 有 hk 一 h 风 呢 ? 例 , 互 一 
{1),(1 2)}<S,K= {D012),6340,020G0)<5. 取 h=(1),hk =(1 2)€E H,k= 
(3 4),k 二 (1 2)(3 4)EK, 有 及 关 h, 但 hk =(1 2)(1 2)(3 4) 一 (3 4)==hk. 因此 可 能 发 生 重复 
情况 . 即 | HKI 未 必 等 于 | 百 | * |K1, 而 是 | HK| 志 181* |K|. 我 们 知道 |HI .1K|=|1HXK|, 这 
里 卡 氏 积 HXK== 和 4, |hEH,EEK), 且 (hk 有) 一 (hk 有 ) 全 hk 二 ,为 了 证 明 | HK|= 


1 后 | ,只 需 证 明 , 在 HXK 中 ,对 于 每 (h ,hE 有 HXK, 有 且 仅 有 1HNKI 一 s 个 元 (hsh) 
(i=1,2,° ,5) ,使 hik =h,k, = =h,k,(€E 五 K) , 即 有 且 仅 有 | HNMK| 一 4》 个 元 重复 . 


证 一 设 HNK={di=eydiy*…syd;}. VY (hkD)EHXK. 令 h 二 hdi! ,ki 一 d 痰 1, 显 
然 hE 日 ,hEK ,i 一 1,2,…,s; 于 是 hk 二 hdridki 二 有 ki 一 1,2,…,s, 且 当 i 关 j 时 ,有关 
hh， 从 而 至 少 有 s 个 元 hk:(E HK,i==1,2,…,s) 重 复 . 另 一 方面 , 若 (h',k)E HXK,h'@ 
所 ;而 hk 二 hiki; 则 hiih’ =khk EE HNK= {di=e,di,…,d,}, 即 hr!h =kik ! 一 d;, 因 
此 有 二 有 disk 一 d7 ki,iE€{1,2,…,s}. 从 而 至 多 有 :< 个 元 大 (CE HK) 重 复 . 所 以 ,在 HX 
KK 中 ,对 于 每 (hi ,hk1)E HXK, 有 和 且 仅 有 |HNK|=s 个 元 (hh) (i 一 1,2,…,s) ,使 hk 一 
IH| ,|K| 
| 五 站 天 | 
证 二 设 卡 氏 积 HXK= ((h,h)|hEH,kEK), 且 (hk)=(h',k) 镶 h=h ,k=k. 
已 知 |HXK|=|HI，|K|. 对 HXK 引入 一 个 关系 : 
(hsk) ~ hk) OM = hk'. 
易 证 ~ 是 HXK 的 元 间 的 一 个 等 价 关系 . 于 是 利用 此 等 价 关系 一 可 把 电 XK 分 成 | HKI 个 类 . 
取 定 (hi,ki)E HXK,(h ,ki) 所 在 的 等 价 类 为 ; 
[Oh sk)]= (hk) EHXK| CK) ~ Ch sk)}. 
下 面 考察 类 [ (hi ,ki1)] 中 舍 多 少 个 元 .VC(h,kR)E[ Chisk)],Chsk)~ (hi,ki), 好 hk=hik, 
从 而 hi'h=kk-'E HNK. 设 HNK= {di=eyds,…,d;}), 因 此 ,hi'h=kk ! 一 di,iE€ 
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(12, ,s) , 即 及 二 hidi,k 二 di ki ,也 就 是 (hh,k) 一 Chidi,dr7'k1). 所 以 [(hi ,ki)] 中 至 多 含 
IHNKI 个 元 . 另 一 方面 , Yd; E H 站 K, 有 (hdi,di'k1)E HX K. 因 (hid;) (diriki)= 
ik;y 故 Chidiyd7 kD) 一 (hh) ,从 而 (hidi,d7ikD DELCGhi AD) 一 1 2 ,5s. 又 YaddiE 
及 门 K, 若 di; 关 dj ; 则 (hidi,d7 ki) 关 (hidj,dj 1k1)， 所 以 [Chi ,ki)] 中 至 少 含 | 玉 介 KK| 个 元 . 
综 上 可 知 , 类 [( 访 ,让 )] 中 不 同 元 的 个 数 为 | 五 门 天 |， 于 是 |H|， |K|=I1HXK|I=|HK|，: 


[五 站 天 | ,显然 | 了 KK 天 0, 从 而 |HKI 一 上 下 和 性- 


证 三 因 H<G,K<G, 故 百 nK<K 对 K 作 关于 HfNK 的 右 陪 集 分 解 :K 一 UCHNK)&， 
kEKR. 当 i 关 j 时 , (HN K)kN(HNK)k= 二 ,1i,j 二 1,2,…,t 作 集 A= 
{hk |hEH,i=1,2,…,t}). 则 HK=A. 事实 上 ,VYVhk, EA, 有 hk;E HK ,从 而 AC HK. 反之 ， 
YhEEHK,hEH,REK ,于 是 3iE€({1,2,…,t) ,使 得 EECHN 站 MK)k;, 因 此 3dEH 人 NKCH, 使 
得 有 一 下 ,可见 hk 二 (hd)k: EA, 从 而 HKCA. 所 以 HK=A. 又 A 中 任意 两 个 形 如 hk; 的 元 
不 相等 . 事实 上 ,VYVhk,hk) EA,ij i,j 一 1,2,…st 若 hk 一 hk;, 则 kk;' 二 h hE HNK,， 
从 而 ,在 电 门 K 的 同一 个 右 陪 集 内 , 即 CHN 站 KR)k= 二 (HN KR) ,此 与 (HN 站 KR)&N CHNR)k 
一 好 矛盾 . 所 以 hk; 隆 hk;,i 关 j. 于 是 A 中 共有 | 日 |t 二 | 有 HILK ;有 H 介 Kj] 个 不 同 的 元 , 即 
1IHKI=|HILK :HNKJ. 由 Lagrange 定理 ,| 天 | 一 | 互 站 天 |[ 玫 :五 门 天] ,显然 | 五 站 天 | 天 0, 从 


而 LIK:HnRI= 攻 区 ,所 以 HKI 一 二 六 二 


证 四 因 玉 <<G,K<G, 故 HNK<K. 对 天 作 关 于 五 门 天 的 右 陪 集 分 解 : 3 &; EK， 
i 二 1,2,…,t, 使 得 K=U(HNRE. 当 i¥j 时 , (HN RRMNCHNROE = ,i,j=1,2,,t. 


再 由 每 个 右 陪 集 (HK)h 都 含 | 站 KI 个 元 ,从 而 |K1=|HNKI4, 即 1 一 TH 人 RT 用 三 


左 乘 KK 一 UCHNK)& 的 两 端 ,得 HK=UH(CHNK)k. 因 HNKCH,H<G, 故 HCHN 


K) 二 日, 于 是 HK 一 UHk. 目 i 关 j 时 ,HA 门 Hh) 一 多 ,i,j 一 1,2,…,t. 事实 上 ,假设 
H&N Hh 关 名 , 则 了 hk 二 hk € Hk [Hh ,其 中 矶 ,hs 日 ,i 关 j. 于 是 AT 一 和 2 E 
HNMK, 从 而 ,在 HNNK 的 同一 个 右 陪 集中 , 即 (HNM KR)k = 二 CHNMK)E;, 此 与 (HN K)k 几 
( 昌 门 KR) 二 名 矛盾 . 所 以 Hk; 门 Hh) 二 中 ,i 关 j. 又 因 每 个 右 陪 集 Hk: 都 含 | 日 | 个 元 , 故 


[本 |。| 五 | 
1 五 门 天 | 


注 1) 设 电 与 K 都 是 群 G 的 有 限 子 群 , 且 HNK={e), 则 |HK|=|H|，|Kl. 

2) 设 瑟 与 K 都 是 群 G 的 有 限 子 群 ,有 (IH|,|K|)=1, 则 |HK|=|HI* |K|. 

证 因 有 <G,K<G, 帮 HNK<H 有 E HNK<K. 从 而 IHNKI||IHIEIHNKI|IKI， 
于 是 | HNKI| (HI,|KI)=1, 即 HNK{e}, 所 以 IHKI=|H|* |K|. 

6. 证 设 G 有 2 个 3 阶 子 群 电 ,K,H 关 K, 则 日 NK<H, 从 而 IHNK||IHI=3, 于 
是 |HNKI=1 或 3. 车 |HNKI=3, 则 理 =HNK=K, 此 与 HK 矛 盾 . 因而 | 五 站 天 | 一 
1, 所 以 |HK| 一 |HI. |K|=3X3=9. 但 GHK, 于 是 1G| 之 | HK|==9, 此 与 1G1=6 刻 
盾 . 因而 G 至 多 含有 一 个 3 阶 子 群 . 


IHK|=|H|t= 
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注 “由 第 七 章 , 四 ,15 知 6 阶 群 至 少 含 有 一 个 3 阶 子 群 ,从 而 再 结合 本 命题 知 ,6 阶 群 有 

只 有 一 个 3 阶 子 群 . 

7. 证 ”对 nn 作 数 学 归纳 法 . 

1) 7 一 2 时 ,由 前 面 5 题 注 2) 知 , | HiH;|==1Hi| 。 | 五 :| 

2) 假定 ”一 1 时 ,命题 成 立 . 今 看 时 :已 知 H(i 二 1,2,…,n) 是 群 G 的 有 限 子 群 ， 
1H;| (i 二 1,2,…,n) 两 两 互 素 . 由 前 面 5 题 及 归纳 假定 , 且 因 H; <G(i 二 1,2,…,n 一 1), 故 
Hi Hi…HH,_ 1 是 G 的 有 限 子 群 ,从 而 


| Hi H2*…H, |=| (Hi H;*%… Hi1) H, |= | Hi H,*… Hi |*| H, | 


| 五: 互 :… -有 NN H, | 
[Hl*|H,| “| 五- | Hl 
| Hi H;*… Hn NM H, | 

因 |H; | 两 两 互 素 ; 故 (Hi|*|H2|…|H,11,|H,|)==1, 由 归纳 假定 ,| Hi |， | H;|… 
1H |=|HiH…H,i|, 从 而 (本 Hi…H,_i1|,|H,|)= 二 1, 由 上 面 5 题 注 2), | 万 HH, | 
=|Hi|* |H;|*…|H,|. 

8. 证 设 电 =(a). 因 S 是 互 的 共 氏 子 群 , 故 3zEG, 使 得 S$=zBz 一 ( 见 第 八 章 , 一 ,7)， 
则 S= (zaz-1). 事实 上 L,VsES, 因 S=zHz-, 故 3AE 互 ,使 得 s 二 Xxhx 1!, 因 五 二 (Ca), 故 了 
mnEZ ,使 得 1 一 ao, 从 而 := 一 zarz-= 一 (zaz- E(xax 1) 于 是 SCCzaz '!). 反之 , 因 xax i€ 
ZEHz-I=S, 又 S<G, 故 (zaz CS. 所 以 S= (zaz71). 

9. 解 ”首先 作出 包含 子 集 S 的 群 G 的 子 集 :S6。 一 {gsg lsES,gEG)} 天 苛 . 则 由 5。 
生成 的 子 群 (S,) 就 是 包含 S 的 G 的 最 小 不 变 子 群 . 事实 上 ,显然 (So)<G. 又 VES，,:* 一 

se IE SoC(S)， 人 VaEG,Vzz…zE(So),zESoUSr ,其 中 SS 一 

(seso) (网 第 七 章 , 一 ,3). 有 alxiz…zx)a ! 二 (axia 1)(azza 1)… (azxa !). 当 
了 ES 时 ,zi 一 gsE ! 其 中 eo es 从 而 aria 1! 二 agsg 'a 一 (Cag)s(ag)-: ,其 中 
agEGsES, 因 此 ara-lE S. 当 立 ES 时 ,xz ESo, 于 是 羡 1! 一 g's'g 1!, 其 中 gE€G,sE 
S, 从 而 az7'ia 1! 二 ag's'g -1a-! 二 (ag')s (ag') 1, 其 中 ag'EG,sES, 因 此 axi'a ESo, 可 
见 azxia- 1 二 (axi!la-!)-1€E(So), 所 以 alzizs…zxn)a IE(So). 从 而 证 得 (So)<G. YNaC， 
NDS, 显 然 N 二 S。, 于 是 N 二 (So). 所 以 (S。) 是 包含 S 的 G 的 最 小 不 变 子 群 . 

将 (So) 称 为 由 S 生成 的 不 变 子 群 . 

10. 证 设 x 一 "| E 知 a "): 

i 


于 了 入 12 和 ”1 把 


令 c 一 (ii … 冯 ), 显然 有 (好 ) 一 一 5 , 即 计 经 置换 -lior 作用 后 的 象 为 i7,j 二 1， 
2,…,m。 从 而 


A x 

1 11 12 Lk Zp+l Ln 
TX oAX= 

ON ” oa 

71 12 了 LEH Zn 


-| 2 “|= 六 
to 3 Il 

1 2 
1” 2 
可 取 o=(j), 于 是 x1(ij)x 二 (j). 又 由 上 面 10 题 知 ,x (ij)x 一 (1)"). 从 而 (27j") 二 
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11. 证 v= |( “jeZ，YeES,, 都 有 oz 一 ro, 即 x-!1ox 二 o. 因 "之 3, 故 
n 


思考 问题 解答 


(7) ,ij 一 1;2， 因此 ,(l*2) 一 (1 2),(lz3c) 一 (13)， (lz 一 (1 由 此 可 知 1 
二 1,2" 一 2,…,n' 二 n. 事实 上 ,假设 1" 关 1,2" 关 1, 则 19 下 ==1, 又 1%9=2. 因 (1"2")=(1 2)， 
故 1=2, 矛 盾 .所 以 1*==1 或 2"==1. 若 2"==1, 当然 1" 关 1. 因 nn 之 3, 故 3 ("3") 二 (1 3) 且 
3" 关 1, 从 而 19=1, 又 19093 二 3, 于 是 1=3, 矛 盾 . 所 以 2" 关 1, 只 能 1 二 1. 类 似 地 可 证 2" 
一 2,…,Mr 一 0 从 而 x 一 (1). 所 以 Z 二 4(1)). 

12. 证 一 〈 反 证 法 ) 假 设 G/Z=(a2) 是 循环 群 . Yx,yEG,， 有 xz,yzEG/2, 即 xZ= 
(aZ) 一 atZ ,yZ 二 (a2)* 二 a*Z ,从 而 zEatZ,yEasZ ,于 是 了 zz €2, 使 得 X==a*z1 ,y= 
aiz。 因 此 ,zy 一 atziaizy 二 ata*zizz 一 ara*z2z1 一 a*z2atzi 一 yx. 可 见 G 是 交换 群 ,此 与 已 
知 矛 盾 . 所 以 G/Z 不 是 循环 群 . 

证 二 、( 反 证 法 ) 设 G/2==(a2Z) 是 循环 群 , 则 G 一 (ZU {a})). 事实 上 ,VSEG, 有 8 一 ge 
Eg2Z, 又 gZEG/2Z, 从 而 3 整数 m, 使 得 g2Z 一 (a2)" 二 a"Z, 又 a"”ZC(ZU(a})), 所 以 ， 
gE(ZU {a)), 于 是 GC(ZU {a)). 反之 ,显然 (ZU {a))CG. 因此 G=(ZU(a)). 由 Z 是 交 
换 群 ,又 WzEZ, 有 za 二 az, 从 而 (ZU {a)) 是 交换 群 , 即 G 是 交换 群 , 此 与 已 知 矛 盾 . 所 以 
G/Z 不 是 循环 群 . 

注 ”该 命题 可 作 如 下 推广 : 设 昌 <G,Z 是 G 的 中 心 ,HECZ, 则 互 SG. 此 时 ,车 G 为 非 
交换 群 , 则 G/ 互 不 是 循环 群 . 

证 VgEG,hEHCZ, 有 ghg :一 hgsg ! 一 hE 日 ,因此 日 <G. 从 而 G/H 是 商 群 . 
假设 G/H 是 循环 群 , 则 3ja EG, 使 得 G/H 一 (aH). Vgi. gz EG, 有 gH,g:HEG/H, 即 
giH=(aH)" 一 oa H,g: H=(aH)® =a? 昌 ,从 而 g1 €ar HH,gz Ea 五 ,于 是 3hm ,ja €H, 
使 得 gi 二 anhh,gs 二 ax*hs. 因此 ,由 五 中 的 元 与 G 中 的 元 可 交换 , 且 a 与 % 可 交换 ,有 
gig2 =arhiar hs =arashihs—=ara hhi—=ar haarh—=gga. 从 而 G 是 交换 群 .此 与 已 知 
矛盾 . 所 以 G/H 不 是 循环 群 . 


13. 证 VY( ,jez, 取 人 je cr CR) ,其 中 心 关 二, 有 ( 让 人 ( = 


网 人 站 ,em( = 人 ,从 而 as 一 oem 一 mac 因 zi 关 z2, 故 5b 二 


0 xz/\'c d cr as ZacC Zod 


c=0. 于 是 (” “= (6) 是 对 角 答 阵 . 再 取 ( je GL CR), 有 (0 (1 0)= 


CE Et 4 (9 是 关 生生 阵 , 所 则 


€ ll ,) 
都 可 交换 ,所 以 AEZ. 因此 z=-{( . 

注 此 命题 可 推广 为 ; 当 % 之 2 时 ,GL (RR) 的 中 心 由 所 有 RR 上 的 n 阶 可 道 纯 量 逢 
阵 组 成 . 


14. 解 VCzyEZ(CG,1)), 有 (1,1)Czyy) 一 (zy)(C1,1)， 从 而 (zz 十 轨 一 (zy 十 1)， 
即 zx 十 ?一 y 十 1, 于 是 xz 一 1. 所 以 Z((1,1))={(1,?)|yER} 


acER ,0|， 反之 , 任 一 R 上 的 2 阶 可 逆 纯 量 矩阵 A 与 任 BUEGL:(CR )) 


a ER ,oz0|- 
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15. 证 设 |al|=&, 则 3crEZ ,使 得 & 一 an 十 ,0<yr<m 于 是 4 二 (a')?a', 即 a 一 (a*) ?a4. 
因 a"EH,at =eE€H, 帮 a EH, 从 而 r=0. 因此 njk. 在 G/H 中 ,aH, (aH)? 一 aH,…， 
(aH)”! 二 a” 1! 日 都 不 等 于 G/HH 的 单位 元 昌 , 而 (aH)"==w" 甩 二 日 ,因此 |aH|==n 

16. 证 因 eEH={xEG|1z| 有 限 }, 故 和光 B. 显然 HCG. Ya,bEH, 设 lal=， 


1a| 一 加 , 则 (ab)m- 由 2 是 交 汪 区 mpm 一 (a")”(b")" 二 e, 从 而 |ab| 有 限 ,因此 ab EH. 由 第 七 


音 , 二 ,5, 昌 二 G. 因 G 是 交换 群 , 故 有 24G. YaHEG/H, 若 |aHI 有 限 , 令 laH|==s, 则 aH= 
(a 及 )’ 二 日 ,从 而 a* EH, 即 la’ | 有限 . 于 是 正 整 数 1 使 得 (a)' 二 a* 二 e, 即 14a| 有 限 , 因 此 
a€ 日 , 即 aH=H 是 G/H 的 单位 元 ， 所 以 G/H 中 除 单位 元 外 ,所 有 元 的 阶 都 是 无 限 的 . 

17. 证 (一 ) 因 N<2G, 故 YaEG,aN= 二 Na; 取 4b 二 a; 有 aN=Nb.( 二 ) Va€G， 
365EG ,使 得 aN 二 Nb, 从 而 a ENb, 于 是 Na 一 Nb. 又 Nb 二 aN, 因 此 Na=aN, YaEG， 
所 以 N 4G. 

18. 证 VzENiyEN, 要 证 xy== yx, 只 需 证 x !y zy=e. 因 N <G, 故 
XI(y XYE Ni , 因 NaG, 故 (zy zyEN ,从 而 zy 'xy ENIiN 几 Ns 一 {e). 于 是 
ZTIyrizy 一 ey 所 以 zy 一 yZ， 

注 1) 在 该 命题 中 ,把 条 件 Nm N:={e} 去 掉 , 即 使 Ni 与 N; 都 是 交换 群 ,结论 也 未 必 


成 立 . 例 ,G= | 十 (。 .+( a "| ‘ 0) 对 于 短 阵 乘法 作成 一 个 如 


EE 修 


中 N=G,N,=6G. 因 [G : Ni] 一 
[G: Ns]= 了 =2， 故 由 第 八 章 ,二 ,3,N <G,N <G( 见 第 八 章 ,三 ,10). Ni 人 NN 一 


0 1 0 1 
1 0 0 1 0 1 0 —1 0 lyyi 0 
( (i o)-( ya 0)=( jj 让 

2) 设 NsG,N <G 且 NinN=(e). 虽 YzENyENi ,都 有 zy 一 yzZ. 但 NiNa 
未 必 是 交换 群 . 例 ， {DW} S525}N ST {0)). 而 {(1) ) S: = S: 不 是 交换 群 . 

3) 设 NacG,N <4G 且 NiNnN:=={e}). 车 Ni 与 N; 都 是 交换 群 ,显然 NiN: 也 是 
交换 群 . 

4) 设 Z 是 G 的 中 心 , 百 是 G 的 交换 子 群 , 则 ZH 是 G 的 交换 子 群 . 

证 因 2Z<4G, 昌 <<G, 故 由 第 八 章 ,二 ,4,ZH<G. Vzh,zhs € ZH, (zihi) (zh )= 
zi (hizs hs =zi (zahi) hs = ziz2) (hihs) = zr) Chohi) = zo Czihs) hi = zo (hzi) hi = 
《zzhs) 《zih1). 所 以 ZH 是 G 的 交换 子 群 . 

5) 设 和 NG,N; <2G, 且 YaE€EG, 都 有 唯一 的 mE Ni,n,€ Ni, 使 得 a=nm. 则 YXxE 
Ni,yEN;i, 都 有 zxy== yx. 

证 ”我们 来 证 明 Ni 门 N; 一 {e)}. VENimnN: ,显然 ZEG, 有 2 一 瓜 一 pe. 由 已 知 :G 中 
元 5 表 成 Ni 与 Ns 中 元 的 积 的 唯一 性 ,有 8 一 e. 所 以 Ni 站 N: 一 (e}. 从 而 结论 成 立 ， 

19. 证 因 CnA<G,CmnB<6G, 又 A<B, 故 CnA<CnB.YzEcnB,vVyEcCnmA. 
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Ea ') |z(( 中 4 阶 群 N 与 N 都 是 交换 群 . (“jEN,(_ je Ns 但 


思考 问题 解答 


因 zEC,yEC, 又 C<G, 故 zyzIEC 因 zEB,yEA, 又 AsB, 故 zyzrIEA. 从 而 zyz7IE 
CNMA. 所 以 ,CNA<4CNMBE. 

20. 证 一 因 右 <G,K <4G, 故 日 NK 2G. Ya,6EG, 因 G/H,G/K 是 交换 群 , 故 Hab 
二 (Ha) (Hb) 二 (Hb) (Ha) 二 Hba, Kab 一 (Ka) (Ko) 二 (Kb) (Ku)= Kba. 从 而 由 第 七 章 ， 
四 ,14,LCHNKR)a]*: [CHNMNK)6J= (HNMNK)ab= Hab Kab= Hbaf) Kba= (HMNK)ba= 
[EHNK)5JLCHNK)aj. 所 以 G/HNMK 是 交换 群 . 

证 二 因 互 aG, 并 <G, 故 五 站 并 AsG, 从 而 G/ 五 门 关 是 商 群 . 设 C 是 由 G 中 元 的 所 有 
换 位 子 生成 的 子 群 ( 见 第 八 章 ,二 ,6, 注 2)). 因 G/ 日 ,G/K 是 交换 群 , 故 由 第 八 章 二 ,6, 得 五 
沪 C,K 沪 C. 于 是 HH 站 KCC. 从 而 VasbEG, 由 a 6b"iabEHNK, 有 a-ib-iab(HNK)= 
HNMNK,B ab (HN K)=ba(HNK). 因此 E,La (HMNK)ILIoO (HN K)]=ab (HNE) = 
ba(HNK)==L5b(HNK)]LaCHNK)J. 所 以 G/HNMK 是 交换 群 . 

21. 证 (<=) 由 Lagrange 定理 ,G 的 子 群 的 阶 是 |G| 的 因子 ,而 1G| = 二 素数 p 的 因子 
只 有 1 与 加 ,因此 G 的 子 群 有 且 只 有 {e} 与 G. 所 以 结论 成 立 . 

(二 ) 因 G 是 单 群 , 故 |G| 关 1. 假设 1G| 不 是 素数 ,又 G 是 有 限 群 , 则 |G| 是 合 数 .于 是 
jaEG,a 关 e. 车 lal 二 |G|, 则 (a) 过 G, 且 (4a) 关 G,(a) 关 fe}. 又 因 G 是 交换 群 , 故 (a)<4G. 此 


与 已 知 矛 盾 . 若 |al 二 |G| 二 nn, 取 n 的 一 个 真 因子 ,1 二 上 < 从 而 | at | 一 和 一 芋 


因 1<< 社 <n, 故 (a*) 关 (e} 且 (a*) 关 G. 又 (a*)<G. 此 与 已 知 矛 盾 . 


22. 证 一 因 G~G, 故 存在 G 到 G 的 一 个 同 态 满 射 %. 设 六 是 上 的 任 一 不 变 子 群 , 则 
由 :CN)=N 是 G 的 不 变 子 群 ?. 因 G 是 单 群 , 故 N 一 {e} 或 N 一 G. 从 而 N=={e} 或 及 =G. 所 
以 局 是 单 群 或 G 一 人 e). 

证 二 因 G~G, 故 存在 G 到 G 的 一 个 同 态 满 射 b. 设 N= 二 ker 中 , 则 NN <4G. 由 G 是 单 
群 ,从 而 N 是 {e} 或 是 G. 若 N={e}, 则 G/N=G/{e} 尘 G. 由 同 态 基本 定理 ,G/N 兰 G8 ,于 
是 G 兰 C. 因 G 是 单 群 , 故 CG 也 是 单 群 , 若 N=G, 则 G/N=G/G={1G)}. 由 同 态 基本 定理 ,G/ 
Ns 兰 G, 即 G 兰 (G}. 所 以 G=( 引 ,其 中 ze 是 G 的 单位 元 . 

注 设 群 G 一 群 G. 若 G 是 单 群 ,但 G 未 必 是 单 群 . 例 ,$:a 一 [ao] 是 Z 到 王 的 同 态 满 射 ， 
Z: 是 单 射 ,但 己 不 是 单 群 . 

23. 证 一 因 N<4G,H<G, 故 由 第 八 章 ,二 ,4,HN<G. 由 Lagrange 定理 ,|HN| | |G|. 由 


第 作 章 ,四 ,5,| RN| 一 | 号 人 | ,从 而 | 吕 HH 和 NL|[GNJINI. 于 是 3 妈 忆 ,使 得 [GIN] |N| 。 


IHNNI=|HI*， INI 大 因 |NI 天 0, 故 [G:N]， |HNN|I 一 1HIk, 从 而 1H||[G:NJ。 
IHNNI. 已 知 (INI,[G: Nj)=1, 又 IHI|IN|, 有 (|HI,[G:Nj)=1( 不 然 ,车 (1H|,[G: ND 
= 地 1, 则 1HI, 又 |HI||N|, 从 而 直 |NI 且 z|[G:NJ, 此 与 (| NI,[LG:Nj)=1 矛 盾 ). 所 以 
1HI|IHNNI. 但 HNN<H, 于 是 |HNNI||HI. 因 此 |HI=|HNNI. 所 以 及 =HNN. 从 而 


Q@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 78. 定理 4， 
@ 同上 ,76, 定 理 2. 
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HCAN. 即 得 H<N. 

证 二 因 G 是 有 限 群 , 玉 二 G, 故 可 设 | 日 | 二 s, HH 二 《hi 一 eyhz… ,hh,) ,其 中 h; 关 hj (i 关 
ji,j 二 1,2，… ,5). 作 集 A={Nhi ,Nhs,… ,Nh,). 显然 DS 去 ACG/N. V Nhi,Nh; EA ,hi,h; 
EE 及 , 因 H 二 G, 故 hh; EH. 又 由 N<G, 有 (Nh)(Hh;)=N(hihj)E€ A. 因 A 是 有 限 集 , 故 A 
二 G/N. 所 以 |A||1G/N1=[G :NJ. 因 N<4G,H<G, 故 由 第 八 章 ,二 ,4, NH<<G, 即 
NCNH<G,N 24G, 由 第 八 章 ,三 ,2,5),N 24NH. 所 以 NH/N 是 商 群 . 由 第 八 章 ,四 ,5， 


INHI__ [INIIHI _- HI 
INH/NI -TNT TNIINNAATTNNHT TNITHT 又 显然 A<NH/N, 所 以 1A| 


已 知 ([G:NjJ,|IN|I)=1,s 


IN|, 有 ([G :NJ,s) 一 1. 又 TN 地 HT 


Na ?所 以 


. 5 。 5 一 = 一 
([G:NJ,TN 赤 1) 一 1- 于 是 |Al| ([G: NJ,TN 闻 7) 一 1， 从 而 1A1=1. 即 Nh = Nh 
… 二 Nh,, 因 此 ， hi,hz,** ,hs EN ,从 而 HCN ,得 H<=~N. 

24. 证 已 知 态 是 有 限 群 ,K <H. 因 HH<2G, 故 Vg EG,gKg'<gHg '!==H. 因 [LH: 


KJ]=|IH/K|= | 及 = 加 一 m, 克 (IK1,[H :Kj)=(n,m)==1. 由 第 八 章 , 一 ,7,1gKe-!' | 一 


IK| ,当然 lgKg-!|||K|. 因 此 由 上 面 23 题 知 ,gsKg“!<K. 又 lgKg '| 一 |K|, 所 以 gKg”! 
二 K. 由 g 的 任意 性 知 K 4G. 

25. 证 〈 反 证 法 ) 假 设 [G : 态 ] 有 限 , 设 [G : 互 ] 一 ”又 已 知 H <G, 从 而 G/F 是 商 群 ， 
且 1G/H|I=n. YaE€G,HaEG/H, 由 第 七 章 , 三 ,1,7), (Ha)"*= 一 H, 又 (Ha)"== Ha’, 即 Ha” 
二 万, 从 而 a* EH. YgEG, 由 已 知 , 36E€G ,使 得 "=g. 因 2rEH, 故 gE€H, 所 以 GCH. 
又 显然 ECG, 从 而 及 =G. 此 与 已 知 昌隆 G 矛盾 .于 是 [G:H]=o. 


26. 证 1) 因 下 是 交换 群 , 玉 二 F, 故 日 <4F. YgEF,V 自然 数 ， 3 过 GEF, 使 得 
(所 )=g. 从 而 方程 nz 一 g 在 下 内 恒 有 解 . 由 上 面 25 题 知 ,YH<F, HF, 有 [PF: HI] 一 cc 

2) 因 M 是 交换 群 ,日 二 M, 故 日 <4M. YAEM,Y 自然 数 n 习 二 AE M, 使 得 
"(A ) =4. 从 而 方程 xx 一 A 在 M 内 恒 有 解 . 由 上 面 25 题 知 ,V H<M,H#M, 有 [M: H]=e. 

3) 因 FCz] 是 交换 群 ,H<F[z], 故 <4F[zJ. VY f(x)E FLz],VY 自然 数 , 习 方 f(x)E 


F[zz], 使 得 (二 /Cz)) 一 f(z). 从 而 方程 ny 一 f(x) 在 F[z] 内 恒 有 解 .由 上 而 25 题 知 ,Y H< 


Ftzxj,H 关 FL[zxj, 有 [LFLx]: Hj=cc. 
注 1) 数 域 下 的 每 个 子 加 群 ( 关 F) 的 指数 都 无 限 . 数 域 F 上 全 体 ” 阶 矩阵 集 M 的 每 
个 子 加 群 ( 关 MD 的 指数 都 无 限 . 数 域 下 上 全 体 一 元 多 项 式 集 Lzxj 的 每 个 子 加 群 ( 关 FL[z]) 
的 指数 都 无 限 . 
2)〉 该 命题 中 的 数 域 下 可 以 推广 为 特征 为 无 限 大 的 任意 的 一 个 域 . 
27. 证 1) [ea 要 -=(a-1b1ab) 一 一 ia !ba=[b,a]. 
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2) [abyc)= (ab) eab ec = bla lc abi. 
bi[a,cjolb,cl= ba lc acbb ec be = ba lc abe. 
[ae,cj| Lased,b |Lo, c= [ayclla,cl bla lc tacbb ce bc = ba lc labc. 


所 以 
[ab,c] = 67'[a, cele,c] = [Lase]| Lasc]d,6 [Lee]. 


由 1 


[beya] Eite,ajete,a)) =[e,al cto,alie 
=[a,cjc™!La,blc. 

[ascJLa,b][ Cael,c)=[a,cJta,bla,b] ce [able—a ce acc a ib abe 

=a-!(bc) i!abc=[a,bc]. 


3) [aypcj 


所 以 
[asbe] = [asc]Je [a,ble = [LascJ[a,b]| [a,b],c]. 

4) ab[a,bllab) =aba 'b labb la -一 aba 'b !=[a 2 1 

5) blbyalb 1=6bb ta ibab !=a bab 1=[a,b-!]. 

6) [a ,bro 1] Ecata,b]a!) Eas,ala. 
Da, ce,c]=6 ba, co,e] = [a,cle,e]. 

由 Do,aJ[e,ad) dra, ca,d] = Lada,e]. 

9) [ai,b! Eaora,b]ab) =ab(ab) {a,b]=[a,d]. 
10) [[a,b],c]=[a,bl et[a,blc=[La,b] [a,bje c=e. [a,[Lb,c]]= 


a7![b,c] -aLb,c]=a aLb,c] [Lo,c]=e. 所 以 [La,b],c]=[a,Le,e]]. 
由 1) 由 1) 


7) [ab,c] 


8) [fa,pc] 


11) [ao-1c [5,alc=c[6b,a] cLa,b]. 

28. 证 因 N<G,N 在 G 里 的 指数 是 n, 故 G/N 是 商 群 , 且 |G/N|==n. 又 因 有 hh 是 使 
EN 的 最 小 正 整 数 , 故 Ni:1 EG/N, 且 | Nt|==h. 事实 上 ,CN2)*==Nr* 二 N.Y 正 整 数 &,k<h， 
因 # EN, 故 (Na) 一 N+ 关 N. 所 以 | Nt|==h. 且 h|n. 如 果 |t|=r, 则 (ND)"= Nr = Ne=N， 
由 第 四 章 , 一 ,6,h 

29. 证 ” 设 群 G 关 于 子 群 Z(x) 的 左 陪 集 分 解 式 为 G=g12ZC7z) UgzZCDU…Ug.Z(z), 则 

$b: giZ(r)—gizgr, i= 1,2,.,t 
是 ZCz) 的 所 有 左 陪 集 的 集合 S= {g:Z (xz) =12, 与 D={yEG|>=szg gcEG} 
间 的 一 个 一 一 映射 . 事实 上 ; | 
1) VYg;Z(zX)E S, jgirgi! ED ,使 得 
$b: gZr) grgr!, 112 
若 giaZ (x) 二 giaZ (xz), 其 中 4 EZV(z)， 
中 : giaZ(r)— giar(gia) 一 SiQZQ 一 
从 而 VegiZ(CziES, jlgizgrED ,使 得 
申 ，giDZCz) 一 gg ， i= 1,2,.,t, 


r, 


igir!=gixaa 18gr1 一 gZST1， 
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即 中 是 映射 . 

2) VgzrgrIED,gEG, 有 8g2Z(CzES, 即 gZ(Cz) 一 某 g&iZCz) ,使 

中 : gZ(x) = giZ (rx) girgi, 

从 而 是 满 射 . 

3) VYgiZ(z),gjZ(X)E S. 若 grxgi7! 一 gjrx8g;)!， 则 gj 'g:zX 一 xgj 18i1, 于 是 gj 'g;: EE 
Z(z) ,从 而 gi;Z (x) 一 gjZ(z). 即 由 是 单 射 . 

综 上 ,4$ 是 S 与 忆 间 的 一 个 一 一 映射 .所 以 DD 含 元 的 个 数 ==S 含 元 的 个 数 t=[G :2Z(z)] 

注 ”由 该 命题 及 Lagrange 定理 知 ,与 z(€ G) 共 罗 的 元 的 个 数 是 G 的 阶 的 因子 . 

30. 证 Yx,yEG, 规 定 

XT~y 今 y 与 + 共 纯 , 即 3aE€G ,使 得 y == ara™” 

( 见 第 八 章 ,一 ,7,1)). 于 是 共 轿 关系 ~~ 是 G 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 .事实 上 ,YXEG,z 二 
xxx-! ,从 而 x~z,; 即 反射 律 成 立 . YX,yEG, 若 Xx~~y, 则 ja€G, 使 得 y 一 axa ', 即 x= 
aya, 从 而 > 一 z 即 对 称 律 成 立 . YVzyzEG, 若 zz 一 yy 一 z， 则 ja,bEG, 使 得 y= 
azxa !,z 二 byb ! ,于 是 zx 二 baza-1b 1! 二 bax(ba)-! ,从 而 z 一 >, 即 推移 律 成 立 . 所 以 共 斩 关 系 
一 是 G 的 元 间 的 一 个 等 价 关系 . 因此 可 以 利用 共 罗 关系 ~ 将 G 分 类 ,得 G= DiU DU…U 
D, ,其 中 类 D, 称 为 共 印 类 ,i 一 1,2,…,r. 且 共 示 类 Di 一 {e}( 因 为 与 G 的 单位 元 。 共 元 的 元 
有 和 且 只 有 e, 所 以 {e} 是 一 个 共 亏 类). 设 d; 为 D; 中 的 元 的 个 数 . 因 当 i 隆 j 时 ,Di 几 1 Dj 一 多， 
故 所 一 di 十 ds 十 … 十 d,, 其 中 di 二 1. 这 个 等 式 称 为 群 的 类 方程 . 由 上 面 29 题 知 ,d; |p" ,i 一 
1,2,…,r. 因 pp 是 素数 , 故 每 d; 二 1 或 p 的 知 . 假设 有 且 只 有 di 二 4; 二 … 二 d; 二 1. 因 di=1， 
故 ;之 1, 于 是 疡 二 s 十 pt, 其 中 t 是 一 个 整数 . 因 p|p",p|pi, 故 pls, 又 s 之 1, 故 s 之 p, 从 而 至 
少 有 由 二 ds 二 … 二 dy, 二 1, 其 中 素数 p 之 2. 由 di 二 1 知 Ds 一 {15},b 隆 e, 且 Ya€G, 有 5= 
aba”!, 即 ba==ab, 于 是 5E2. 又 有 eEZ2Z. 所 以 Z 中 至 少 合 有 两 个 元 e 与 5. 

31. 证 ”由 上 面 30 题 ,G 的 中 心 至 少 含有 两 个 元 ,又 Z 二 G, 故 |Z||1G1| 一 pr ,从 而 |2Z| 


为 或 p?. 车 |Z|==p, 又 因 Z4G, 故 |G/Z| 一 各 一 ,从 而 G/Z 是 循环 群 . 由 第 八 章 ,四 ,12 


知 G 是 交换 群 . 若 1Z|= 疡 , 则 |G|=12|, 又 ZCG, 从 而 G=Q 所 以 G 是 交换 群 . 

32. 证 因 | 理 |=p, 故 日 = (4a) 二 {a'= 二 e,a,a?,*…,a? 1!) 是 p 阶 循环 群 . 由 之 之 2, 故 
a 关 e. 又 因 忆 上 G, 从 而 VgEG, 与 a 共 斩 的 元 gagmE HH, 且 gag”' 关 e, 即 与 a 共 思 的 元 的 
个 数 最 多 有 pp 一 1 个 .由 上 面 29 题 ,与 a 共 恩 的 元 的 个 数 是 1G|= 媚 的 因子 . 因此 与 a 共 思 
的 元 的 个 数 有 且 只 有 一 个 .又 a 必 与 a 共 示 ,于 是 Vg EG, 与 a 共 示 的 元 gag "一 4a, 即 ga 一 
ag. 从 而 a E2. 因为 Z 二 G,; 所 以 昌 =(a)C2. (或 : 因 YVa'EH,YVgEG, 都 有 a'g 一 a 'ag 一 
a liga 一 a ?aga 二 a ?ga’ 一 … 一 ga', 故 aE€2, 所 以 HCZ.) 

33. 证 ”对 nn 用 归纳 法 . 当 n==2 时 ,G=(a) 是 2 阶 循环 群 , 且 |al 一 2. 因 户 是 素数 ,| 2， 
故 p 只 能 是 2, 从 而 G 中 存在 阶 为 p= 二 2 的 元 a. 

假定 对 于 m 二 n, 命 题 成 立 . 今 看 n( 取 1) 的 情形 . 取 a EG,a 关 e. 因 G 是 有 限 群 , 故 a 的 
阶 有 限 , 设 la| = 二 &, 则 & 天 1. 所 以 有 | 


&, 则 afEG 目 laf |=— sl = = 


1) 若 p 


-全 一刀 ,从 而 G 中 存在 阶 为 
p 
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的 元 af. 
2) 车 p+ &. 因 G 是 交换 群 , 故 (a)<G. 从 而 G/(a) 是 交换 商 群 ,和 且 G/ (4a) 的 阶 m= 


re [一 到 < 已 知 pjn=mgk, 又 pp 全 &,p 是 素数 ,于 是 p|m. 今 有 一 个 有 限 交换 群 G/(a)， 


1G/(4)1=m 过 n.p 是 素数 ,p|m. 由 归纳 假定 ,G/(a) 中 存在 阶 为 p 的 元 56(a) ,其 中 bEG. 于 
是 (4a) 二 (6(a))?= 二 (4a), (a) 是 G/(a) 的 单位 元 . 因此 WEla). 因 |a|= 二 8, 即 | (a)| 
一 k, 故 由 第 七 章 , 三 ,1,7),(b?)* 二 e, 从 而 (5)? 二 e. 由 第 四 章 , 一 ,6,]2| |p. 因 p 是 素数 , 故 
I= 二 1 或 |2|==p. 若 || 二 1, 则 ==e, 于 是 (5(a))* 二 2(4q) 一 e(a) 二 (qa). 又 |b(a)|= 二 pp. 由 
第 四 章 , 一 ,6,p|k. 此 与 假设 p+ 矛盾 . 因而 只 能 | 慷 | 二 p. 所 以 G 中 存在 p 阶 元 .由 归 
纳 原 理 ,命题 得 证 .还 可 利用 下 面 方法 证 明 G 中 存在 p 阶 元 .已 知 |6Ca)| 一 p. 设 5 在 G 中 
的 阶 为 s, 则 (5(a))' 二 b'(a) 二 ela) 二 (a). 由 第 四 章 , 一 ,6,p|s, 于 是 3 正 整 数 1, 使 得 ;= pr. 


26| 


:| Ss 5 ， 一 pt 
从 而 | 一 479 一 5 一 亡 二 .所 以 G 中 存在 户 阶 元 四 ) 


34. 证 Vx,yEG,X~y 晤 y 与 x 共 二 , 即 3aE€G, 使 得 y=axa™'!. 由 上 面 30 题 的 证 
明知 , 共 思 e 关 系 ~~ 是 G 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 . 利用 共 轿 关系 一 将 G 分 类 ,得 G= DiUD,U 
…UD,, 其 中 DD 二 {yEG|y 一 gxig ',g EG) 是 共 二 类 ,i 一 1,2,…,r. 设 di 为 D; 中 的 元 的 
个 数 , 则 |G|= 二 di 十 dz 十 … 十 qd,. 由 上 上面 29 题 知 4; 二 LG :Z(zxi)j, 其 中 Z(zx;) 是 元 x; 在 G 内 
的 中 心 化 子 , 即 Z(zx)= {a€G |zia=azi) 之 G. 所 以 |G|=[G:Z (zi)] 二 +[G:Z(zxo)] 十 … 十 
[G 之 (xz,)]. 我们 有 下 面 结论 : 设 Z 是 G 的 中 心 , 则 xE2Z 司 zr 所 在 的 共 思 类 是 只 含 元 x 本 
身 的 集 {z)}. 事实 上 ,( 一 ) 因 xE2, 故 x 所 在 的 共 二 类 是 {(yE€G|ygzrg',gE€G})= 
{y€EG|y=xgg '=zx,g EG})=—{z). 所 以 中 心 Z 中 每 一 个 元 工 自身 就 构成 一 个 共 轿 类 
{xz}.( 夺 ) 因 (z} 是 只 含 元 工 的 共 斩 类 , 故 z= 一 gsSzg ,VgEG. 从 而 zg 一 gx, 于 是 XEZ. 
设 G 的 中 心 Z 恰 含 RCI 委 & 委 一 个 元 , 即 QZ 一 {zyz…z <<G, 则 

1G1=12ZI+[G:ZCzu)] 十 … 十 [G:ZCz) (x) 
此 即 为 G 的 类 方程 . 

1) ”如 果 &==r, 则 |G|==1Z|, 又 ZCG, 从 而 G=2Z, 即 G 是 交换 群 . 由 上 面 33 题 知 G 有 
gq 阶 子 群 . 

2) 如 果 <r. 

@@ 若 了 3Z(z)(R 二 1 委 i 委 站, 而 |1ZCz)1 = 一 q, 于 是 G 中 存在 9 阶 子 群 Z (zi). 

园 “ 若 |1ZCz)| 夫 qi 一 R 十 1, 十 2 因 关 蕊 QZ, 故 1ZCz)| 天 1. 因 12Z|1, 故 |1ZCz)| 尖 
pq. 又 1ZCz0) | pqs 从 而 1ZCz) | 二 .于 是 [G:20z)] 二 7 一 奴 =g. 显然 9|1G|. 因 此 


IZ(z)| pp 
由 等 式 (* ),gi12Z|, 而 中 心 Z 是 交换 群 ,由 上 面 33 题 ,Z 中 存在 阶 为 g 的 元 x; ,当然 x; 也 
是 G 中 的 gq 阶 元 .所 以 G 有 4 阶 子 群 (zj). 
注 ”该 命题 说 明 pg(p 与 9 是 互 异 素数 ) 阶 群 必 有 p 阶 和 4 阶 子 群 . 从 而 6( 一 2X3) 阶 
群 必 有 2 阶 和 3 阶 子 群 ( 见 第 七 章 , 四 ,15)， 
35. 证 一 ” 设 p|1G|==n,p 是 素数 . 以 满足 条 件 aaa…a 一 e 的 所 有 尹 元 序列 (al ,as，…， 
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az ) 为 元 素 作 集 S= {(ai az ay) [weEG,aa…as 一 人. 规定 
(ao a) = (Bisbasen bo) Oa = bisi = 1,2,,p. 

1) VCaar…arES. 因 aa…as 一 e) 故 as 一 (alias…api)-， 即 av 由 aar，…， 
as-1 确 定 . 从 而 p 元 序列 (41 ,as，…,as) 由 p 一 1 个 分 量 可 完全 确定 , 所 以 集 S 含 na 生 :个 元 . 

2) V(aar aniES, 有 aas…as 一 al(azas…ap) 一 ce 即 al 与 aas…ar 互 为 道 元 ， 
从 而 (aas…as)ai 一 e. 于 是 (as as，…arya)EG S. 类 似 地 ,有 (as ,am…aryaiyaz)，… (as， 
aa al) 都 ES. 

3) 设 (alyasr， ap)， Casas，…asy al) ,Capsa19Q2，"… 34p_1)E S. 则 这 上 个 S 中 
的 元 或 者 都 相等 ,或 者 互 不 相等 . 即 或 者 它们 是 同一 个 序列 ,或 者 它们 是 p 个 不 同 的 序列 . 
事实 上 ,只 需 证 明 , 若 这 个 S 中 的 元 有 两 个 相等 , 则 这 个 S 中 的 元 都 相等 . 

设 (aaz s,Qp) 二 Castiyairz""* ,4i4p)( 其 中 1&i<p. 若 i 二 kh 之 p. 则 设 i+k 二 pq 十 7， 
0 过 r 二 pp; 有 aiji 二 arri 朋 二 1;29 中 ,P). 则 i 二 airiyQ2 二 Qi42 "ap 二 4ai+p. 于 是 对 i 来 说 ， 
有 ai 一 as 一 aaz 一 ar 一 aa 一 an 即 4; 二 Qaz; 二 a3; 二 … 二 ag. 设 i=pqi 十 ri1,2i 
=pqzTres Pi=pqstrs ORr pl=1,2, ,pp. 则 ai=an ti d=a 1 ap Atl 
从 而 ,ao 一 oo 一 一. 且 六 十 lm 十 Dr 十 1 互 不 相等 .因为 假定 二 十 1 一 二 
1, 其 中 s 关 ts5)t 二 1,2,…,p. 又 si 一 pqs 十 7;， ti 一 pq 十 r,， 于 是 si 一 ti 二 pl(g; 一 q:), 即 p|si— 
ti 二 (s 一 t)i, 但 1 志 i<<p,p 是 素数 ,从 而 (p, 引 = 二 1, 因 此 pls 一 t, 又 5 一 1,2,…， 力 , 即 | 一 上 < 
P; 可 见 * 一 上 一 0, 即 s=t ,发 生 了 矛盾. 所 以 产 十 1, 王 十 1 ,rp 十 1 互 不 相等 . 又 0 委 记 <<2 一 
1 ,2…， 访 ,从 而 六 十 1 十 1，…7rp 十 | 即 为 p 个 数 1,2,…,p, 因 此 Cr +t1 Ar +l ，… ,ar,+1 即 为 
alyaz ,ap; 于 是 qi 二 as 二 … 二 ayp. 即 p 个 S 中 的 元 (al ,as 和 ap) (az yad3 sdp901)，'， 
(aalyaz， al) 都 相等 ,实际 上 是 同一 个 元 ， 

4) 规定 (al ,az ag) ,Cbi ,bes bE S, (ayas yap) ~ (bi ,bo ,bo) OD ,bb 
是 3) 中 pp 个 序列 之 一 . 易 证 ~ 是 S 的 元 间 的 一 个 等 价 关系 . 利用 此 等 价 关 系 一 对 S 进行 分 类 ， 


pp 
得 S 一 和 〇 UC U…UG, 其 中 必 有 一 个 类 设 为 CO 只 会 1 个 元 (e， e，…，6e)， 即 Ci 一 


p 


一 一 绝 、 
{(e，e，…，e)). 我 们 有 下 面 的 类 方程 
nz- 二 1 十 Cs 中 含 元 的 个 数 十 … 十 C, 中 含 元 的 个 数 . 
由 3) 知 每 一 个 类 Ci(i 一 1,2,…,g) 中 的 元 的 个 数 或 为 1 或 为 p. 因 pn, 故 p|n*!,p 是 素 
数 ,p 之 2, 从 而 Co， Cs,…,C, 中 必 至 少 有 一 个 类 含 且 只 会 1 个 元 . 不 妨 设 Cs = 
p ? 众 pb 
{(a ay …，a)). 因 (aa …，aES, 故 aa … a 一 a? 二 e, 又 p 是 素数 ,a 关 e, 从 而 |a|==p. 
所 以 G 中 有 请 阶 元 <. 
证 二 设 记 是 素数 ,p| 1G| 一 …% 则 了 正 整数 m, 使 得 "一 mt. 对 m 作 归 纳 法 . 
1) 当 m=1 时 ,G 是 p 阶 循环 群 , 从 而 G=(a), 于 是 la|==p. 所 以 G 中 有 阶 元 a. 
2) ”假定 <m 时 ,命题 成 立 . 今 看 n= 二 mp 时. 分 两 种 情形 讨论 ， 
@ 设 G 有 真子 群 日 使 p+ [G:HJ. 
因 p|1G|=|HI[G: Hj,p 是 素数 , 故 p|1H1. 于 是 3 正 整数 ,使 得 | 昌 |==kp. 因 |H|= 
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好 <<1G| 一 zz, 故 A<<m 由 归纳 假定 ,于 含有 户 阶 元 a, 从 而 G 也 含有 尹 阶 元 ,所 以 命题 成 立 . 
@ 设 G 的 任 一 真子 群 昌 都 使 p|[G : 互 ]. 
由 上 面 34 题 的 证 明知 G 有 类 方程 
1G1=|Z1+[G:Z(0)]+ +[G:2Z(a)], 
其 中 Z 是 G 的 中 心 ,Z(a;) 是 元 a; 在 G 内 的 中 心 化 子 , 即 Z(a;)= {zEG|za:=aiz). 因 
1Z(ai)1 天 1,|1Z(aj)| 关 1G|, 故 Z(ai) 是 G 的 真子 群 .由 p|1G|,pl[G:2ZCa)],i=1,2,…， 


t, 有 p|1Z|. 又 中 心 Z 是 交换 群 ,从 而 由 上 面 33 题 ,在 Z 中 存在 p 阶 元 a, 当 然 a 也 是 G 中 
的 pp 阶 元 ,所 以 命题 成 立 . 

注 1) 该 命题 是 上 面 33 题 与 34 题 的 推广 . 

2) 证 一 见 Mckay J. H. Another proof of Cauchy’s group theorem, American Mathe- 
matical Monthly,1956,66:119. 


36. 证 一 ， 因 p,q 是 素数 , 且 p|1G|,q|1G1, 故 由 上 面 35 题 ,G 中 存在 p 阶 元 a 和 9 阶 
元 b. 因 p,q 互 异 , 故 (p,g) 二 1. 又 G 是 交换 群 ,从 而 8 一 pa, 于 是 由 第 七 章 , 二 ,8, |ab|= 
pq. 所 以 G 二 tab) 是 循环 群 . 

证 二 要 证 G 是 循环 群 ,只 需 证 明 G 中 有 pq 阶 元 . 我 们 知道 ,G 的 元 的 阶 整 除 1G| = 
pq. 因 p,q 是 互 异 素数 , 故 G 的 元 的 阶 或 为 1, 或 为 p, 或 为 9, 或 为 pq. 又 因 1G|= pq, 故 
1G| 关 1; 从 而 3 aE€EG,a 关 e. 车 |a|==pgq, 则 G= (a) 是 循环 群 ,命题 得 证 . 若 la| 关 pg. 不 妨 设 |a| 


一 p. 令 日 = (o). 因 G 是 交换 群 , 故 万 是 G 的 思 阶 不 变 子 群 ,从 而 G/ 日 是 商 群 . |G/H| 一 各 


一 名 一 9 因 是 素数 , 故 G/ 互 天 (AH) 是 q 阶 循环 群 .于 是 (HBD) "一 瓦 , 即 因 王 一 瓦 ,从 而 姑 E 


五 . 则 16| 关 p. 事实 上 ,假设 |6|==p, 则 b=e EH 日 ,已 知 如 EH. 由 (p,qg)= 二 1, 了 整数 ,区 使 
得 ps 十 qt 二 1, 于 是 b= 二 br*t* 一 (6)'(B)': 二 (5b)'EE 晶 ,因此 bH==H. 所 以 G/H=(bH)= 
(CD)=(H)}) 是 工 阶 群 , 此 与 1G/ 吾 |=g 矛盾 .所 以 10| 尖 加 又 5b 关 e. 不 然 , 若 5 二 e, 则 G/H= 
(68 及) 二 (日 ) 二 { 昌 ) 是 1 阶 群 ,也 产生 矛盾 . 由 上 可 见 15| = 二 pq 或 9g. 若 156|==pq,; 则 G=(5) 为 
循环 群 .车 15| ==g; 因 (p,q)=1, 又 G 是 交换 群 ,ab=ba, 故 由 第 七 章 , 二 ,8,|ab|= 
lal15|= 二 pgq. 所 以 G== (ab) 是 循环 群 . 

注 1) 在 证 二 中 ,还 可 如 下 证 明 1201 天 加 事实 上 ,假设 165|==p, 则 (5H)* 二 br?H==eH 
= 及 ,又 IbH| 一 q, 从 而 gq|p. 发 生 矛 盾 . 所 以 15| 关 zp. 

2) 该 命题 说 明 6 阶 ,10 阶 ,14 阶 ,15 阶 ,21 阶 等 有 限 交换 群 都 是 循环 群 . 

37. 证 一 〈 反 证 法 ) 若 pq 阶 群 G 有 两 个 不 同 的 g 阶 子 群 互 , 与 Hi. 则 由 第 八 章 ,四 ， 


5 ,乘积 Hi HH, 中 合 元 的 个 数 | HH 一 重生 站 全 <1GI 一 如 因 4 是 素数 , 故 本 ,HH 都 


是 循环 群 , 且 日 ; 中 除 单位 元 外 ,每 个 元 都 是 生成 元 ,一 1,2. 又 Hi 关 H;, 则 必 有 Hi 则 H;= 
{e}. 否则 ,车 3a€EHIi 门 Hi,a 关 e; 则 a EH 且 aE€H;, 于 是 (a) 二 Hi 二 Hi, 此 与 Hi 关 H， 
矛盾 . 所 以 Hi 个 H;=={e}. 于 是 |HiHi|==|Hi|*，|H,|==qg 志 pq. 此 与 a 之 p 蓝 盾 .所 以 pq 
阶 群 不 能 有 两 个 不 同 的 9 阶 子 群 . 
证 二 〈 反 证 法 ) 设 ,Hi 是 G 的 两 个 不 同 的 9 阶 子 群 . 因 a 是 素数 , 故 Hi = (a),H， 
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一 (5) 都 是 循环 群 . 又 Hi 作 H, 是 Hi 的 子 群 ,从 而 | Hi 由 Hi||1Hi|==q, 从 而 | Hi 由 Hs|=1 
或 g. 若 |HiN 人 nH;|==g; 则 | HiN Hs|==|Hi|==1Hi|,; 从 而 Hi 门 H;= Hi,Hi 闪 nH;=H;, 即 
Hi 二 HH;. 予 盾 . 所 以 1HIN H;|==1, 即 Hi 丫 Hi; 二 {e}. 因 Hi==(a)=={a' 二 eaya 
arT1} ,日 ; 二 0) 二 109 二 e,b,B,… 0!), 故 乘积 Hi Hs 二 人 {abi|i,j 二 0,1,2,"…,g 一 1}CG. 
则 HLH; 中 的 9 个 元 各 不 相同 . 事实 上 ,车 有 abi 一 a*b' ,i 隆 k 或 j 关 1,0 信 1,j,k,L 寺 gq 一 1, 则 
a :二 bi€ Hi 站 Hi=={e} ,此 与 i 郑 k 或 j 关 1 矛盾 .因而 HH 恰 含 gq 个 互 不 相同 的 元 .已 
知 g 之 p ,就 得 出 理 ! 本 中 元 的 个 数 坚 盖 pa 一 1G| ,此 与 Hi1 HCG 蔬 盾 .所 以 G 不 可 能 有 两 
个 不 同 的 g 阶 子 群 . 

38. 证 由 上 面 37 题 知 ,pg 阶 群 G 不 能 有 两 个 不 同 的 g 阶 子 群 . 由 第 八 章 ,三 ,2,6),G 
的 g 阶 子 群 是 不 变 子 群 . 

39. 证 1) 先 证 互 =(zEGlzz 一 e)<G. 因 方程 xz*=e 在 G 内 恰 有 个 解 ,p 是 素 
数 ,p 宇 2, 故 方程 x* 二 e 在 G 内 至 少 有 两 个 解 .于 是 ja€G,a 关 e, 使 得 a* 二 e, 即 a€H. 又 
(a')?=e?=e,(a’)? 二 (a?)* 二 @: 二 ey",(a? 1)? 二 (a?)? 1! 二 et! 一 e. 于 是 4a? 二 esaya?,*…， 
alE 五 . 因 az 一 e, 故 |a| |p, 又 记 是 素数 ,a 关 e, 从 而 la| 一 p. 因此 (a) 二 人 a? 二 ea,a?,…， 
a*-!) 是 一 个 p 阶 循环 群 且 (a)CH, 又 也 含 p 个 元 ,所 以 H=(a)<G. 

2) 再 证 H 二 (a)4G. VYgEG, Ya Ela) 二 有 H,4=0,1,2,"…,p 一 1. 当 4==0 时 ,显然 有 
gag -1 一 gaog =geg !=eE(a)=H. 当 0<i<p—1 时 , 因 |ga'g '|=|lagg | 一 | 和 | 一 


|a| 


Clal ) 0 一"' 故 (gg )*==e, 从 而 garg “1E HH. 所 以 HH24G. (或 用 下 面 方法 证 明 
by 
H4G.VgEG, YrEH, (gxrg ')*—(gzxg ')(gxg ')*(grg ')—g8rg ge8 一 2， 
从 而 gxg“1€EH. 所 以 H46G.) 
40.1) 正确 .证 因 中 是 群 G 到 G 的 一 个 同 态 映射 , 故 $ 是 群 G 到 G 的 象 (G) 的 一 个 
同 态 满 射 . 又 G 在 同 态 满 射 b 下 的 象 b(G) 是 G 的 一 个 子 群 3, 从 而 中 是 群 G 到 G 的 一 个 子 群 
G 二 中 (G) 的 同 态 满 射 . 反之 ,命题 显然 成 立 . 


2) 正确 .证 设 A 妆 B',B 笠 A'. 因 B' 是 B 的 真子 群 , 故 B' 在 9, 下 的 象 人 是 A' 的 子 
群 ,当然 A 是 A 的 真子 群 , 且 B 二 A”. 所 以 A 实 A”. 

同 理 , 因 A 是 A 的 真子 群 , 故 4' 在 由 下 的 象 B 是 B' 的 子 群 ,当然 B 是 B 的 真子 群 , 旦 
A' 二 B”. 所 以 B 幸 B”. 

3) 不 正确 . $CH;) ,$CH;) 是 五 的 子 群 2 ,但 未 必 中 (Hi) 关 (Hi). 例 , 设 G 是 整数 加 
群 ,C= (a) 是 6 阶 循环 群 .由 :na" 是 G 到 局 的 同 态 满 射 .G 有 无 限 多 个 子 群 . 事实 上 , 任 取 
整数 n,G 就 有 一 个 以 4 为 生成 元 的 子 群 电 二 (mn). 并且, 车 mr 关 士 n; 则 子 群 H 二 (m) 关 HH， 
从 而 G 有 无 限 多 个 子 群 . 而 五 = (a),|a| 一 6. 因 6 有 且 只 有 因子 1,2,3,6, 故 局 有 且 只 有 4 


个 子 群 ,; 即 (e) Ca) 二 G4?) 二 {eyar ya'},(a’) 一 {esa!). 但 GG, 从 而 存在 G 的 不 同 子 群 


Q@ @ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 77. 定理 3. 
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整数 } ,这 是 两 个 不 同 的 G 的 子 群 .而 pC(Hi) 一 {e,a',a?) ,OC(H,) 一 te,a! ,a?}, 因 此 和 (CH;) 
二 中 ( 理 ;). 所 以 存在 G 的 不 同 子 群 互 ， ;有 H; ,使 CH ) 一 中 (五 : ). 


4) 正确 .证 VDEB,3pEB, 使 bp:5 一 .又 BCA, 于 是 5EA, 因 此 由 (人 一 总 E 


A, 所 以 BCA. 

5) 正确 .证 由 同 态 基本 定理 ,ker $<G,ker <G, 有 HG/ker $9 衬 H,G/ker 四 兰 开 . 
XG/ker $=G/ker ,所 以 五 兰 开 . 

6) 正确 .证 一 因 G=(g) 是 循环 群 ， 人 故 Hl 4G, 瑟 4G. 由 第 八 章 ， 


st 加 加 
二 ,10,G/ Hi,G/H; 是 循环 群 . IHi|=|g’|= ce C= 5 二 t， |1H;|=|g'|= 局 太一 
和 IG/Hi| = 1 = 1G/H l= 1 由 第 八 章 , 二 ,9,G/B ~ Hs， 


G/ 瑟 一 下 .又 因 1G/ 瑟 1=| 下 |=51G/ 下 |=| 且 1=5 故 G/ 甩 人 关 焉 ,G/ 瑟 兰 耳 ， 
证 二 要 证 G/H, = H,, 由 同 态 基 本 定理 ,只 需 证 GH;, Hker 中 . 因 |G|=1g|= 
i ;, 即 | Hs| | 1G|, 帮 由 第 作 章 ,二 ,9 知 ,9:g' 一 (Cg)* 是 G 二 


(tst) 
(g) 到 H, 一 (g') 的 一 个 同 态 满 射 , 即 G 作 .下面 证 明 ker$ 二 Hi 一 (g'). 事 实 上 ,V xEkerg， 
ZzEG, 可 设 一 g ;中 (xz) 二 由 (g) 二 (g)' 二 g* ,又 由 (xz) 二 e, 从 而 g* 二 e. 于 是 |g|=st|tr， 
因 1 沽 0; 故 s|r, 即 习 整 数 g, 使 得 r= 5g. 因此 x=g=g*” 一 (g')* El(g') 二 于 ,从 而 ker 和 CC 
且 . 反 之 ,VXEHi==(g), 可 设 z=(g’) 一 g* ,因此 由 (xz) 二 中 (g")= 二 (g)*=(g*) 一 二 e, 于 
是 zeE ker 由 ,从 而 HiCker .所 以 Hi 二 ker 由 .由 同 态 基本 定理 ,Hi 4G 且 G/H 实 Hi. 同 
理 , H; 2G,G/H; 人 兰 万 . 


证 三 ” 因 G 是 循环 群 , 即 G 是 交换 群 , 故 Hi <4G,H; 4G. 又 |B=1g1=- 王 -= 工 


(s,5t) $s 


st, | 五 :| | 人 | 


一 IH;|=|g'|= ios 1G/ 本 |==T 闻 7 一 关 ==s, 从 而 G/Hi={Hg", Hig, 


5 

G, 7 对 [Hl 
Hig’,*…,Hig’” '}, Hi=(g’ ) 一 {(8)0 8 (08 (gO). 则 GB: Hig'— (g')' (0Ri<s— 
1) 是 G/ 与 H; 间 的 一 个 同 构 映 射 . 事实 上 .: 

@ YHig' EG/Hi,0<i<s 一 1,3 |(g')*E€H,, 使 得 9:Hig' 一 (g')', 所 以 四 是 映射 

© vy (BE EH;, ,0 妇 ; 委 一 1, 了 Hig’ EG/H, ,使 得 $$: Hig' 一 (g')'. 所 以 由 是 满 射 . 

四 MA Hig’, Hig’ EG/H, ;01i,jSs—1, 车 (g')'= 二 (g')’ ,0 过 i,j 肆 :一 1, 则 i 二 j ,从 而 
Hig' 一 Hig’. 所 以 中 是 单 射 . 

® VvVHg',Hig’ EG/Hi,0S<i,j<s—1.$:Hig'—(g')', Higi—(g')’, 有 

(Hig)(Hig’i) = Higti+(g)"i = gs = (g')'(g')’, 

所 以 四 是 同 构 映射 .于 是 G/H, 全 H. 

类 似 地 可 证 G/H; 衬 Hi. 

41. 解 1) ker $={2g|lg EZ}. 

2) ker 中 一 (1). 

3) ker $={1,—1)}. 

4) ker $={1,—1}. 
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5) ker $={4q|g EZ). 

6) ker $={nglg EZ}=—n). 

7) ker 由 一 ([0] ,[2],[4],[6]). 

8) ker $={e,a’,a')=(a’). 

9) ker 中 一 (1[o],[L4],[8]). 

10) ker $=G. 

11) ker 一 {AEGL,(R)|14A1=1} (第 五 章 ,二 ,6, 注 3)). 

12) 当 |al 一 co 时 ,ker 由 一 10}. 当 |a| 有 限时 , 设 la|=m, 则 ker $= {mqlg EZ )=(m). 
13) ker $={xEG|zx:=e)}. 


14) ker $2 [p,q 是 奇数 


15) ker $ 一 [AEG||A1= 抽 ,p,qEZ ,p,q 是 奇数 |. 

16) ker $={r,| VrER,r™=z+h,0ER)}. 

17) ker $={3"|n €Z). 

42. 证 YaEG, 因 4 是 G 到 G 的 满 射 , 故 3aE€EG, 使 得 a&== 中 (a). 因 aE€G=(S), 故 a 
可 表 为 a 二 ofa …a ,其 中 a; ES,ki= 土 1,n 是 正 整数 .从 而 #5= 中 (a)== 中 Cah a am ) 一 
由 Ca) 由 (as)… 由 (ah ,其 中 g(a)Eq$(S) ,k= 二 土 1,n 是 正 整 数 . 因此 GC($(S)). 反 之 ， 
因 $ 是 G 到 区 的 映射 , 故 %CS)CG. 又 GG 是 群 ,从 而 ($C(S))CG. 所 以 ($9(S))==G. 

43. 证 因 日 24G, 故 G/H 是 商 群 . Vg EG, 有 Hg E€G/H. 且 |Hgl|1G/H1=m. 又 
G/H 的 单位 元 是 旦 ,从 而 由 第 七 章 , 三 ,1,7),(Hg)”" 一 H, 即 Hg”==H. 所 以 g"€H. 

注 1) 见 第 八 章 , 四 ,25 的 证 明 . 

2) “及 <G” 改 为 “ 昌 二 G”, 命 题 不 成 立 . 例 , 互 =((1),(12)}<S:,[S: : Hj=3, 但 
(13):=(13)E H. 


44. 证 〈 反 证 法 ) 设 [G : 昌 ]=m. 因 G 是 交换 群 , 故 H 4G. Vx EG, 池 也 是 有 理 数 , 因 


而 之 EG. 由 上 面 43 题 ,mm( 兰 )E 已 , 即 xzEH, 从 而 GCH. 又 HCG, 于 是 二 =G. 此 与 已 知 
互 天 G 矛盾 .所 以 [G :Hj]=%. 

注 见 第 八 章 ,四 ,26. 

45. 证 〈 反 证 法 ) 设 [G :有 H]=m. 因 G 是 交换 群 , 故 4G. Yx EG, 因 是 复数 , 故 Yz 
也 是 复数 , 即 Yz EG. 由 上 面 43 题 ,(Yz)”EH, 即 xzE 晶 ,从 而 GCH, 又 HCG, 于 是 H= 
G. 此 与 已 知 日 关 G 艺 盾 . 所 以 LG :Hj]=%. 

46. 证 一 因 N <4G,NCH<G, 故 由 第 八 章 ,三 ,2,5),N <4H. 从 而 H/N 是 商 群 . 因 
NCH 4G, 故 由 第 八 章 , 三 ,14,2),H/N 4G/N. 从 而 (G/N)/(H/N) 是 商 群 .又 :aaN 
是 G 到 G/N 的 一 个 同 态 满 射 9. 且 互 是 互 /N 在 9 下 的 道 象 .事实 上 ,VAEH,9(h) 二 hNE 
H/N; 从 而 hE$-1CH/N); 即 HC$-1CH/N); 反 之 , Ya Eq !'(H/N), 中 (a)E€E H/N, 可 设 中 
Ca) 二 hN, 其 中 hEH, 又 g(a) 二 aN, 于 是 aN 一 hN, 因 此 h-!iaEN ,可 设 h"'a 一 nEN, 从 而 


@@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 75. 定理 1. 
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a 二 hn€EHH, 即 $1(H/N)CH. 所 以 H=$-!1(H/N). 由 第 八 章 ,二 ,8,G/H 实 (G/N)/(H/ 
N). 

证 二 YaE€EG,g:aN->aH 是 G/N 到 G/H 的 同 态 满 射 .事实 上 ,1) YaNEG/N， 
jaHEG/H, 使 得 pC(aN)= 二 aH. 若 aN==bN, 则 6 1ia€ENCHRH, 于 是 aH=5bH, 从 而 3|aH 
EG/HH, 使 得 (aN)=aH; 2) YaHEG/H,IjaNEG/N, 使 得 pb(aN)= 二 aH;3) YaN， 
BNEG/N, PlaN * bN)=$((abD) N)= Cab) H=aH* bH=$(aN) ， $C(bN). 所 以 G/N 
G/H. 因 NN 424G,NCH<G, 故 由 第 八 章 ,三 ,2,5),N < 日, 从 而 H/N 是 商 群 . 且 ker 由 一 五 / 
N. 事 实 上 :YaNEker$,$(aN)= 昌 ,又 (aN)==a 日 ,于 是 昌 =a 昌 ,从 而 a EE 日 ,因此 aN 
EH/N, 即 ker $CH/N; 反 之 ,YhN EH/N, 其 中 hEH,4$(hN) 一 hH= 日 ,因此 hN Eker 
中 , 即 昌 / NCker 由 . 所 以 ker $= 二 H/N. 由 同 态 基本 定理 ,ker $= 二 =H/N <4G/N 和 且 (G/N)/ 
(H/N) G/H. 

例 设 G 是 整数 加 群 Z. N=(6)={…, 一 12, 一 6,0,6,12,…}).H=(3) 二 {…, 一 12， 
—9,—6,—3,0,3,6,9,12,…). 则 Z/C6)= 2Z,={[0j,[1]j,[2j,.…,[L5jJ}. Z/(3)= 2;= 
{50J], [1],C2]}. (3)/ C6)={0+(6),3+ (6)}={[0J,L3j}. CZ/C6))/C(3)/ (6))= {0j+ (3)/ 
C6),[1] 十 (3)/C6),[2j 十 (3)/C6)} 二 14[50j],[3j},{[1],[4j]),{[2],L51}}. 由 上 命题 知 ， 
(Z/(6))/((3)7(6)) 兰 也 /(3). 

47. 证 因 NN<2G,H<4G, 故 由 第 八 章 , 二 ,4, 注 10),NH <G. 又 NCNH, 从 而 由 上 面 
46 题 ,G/NH 衬 (G/N)/(NH/N). 

48. 证 一 因 NN <2G, 理 二 G, 故 由 第 八 章 ,二 ,4, NH<G. 又 NCNH<G, 由 第 八 章 ， 
三 ,2,5),N 24NH ,从 而 NH/N 是 商 群 . YAEH,4:h 一 Nh 是 日 到 NH/N 的 一 个 同 态 满 
射 .事实 上 ,1) YhEH,3NhENH/N ,使 得 gC(h) 二 Nh.2) VNnhENH/N, 其 中 n€ 
N,hEH. 从 而 Nnh= Nh. 于 是 3hE€ 晶 ,使 得 (Ah) 一 Nh 一 Nnh.3) Vh,KMEH,$(hh')= 
NChh 二 Nh .Nh = 中 (h)$(h'). 所 以 日 电 NH/N. 下 面 证 明 ker 由 = N 站 五 .事实 上 ,aeE 
ker $b,aE HOb(a)=Na=NOaEN, aEHOaENNMNH. 所 以 ker $=NNH. 由 同 态 基 
本 定理 ,NN 站 H<4H 且 H/(NNMN HH) NH/N. 

证 二 因 N 2G, 昌 二 G, 故 由 第 八 章 ,二 ,2, 注 2),NNMH<4H. 由 第 八 章 , 二 ,4,NH< 
G. 又 NCNH<G, 由 第 八 章 ,三 ,2,5),N、N 互 .所 以 H/CNNMH) 与 NH/N 都 是 商 群 . 
VYV (CNN HyaEH/CNNH), 其 中 aEH,$:(NNH)a 一 Na 是 H/CNNMNH) 到 NHI/N 的 同 
构 映 射 . 事实 上 ,1) Y(NNH)aE€H/(NNMHH), 其 中 a€E 有 ,I3NaENH/N, 使 得 
pCCNNMNH)a)=Na. 若 (NN Ha 一 (CNN H)5b, 其 中 ,a,b5EH, 则 ab 'E NN H, 于 是 abrE 
N, 从 而 Na 一 Nob. 因此 3|NaENH/N, 使 得 pb((NN 站 Ha) 一 Na. 2)YV NnhENH/N, 其 
中 EN,E 万 ,于 是 Nnh==Nh. 因此 3 (NN H)hEH/CNNMNH) ,使 得 $C(CNNM H)h)==Nh 
二 Nnh. 3)YV (NN Ha,(NNH)bEHC(NNH), 其 中 a,6EH. 若 Ne 一 N6, 则 ao EN 
又 ab-1€ 晶 ,于 是 ab-!1€E NNH. 因此 , (NN Ha=(NNMH)b. 4) VNNH)a, NNMNH)L 
E H/CNNMNH), 其 中 a,5€EH.$(CNN Ha. (NN H)b)=$((NNH)ab) = Nab= Na 
Nb==g(CNNH)a) .9(CNN HD)6 ). 所 以 ,H/CNNH) 衬 NH/N. (在 证 明了 中 是 群 H/ 
(NN 站 日 ) 到 群 NH/N 的 同 态 满 射 以 后 ,再 证 明 ker $= 二 {NN 站 日 ) , 则 由 第 八 章 ,三 ,13 知 ,中 是 
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单 射 ,于 是 也 可 得 H/CNn B) 作 NH/N. 下 面 证 明 ker $=={NNH}. V (NN HDhE ker 中 ， 
hE 日 , 有 gCCNNDh) 二 NA==N, 从 而 hEN, 双 hEH, 于 是 i ENNH. 即 (NNH)h=N 
站 五. 所 以 ker $={NNMNH).) 

证 三 VaEcG,:a 一 Na 是 G 到 G/N 的 一 个 同 态 满 射 , 且 ker 由 = 六. 因 妃 <C, 故 
互 在 $ 下 的 象 互 <G/N. 由 第 八 章 , 三 ,14,1) , 瓦 一 H/N. 因此 HLH/N 上 且 由 :一 Nh(h 
EH) 是 日 到 HI/N 的 一 个 同 态 满 射 ,ker 中 =Nh 门 娓 .事实 上 ,hEker 路, 关 E 全 
(hn) 一 Nh 一 NOREN. 又 EHONRENNMH. 所 以 ,ker $9 一 NNH. 由 同 态 基本 定理 ， 
NNH24H 且 HOCNnB)s H/N. 由 第 八 章 ,二 ,7, 注 2),H/N 在 下 的 道 象 是 Hker 中 
二 HN. 因 晶 N 二 G, 故 由 第 八 章 ,二 ,4, 注 4), HN== NH, 即 H/N 在 由 下 的 闭 象 是 六 五 . 于 
是 ,YnhENH, 其 中 nEN,hEH,YJ:nh 一 Nh 是 NH 到 HH/N 的 一 个 同 态 满 射 , 且 kery 一 
N. 事实 上 ,VnhEkery, 其 中 nEN,hEH,Jlnh) 一 Nh==N, 于 是 i4EN, 即 nhEN, 因 此 
kerJyCN; 反 之 ,Yn EN ,y(n) 二 J(ne) 二 Ne 二 NN, 于 是 nE€ ker yg 所 以 ker J 二 NN. 由 同 态 基 
本 定理 ,NH/N 实 H/N. 即 H/N 尘 NH/N. 由 同 构 的 传递 性 , H/(NNM H) 守 NH/N. 

注 1) 该 命题 是 一 个 很 有 用 的 同 构 定理 . 见 下 例 . 

例 设 G== (4a) 是 无 限 循环 群 ,n,m 是 正 整 数 , 则 N= (a”)<(a),H=(a”)<(a). 由 该 命题 
知 (a”)/(Ca) NN Ca"))a") (a")/(a"). 设 :==[n,m], 由 第 七 章 ,; 四 ,10,(a") 门 (a”) 二 (a). 设 
4d 二 (10) ; 则 (a) a") 二 (ad). 事实 上 ,VV (a')'(a”")' Ela")(a"). 因 (a")'(a”)'=a”*'™ ,Xd 
4d|m, 即 4d|ns 二 mt, 于 是 3gEZ ,使 得 ns 十 mt 二 dq, 故 (ar)'Ca")' 一 9 一 (ax)* EC ) 从 而 (47) 
(a”)C(ad); 反 之 ;VY Cas) Elad), 因 d= 二 (n,m), 故 3ju,vEZ ,使 得 nu 十 mv 二 d. 于 是 (a*)" 一 
av+mzr a Ea ) (a) 从 而 (ad Ca) Ca"). 所 以 (a")(a”) 二 (ar). 因此 (a”)/(a') 
兰 (ad)/(ar) ,其 中 /一 [az],d 一 (2 2)， 

例 设 N=((1),(12)(3 4),(13)(2 4),(1 4)(2 3)}< S4( 见 第 八 章 , 二 ,5), 互 =S: 一 
{(1),(12),(13),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)}) 二 Ss. 由 该 命题 知 NSs/N 实 Ss/(NNMS3). 但 NN 
门 S$;={(1D)), 从 而 NS;/N 衬 S38/{(1)) 衬 5. 因 |S;|=6, 故 |NS;/N|=6, 于 是 | NS;s|==|N| 
[NSs, : N]=4X6=24=|S4|. 又 NSsCS,; 因 此 NS;=S41. 所 以 Si/N 幸 S;. 该 结论 在 第 
八 章 ,四 ,3,1) 中 已 给 出 . 

2) 设 N<4G,H<G 朋 (NUH)=NUH. 则 H/ANNMH) 守 NUH/N. 

证 ”由 该 命题 , E/CN 站 五) 兰 NH/N. 由 第 八 章 ,二 ,4, NH<G. 由 第 八 章 ,二 ,4, 注 
4) ,NH 二 HN. 由 第 八 章 ,4, 注 7), NH=(NUH). 由 已 知 , (NUH)=NUH. 所 以 H/ 
(NNH)= NUHI/N. 

3) 若 4A<G,B<G 且 A<(AUB), 则 B/(A 站 B) 衬 AB/A. 

证 因 BG,BC(CAUB), 故 B 二 (AUB). 已 知 A<4AUB), 从 而 由 该 命题 ,B/(A 门 
B)= AB/A. 

4) 命题“ 设 N 4G, 晶 二 G, 则 N/(NNH) 圭 NH/H” 不 成 立 . 

例 N=((1),(12)(3 4),(1 3)(2 4),(14)(2 3)} 了 5S,, 昌 = 过 S$. 由 上 面 注 1) 例 知 
NS, = 二 Si. 从 而 有 (1 2 3 4)E NS;,(12 3)ES:, 但 (1234)(123)(1234) 一 一 (124)E 
S$; ,于 是 S; 不 是 NS; 的 不 变 子 群 ,因此 NS;/S; 无 意义 . | 
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49. 证 设 互 是 G 的 一 个 n 阶 子 群 . 往 证 互 =NN. 如 果 证 得 HCN, 由 |H|=|N|= 
n, 就 有 互 = N， 如 果 证 得 NH=N, 就 有 HCN. 所 以 关键 是 证 明 NH=N. 而 证 NH=N 可 
以 转化 为 证 明 |NH/N|=1. 因 N <2G, 昌 <G, 故 由 第 八 章 , 二 ,4, NH<G, 即 NCNH<G. 
由 第 八 章 ,三 ,2,5),N 4NH, 即 NH/N 是 商 群 . 由 第 八 章 , 四 ,14,1), NH/N< 二 G/N. 设 


INH/N|=4, 已 知 |G/N|==m,; 则 由 Lagrange 定理 ,tim. 已 知 N<4G,H<G, 由 上 面 48 


题 ,H/(NNMNH) 寺 NH/N. 从 而 ,| H/CNNM H)|= INH/N| , 即 ]HL 于 所 1 一 .于 是 | 有 H| —n 


=:|INNH| ,因此 |n. 所 以 t| 《m,n) 二 1, 又 1 是正 整 数 ,从 而 1 一 1, 即 | NH/N|=1,NH= 
N,HCN. 因 |H|=|N|=n, 故 有 = 和 NN. 命题 得 证 . 

50. 证 一 1) 易 证 ,YaEG'yg:a 一 中 是 G 到 TIG) 的 一 个 满 射 . Ya,bEG,J:a> 
$b, ,6— bab > Ha;, 则 gs = qs. 事实 上 ,VXEG, Yas lr)= (ab) rlab) 一 一 a(8zD ')a 
=$, Cb7671) = ($7)) = ($$) (z) ,于 是 gw 二。 $s. 所 以 GI(G). 因 G 是 群 , 故 
TI(G) 也 是 群 . 且 由 . 是 1(G) 的 单位 元 . 事实 上 , V 中, ET(CG) ,小 .- 小 < 一 中 由. 小。 一 中 一 
中 , 即 由 由 ,一 由 -一 中 所 以 中 是 1(G) 的 单位 元 . 

2) ”由 1),G 之 1(G). 只 需 证 明 ker y=2Z, 由 同 态 基本 定理 可 知 G/Z 兰 T(G). 下 面 证 
明 ker J 一 2Z.a€ ker J 祝 Ya) 二 中 ,一 中 ,其 中 由, 是 1(G) 的 单位 元 千 YVxXEG,$, (7X) 二 中 .(7) 仿 
YXEG,ara !=ere !O YrEG,arx=xaSOaEZ. 因此 ker y=Z. 所 以 G/Z 守 1(G). 

3) 已 知 Aut G 与 1(G) 都 对 于 变换 乘法 来 说 作成 群 , 且 I(G)CAut G, 从 而 1(G) 一 
Aut G. VrE Aut G,$, EI1CG), YrEG, 有 Cr hr zr) = br (7x))) =r(ar ! (rz)a !) 
一 r(a)rCri(Cz))r(a-) 一 ra)zra))- 一 由 (zr), 因此 Dir! 一 由 ETCG)( 因 
rCoE G). 所 以 ITCG)a Anut G. 

证 二 1)、3) 的 证 明 见 证 一 . 2? 还 可 如 下 证 明 . 

o:aZ -> 小 是 G/Z 与 1(G) 间 的 一 个 同 构 映 射 . 事实 上 ,中 VaZ EG/2Z, 3 中 E 
T(G) ,使 得 oCa2Z) = 二 由. 车 aZ= 二 52, 则 4 1aE2. 于 是 YrxEG,b az 一 Za 从 而 
(1a)z Oia) =z,bis (Cx) =r=q, (rz). 因此 $1 =., 即 $= ($+)-!. 因 
$s bei = yi 一 中 .， 故 (中 一 1) 1! 二 中 ,从 而 由 ,二 四. 所 以 o 是 G/Z 到 了 I(G) 的 一 个 映射 ， 
@@ 显然 是 G/Z 到 CG) 的 一 个 满 射 .@ Va2Z,bZEG/2, 若 中 ,二 中 ,, 则 (9$,) 1 中, 二 中 ., 即 
由 一 由 一 中 ,从 而 由 -= 由. VTEG, Pia (7)=H.(r) ,pL a)r(b a) '=zx, 有 (Lb a)z= 
zx(b-!1q) ,于 是 6-1a€2, 因 此 aZ= 二 6Z. 所 以 o 是 单 射 .@ Va2Z,bZE€G/Z,o(aZ ,4b2)=0o 


(ab2) = =$, $=olaZ)olb2). 综 上 有 G/Z 宕 ICG)， 

注 1) 中 (ETICG)) 的 逆 元 是 由 ， 且 由 由 一 中 

2) 由 该 命题 容易 证 明 下 面 命 题 :“ 非 交换 群 G 的 内 自 同 构 群 1(G) 不 是 循环 群 . 非 交 换 
群 G 的 自 同 构 群 AutG 也 不 是 循环 群 . 

证 设 Z 是 G 的 中 心 . 由 第 八 章 , 四 ,12,G/Z 不 是 循环 群 . 由 该 命题 2),G/Z 幸 
T(G) ,从 而 1(G) 不 是 循环 群 . 由 该 命题 3) ,TI(G) AutG, 从 而 AutG 也 不 是 循环 群 . 

3) 设 G 不 是 交换 群 , 且 G 的 不 变 子 群 只 有 {e} 和 本 身 . 则 CG 兰 T(C). 

证 一 设 Z 是 G 的 中 心 , 则 Z<4G. 由 已 知 条 件 ,Z=G 或 Z={(e}. 但 G 不 是 交换 群 , 即 
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G 和 关 2Z, 因 此 只 能 Z={e}. 从 而 由 该 命题 2),G 兰 G/(e}=G/Z 兰 ITCG), 即 G 兰 TCG)， 
证 二 ”由 该 命题 1), YaEG,y:a 一 中 ,是 G 到 1(G) 的 一 个 同 态 满 射 . 下 面 证 明 在 给 
定 的 条 件 下 ,Vy 是 G 到 I(G) 的 一 个 单 射 . Va,65EG, 若 中 二, 则 VXEG, 中 (x) = 中 , (x)， 
即 axa-! 二 bzxb-! ,从 而 (56-1a)zx 二 x(b71a), 于 是 61a€G 的 中 心 Z. 因 2Z<G, 由 G 不 是 交 
换 群 , 故 Z 承 G, 再 由 已 知 条 件 ,Z 二 {e}. 因此 :oa 一 e, 即 ao 一 六 可 见 yy 是 单 射 . 所 以 G 圭 1(G). 
4) 若 G 是 交换 群 , 则 G 的 内 自 同 构 只 有 恒 等 自 同 构 .. 


证 设 $。 是 G 的 任 一 内 自 同 构 , YzEG, 中 (Cz) 一 aza 
(xz). 从 而 中 一 中 

例 设 4 阶 循环 群 G=(D 一 (j 一 1,i 衬 一 一 1, 一 一 庙 . 求 出 Aut G 与 1(G). 

解 ” 由 第 六 章 ,二 ,6, 注 3),G 的 生成 元 有 且 只 有 i 与 了 ( 因 (3,4)==1). 由 第 六 章 , 二 ,7， 
注 1),G 的 自 同 构 必然 把 生成 元 映 到 生成 元 . 我 们 知道 ,0 :i 一 i;, 即 名:z 一 x(YVYxEG) 是 
G 的 一 个 自 同 构 .o:i 一 让 , 即 o:1 一 让 一 (六 一 1 让 一 一 刘 一 1 一 让 一 下) 一 一 主 一 

1, 一 i 二 -> (8?) 一 ?二 i. 易 证 0 是 G 的 一 个 自 同 构 . 因此 ,AutG 二 {0,0:). 因 G 是 交换 

群 , 故 G 的 内 自 同 构 只 有 恒 等 自 同 构 o. 所 以 I(G)= 《a1). 


第 九 章 


由 G 是 交换 群 。”_， 
一 一 QQ = 


二 工 二 


1. 解 1) RR 不 是 环 , 因 尺 无 零 元 . 

2) RR 不 是 环 , 因 有 V3 € R, 但 V3 * V3 一 3 包 R. 

3) R 不 是 环 , 因 有 iE€ R, 但 i*i= 一 1€ RR. 

4) 尺 不 是 环 , 因 R 无 零 元 . 

5) RR 不 是 环 . 因 (a+bV2 二 cV5) (deV2 十 fV5) 二 ad 十 (ae 十 bd)Y2 十 (af 十 cd)V5 十 
2be+5cf+(bfi+ce) VI0, 当 bf 十 ce 产 0 时 ,CabY2 十 cV5)(d+eV2 二 fV5)ER. 


6) RR 是 一 个 环 . 事实 上 ,VY 名 ,5ER, 和 二 也 一 949, 因 bd 是 奇数 , 故 尺 对 于 十 封 


闭 . 加 法 交换 律 与 结合 律 成 立 . R 有 零 元 工 . (ER) 有 负 元 ER. 久 * 撒 一 项 ' 因 bq 是 
奇数 , 故 R 对 于 “封闭 . 乘法 结合 律 与 乘法 对 加 法 的 分 配 律 显然 成 立 . 所 以 是 一 个 环 . 


人 , m mz2 m ,mz 7711 2 十 11722271 m1 ,m2 
7) 尺 是 一 个 环 . 事实 上 ,VY € RR, + — ER, 


2m > 2m2 1 2"2 Dm + 2m 2m2 
7I21 7722 


2 E 玉 , 从 而 及 对 十 与 封闭 . 加 法 交换 律 与 结合 律 ,乘法 结合 律 与 乘法 对 加 法 的 分 配 


律 显然 都 成 立 . R 有 零 元 六 一 0, 全 人 E R) 有 负 元 本 ER. 所 以 R 是 一 个 环 . 


13 


2. 解 1) RR 不 是 环 . 取 (2 4),(0 jeR,(zs)@(oo)=(: 4), 得 ?= 


00 
从 而 R 对 于 @ 引 不 封闭 . 
2) 尺 不 是 环 . 因 取 1, 一 1,2E€R,(1@( 一 1))@Q2=0@、2=1012=0, 而 (1 @2)@ 
(( 一 1)@2)==1112 十 | 一 112 二 2 二 2 二 4, 从 而 右 分 配 律 不 成 立 . 
3) 尺 不 是 环 . 因 取 1,3ER,1@®83=1 一 3 一 2 二 一 4, 而 3 四 1 一 3 一 1 一 2 一 0, 从 而 加 法 
交换 律 不 成 立 . 
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4) 尺 是 一 个 环 . 事实 上 , 因 R 对 于 十 与 ”作成 一 个 环 , 故 a 申 5 一 < 十 2 一 1ER,aG)8 
二 a 十 b 一 ab ER 且 由 au 唯一 确定 ,从 而 R 尺 对 引 与 人 封闭 . Va,b,cER， 
ah( 中 c) 一 4 中 (4 十 c 一 1) 一 & 十 (十 cc 一 1) 一 1 
一 4 十 p 十 c 一 2。1. 
(aa 四 记 由 c= 一 (十 8 一 1) 四 c 一 (十 一 1 十 c 一 1 
二 a 十 6 十 c 一 2，1. 
于 是 < 中 (8 和 ec) = (aDBD)D ec. Ya,bER, 
aDb=a6—1=6+a—1= ba. 
因此 a 儿 5 一 ba. 若 了 jx ER, 使 得 Ya ER,Xxa 二 a, 即 x 十 4 一 1 二 a, 从 而 z= 二 1. 所 以 
ER, 使 得 Va ER,1@a==1 十 a 一 1 二 a, 即 R 有 零 元 1. Ya ER ,车 3y ER ,使 得 ya=1， 
即 y 十 a 一 1 二 1;, 从 而 y= 二 2，1 一 a. 所 以 ,VaER,32 .1 一 aeER, 使 得 (2 .1 一 o) 四 c=- 
2。1 一 a 十 a 一 1 二 1, 即 a 有 负 元 2. 1 一 aER. 至 此 ,已 证 明 R 作成 加 群 . Ya,b,c ER， 
(OD c= ato a = atb—ab)+c— (a+b— ab)e 
一 4 十 5 十 c 一 中 一 一 pr 十 a2c. 
a@(Oc) 一 a@G 十 < 一 克 ) 一 4 十 (十 < 一 &) 一 4 十 < 一 拒 ) 
一 & 十 十 c 一 一 几 一 ac 十 apc. 
于 是 (a@ 6b) Oc=aG) LO). Va,b,c ER, 
aOLODB) 一 a@OG 二 ce 一 1 一 aa 十 (十 < 一 1 一 2 十 c 一 1) 
一 2 十 p 十 c 一 几 一 ac 一 
(a 四 (Coco 一 (十 2 一 吧 ) 由 (Ca 十 c 一 ac) 一 (aa 十 2 一 9) 十 4a 十 c 一 上) 一 ] 
一 24 十 十 c 一 a 一 ac 一 1 
于 是 <@ (8 中 c) 一 (四 六 四 (ac).、 同 理 可 证 (8 中 co Ga=(C@a) 电 (ca). 所 以 R 是 一 
个 环 


30ER, 使 得 VaER， 

0@a=0+a—04a=a, a()0=a+0—a0=a. 
所 以 RR 有 单位 元 0. 
3. 解 Z;=={[0],[1],[2],L3],L4]}. 


二 | [0] [IJ [2] [3] [4] * |[50] [1 [2] [3] [4 
[oj|[o] [ID [2] [3] [4 fo0] | [0] [oj [oj [Lo] [Lo] 
[1L] [2] [3] [4] [oj [| [50] [1 [2] [3] [4] 
[2] | [2] [3] bt [Lo] [1] [2j] | [50] [2] [4] [1] [3] 
[3] | [3] [4] [50] [1] [2] [3] | [0] [3] [1] [4j] [2 
[4] | 54] [oj [ID L2] [3] [4] | [0] [4] [3 [£2] 0 


4. 解 1) 设 [4J[aj==[3], 则 [44a 一 3]=[0], 从 而 12|4a 一 3, 即 gE€Z2 ,使 得 44 一 3 
一 12g, 于 是 a 一 3 二 129, 因 4|12g, 但 413, 放 413 十 12g. 即 了 aEZ ,使 得 一 开征 9 所 


以 方程 [4jzx 二 [3j 无 解 . 
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2) 设 [4][o] 一 [ 包 , 则 [4a 一 外 一 [o], 从 而 12|4(e 一 1D), 即 3|a 一 1. 于 是 39EZ ,使 
得 a 一 1 二 3g, 即 a 二 3g 十 1.g 分 别 取 0,1,2,3 时 ,a 二 1,4,7,10. 所 以 方程 [4]z 一 [4] 有 且 只 
有 4 个 解 :[1],[4j,[7j,[10]. 

3) 设 [a 一 [1] 一 [0], 则 [a 一 1] 二 [0], 从 而 12|a? 一 1. 于 是 3gEZ ,使 得 4 一 1 一 
12g, 即 a? 二 12g 十 1. 当 g 分别 取 0,2 时 ,a 一 士 1], 士 5. 所 以 方程 x* 一 1 一 0 有 且 只 有 4 个 解 : 
C1],[—1J=[11],[5],[~—51=[7]. 

5. 证 1) (一 b)a 一 一 ba 一 一 ab 一 a( 一 0). 

2) (nb)a=n(ba)= n(ab)=a(nb). 

3) 因 ab=ba,y 故 5b!1(aD)b 一 b 1(ba)b ', 即 5b 'a==ab™. 

4) 已 知 a5==ba,ac 二 ca, 则 

a(b++c)=ab+ac=batca= (b+ o)a. 
5) 已 知 ao 一 payac 一 ca, 则 
apc) 一 (ap)c 一 (ba)c 一 pac) 一 DCca) 一 (bc)a. 

6. 证 (一 ) 因 a 可 六 , 故 3ariER, 令 0 一 a !. 由 ba 一 1, 有 aba 一 a. 而且 paap 一 
ab, 再 由 ap 一 1 ,有 ba:b==1. 

(©) 


ab= (ba?b) (ab)= (ba) (aba)b= (ba)ab=ba’b=1. 
ba= (ba) (ba’b)=b(aba) (ab)=ba(ab)=ba’b=1. 
从 而 a6 二 5b4= 二 1, 所 以 47! 二 bya 可 道 . 

7. 证 设 (ab 一 1) ! 二 =x, 则 (ab 一 1)zx= 二 x(ab 一 1)==1,; 妈 abx 一 x 二 xab 一 X= 二 1 由 abx 一 
bbx 二 1, 有 (a 一 b-1)bx 二 1, 由 bxabb"! 一 bxb 1 一 5 有 bz(a 一 01) 一 1、 从 而 (Ca 一 
671) 1 一 bx,a 一 b 1! 可 道 .[ 另 一 证 法 : 设 (ab 一 1)"! 一 zx, 则 (4-1) (ap 一 1) 1! 二 bx, 从 而 ， 
[Cab—1)b =6zr,Bm(a—b 1) =bz. ] 

[Ca—b 1) ma!)(aba—a)= (bx—a !)(aba—a) 
一 pzapa 一 pa 一 pza 十 1 一 0(1 十 z)a 一 pa 一 pza 十 1 
一 pa 十 pza 一 5 一 pza 十 1 一 1， 

(apa 一 a)f(a 一 0) 一 0 一 (cp 一 az 一 CT1) 
一 bapzr 一 abZz 一 a0 十 1 一 a8(1 十 Z) 一 00Zz 一 08 十 1 
二 ab 二 abzx 一 abx 一 ab 十 1 二 1. 

所 以 (a 一 5671) 7! 一 a :可 六 , 且 
[Ca~—6 1) Ta !] =aba—a. 
8. 证 一 因 (1 一 a6)-!==z, 故 x(1 一 ab) 二 (1 一 ab)x 二 1, 即 x 一 xab= 二 x 一 abz 二 1, 从 而 
Zap 一 apz 一 过 一 1. 因此 
(1 十 pza)(1 一 ba) 一 1 十 pza 一 pb 一 pzabpae 一 1 十 pza 一 pa 一 AZ 一 ])a 
一 IT 十 pza 一 pa 一 56za 十 pa 一 1 
(1 一 pa)(1 十 pza) 一 1 一 pa 十 pza 一 papza 一 1 一 pc 十 pza 一 DCZ 一 1)a 
一 1 一 pa 十 pza 一 pza 十 pa 一 1 
所 以 (1 一 pa) -一 1 十 bza. 
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证 二 因 (1 一 ab 一 z, 故 (1 一 cp)z 一 1, 即 zx 一 apz 一 1. 左 乘 5, 右 习 a4, 得 bxa 一 babzxa 
一 pa, 将 pa 移 项 ,两 边 加 1, 得 1 一 ba 十 bxa 一 babxa 二 1, 邑 (1 一 ba) (1 十 bxa) 二 1. 

又 1 一 ab) 一 1, 即 z 一 zab 一 1. 从 而 左 乘 5", 右 乘 a, 得 bxa 一 braba 二 ba, 将 ba 移 项 ,两 
边 加 1 ,得 1 十 pza 一 pa 一 pzapa 一 1, 即 (1 十 pza)(1 一 pc) 一 1. 所 以 (1 一 pc) 一 1 十 pza， 

9. 解 设 a 十 页 是 尺 中 的 可 逆 元 ， 了 1 是 R 的 单位 元 ,从 而 


1 一 
《a 十 三 ) 一 二 = 二 5 十 iER. 


于 是 二 生产 i EZ. 因 a 十 i 是 可 道 元 , 故 a 十 bi 关 0, 即 a,b 不 能 同时 为 零 . 若 


2 一 1, 即 二 年 去 蕊 Z. 因此 0 一 0. 这 时 


a -4- 工 = 1- _ pr Tb 一 5 
TT aa EZ ,所 以 a= 土 1. 于 是 a 十 抽 == 土 1. 若 4a 二 0, 则 2 天 0, 这 时 村 十 挛 一 二 一 
地 EZ ,所 以 6 一 士 ], 于 是 oa 十 bi 一 士 i 以 上 说 明了 R 中 的 可 道 元 只 可 能 是 士 1, 廿 1 


另 一 方面 , 因 1。1=1,( 一 1)( 一 1 =1,i( 一 让 三 (一 Di 一 1, 故土 1, 士 1 都 是 尺 的 
可 逆 元 . 

所 以 尺 有 且 只 有 4 个 可 道 元 :十 1, 士 1 

10. 证 由 ab 二 ac,ab 一 ac 二 0,; 即 a(5 一 c)= 二 0, 因 a 尖 0 且 a 不 是 左 零 因子 , 故 5 一 c= 二 0， 
即 5 一 c. 

11. 证 若 ba 关 0,; 已 知 alba)==0, 又 a 关 0, 因 此 a 是 左 零 因子 ;车 ba 二 0, 已 知 5 关 0， 
< 天 0, 因 此 a 是 右 零 因子 . 

12. 证 1) 设 a 是 R 的 军 等 元 , 则 a:==a, 即 a? 一 a 二 0. 因 尺 有 单位 元 1, 故 a(a 一 1) 
二 0. 因 尺 无 零 因 子 , 帮 a 一 0 或 a=1; 反 之 ,0 与 1 显然 是 和 等 元 . 

2) 设 a 是 R 的 宪 零 元 , 则 3 正 整 数 n, 使 得 a" 一 0. 于 是 集 P 一 {m|a”" 一 0, mm 是 正 整 
数 }) 关 名 ,PP 有 最 小 正 整 数 ,使 得 am 一 0, 而 a™-! 关 0. 因 am 一 aa 1! 二 0, 又 RR 无 零 因 
子 , 故 a 一 0; 反 之 ,0 显然 是 寡 零 元 .( 另 一 证 法 : 若 a ER,a 头 0, 对 于 任意 正 整数 ,下 面 用 数 
学 归纳 法 证 明 :a’ 关 0.n 二 2 时 , 因 R 无 零 因子 , 故 a? 二 aa 关 0, 假定 时 ,a* 疾 0, 今 看 十 1 
时 , 因 尺 无 零 因子 , 故 a*+! 二 ata 隆 0， 由 归纳 原理 ,VY 正 整 数 n, 都 有 a 了 关 0, 从 而 尺 中 任意 非 
零 元 都 不 是 窒 零 元 . 又 零 元 0 显然 是 适 零 元 ,因此 R 有 且 只 有 零 元 0 是 宪 零 元 . ) 

3) (二 ) 因 e 是 R 的 非 零 赛 等 元 , 故 拭 一 e Ya ER,ela 一 ea, 邑 elea) 一 ea. 因 e 关 
0, 又 尺 无 零 因子 ,消去 律 成 立 , 故 ea 二 a. 同 理 ,ae 二 a. 所 以 e 是 R 的 单位 元 . ( 另 一 证 法 : 因 

二 e, 故 YaER,ea 一 ea, 即 eC(ea 一 a) 二 0. 由 尺 无 零 因 子 ,e 关 0, 有 ea 一 a 一 0, 即 ea 二 a. 同 

理 ,ae 二 a. 所 以 e 是 单位 元 .) 

(二 ) 因 e 是 R 的 单位 元 , 故 @:=ee=e, 又 R 关 {0), 从 而 e 是 RR 的 非 零 雷 等 元 . 

4) 设 a( 关 0) 是 RR 的 知 零 元 , 则 习 正 整数 ,使 得 a"=0, 于 是 集 P={m|a"=0,m 是 
正 整 数 }) 关 儿 ,P 中 有 最 小 正 整数 m。 ,使 得 om 一 0, 即 aa 一 一 am aa 一 0, 其 中 am ! 关 0， 
a 天 0, 所 以 a 是 R 的 零 因子 . 
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注 零 因子 未 必 是 竺 零 元 . 如 (0 是 环 | {”，] |* ,2E Z | 的 零 因子 ,但 不 是 寡 夫 元 . 


5) 因 z 是 R 的 害 零 元 , 故 卫 正 整 数 ”使 得 六 一 0. 从 而 1 一 也 一 1 一 0 一 1, 于 是 
1 一 Xx" 一 (1 一 Z)G 十 z 十 妇 十 十 Z 7) 
二 (1 十 Zz 十 十 十 X11)(1 一 ZX)==1, 


所 以 1 一 z 可 道 且 
(1 一 x) 1 二 1 十 zx 十 十 十 zx1. 
6) 因 0E€5S, 故 S 关 名 且 SCR. Ya,bE€S,a,b 都 是 R 的 知 零 元 ,从 而 导 正 整数 m,n， 
使 得 a” 一 0,5" 一 0. 因 R 是 交换 环 , 故 由 第 九 章 , 二 ,3, 有 
m++n mn 
1 


( b)™+t" 一 m+n ( 
a 十 ca "十 nl 


ert (are ( )a et tb 
n 


一 0， 
从 而 a 十 5ES. 又 


(一 gg 并 一 (一 0 一) (一 4) 一 


一 一 一 人 一 一 一 ~ ” ,m 是 偶数 ， 


从 而 一 a€S. 所 以 S 是 R 的 子 加 群 . 因 尺 是 交换 环 , 故 (ab)"==a"b" 二 06" 二 0, 从 而 ab€ 
S. 显然 在 S 中 乘法 适合 结合 律 与 分 配 律 . 综 上 可 知 ,S 是 一 个 环 . 

7) 加 二 @ 车 a ER 且 a?==0, 则 必 4=0. 不 然 , 若 a 关 0, 但 a: 二 0, 从 而 尺 有 非 零 的 
寡 零 元 e, 此 与 已 知 矛 盾 .所 以 a==0. 

中 二 若 a 是 R 的 宕 零 元 , 则 必 4= 二 0. 不 然 , 若 ae 天 0, 由 已 知人 天 0, 再 由 已 知 (a2) 


一 a' 关 0, 如 此 继续 下 去 ,Y 正 整数 "使 得 wx 天 0. 因 a 是 寡 零 元 , 故 3 正 整 数 mm, 使 得 a” 一 
0. 我 们 总 可 取 到 正 整数 m1，, 使 得 2" 之 m, 令 2 二 m 十 t, 其 中 +t 是 正 整 数 ,于 是 a 一 an"+ 一 


a"a' 一 0, 此 与 V 正 整数 ,使 得 a” 关 0 矛盾 . 所 以 a 一 0, 即 RR 无 非 零 的 宕 零 元 . 

注 1) 本 题 1) 中 去 掉 R 无 零 因 子 条 件 后 ,在 一 般 有 单位 元 1 的 环 R 中 ,R 的 军 等 元 
未 必 只 有 0 与 1. 例 ,在 了 中, 寡 等 元 除 0 王 [0] 与 1=[1] 外 ,还 有 [3],L4] ,因为 [3 一 [3]， 
[4 了 一 人 4， 

2) 本 题 2) 的 逆 命 题 不 成 立 . 即 环 R 的 寡 零 元 有 且 只 有 0 时 ,R 可 能 有 零 因子 . 例 ， 
Z。 有 且 只 有 0==[0j] 是 罕 零 元 ,但 ZG/ 有 零 因子 L2],L3],[4]. 

3) 本 题 3) 中 条 件 可 改 为 : 若 环 R 中 有 非 零 宪 等 元 e,， 且 。e 不 是 左 零 因子 ,也 不 是 右 零 
因子 , 则 。 是 RR 的 单位 元 . 由 3) 可 知 ,在 无 零 因子 环 R( 关 {0)) 中 , 因 左 ( 右 ) 单 位 元 都 是 非 
零 寡 等 元 , 故 左 ( 右 ) 单 位 元 都 是 单位 元 . 当 R={0} 时 ,显然 R 的 左 ( 右 ) 单 位 元 是 单位 元 ( 见 
第 九 章 ,三 ,1,6)). 

4) ”本 题 4) 的 逆 命 题 不 成 立 . 例 ,在 Zs 中 ,[2] 是 零 因子 ,但 [2] 不 是 知 零 元 . 

5) 由 本 题 6) 的 证 明知 ,在 交换 环 中 , 若 a 与 5 是 备 零 的 , 则 a 十 5 也 是 震 零 的 . 对 于 非 


交换 环 , 这 个 命题 不 对 . 全 ,R= | 人 ab,csdEZ | 为 非 交 换 环 因 ( 1) = 


人 由 人 人 站 (6 中 (人 6o) 是 的 雪夫 元 .但 (。6)+ (i 0)- 
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( 。 ， ) ,是 偶数 时 ， 
人 ae 


,此 例 也 可 说 明 : 若 环 RR 不 是 交换 环 , 本 题 中 命题 6) 不 成 立 . 
13. 证 1) VZzER， 
ZX 十 二 (Xx 十 X)? 二 (x 十 XZ) (Xx 十 x) 二 x 十 Tz! 十 XZ 十 区 
二 XZ 十 ZX 十 十 工 . 


"不 是 寒 零 
0 


dH! 


因 尺 是 环 , 故 一 上 ER, 且 
TX 十 TX 十 (一 xX) 十 (一 xX) 一 工 十 工 十 工 十 工 十 (一 工 ) 十 (一 工 ). 
即 x 十 x 二 0. ( 另 一 证 法 :YXER, 一 TER, 从 而 Xx 二 X= 二 (一 5? 一 一 xX, 所 以 x 十 x 一 0.) 
2) Vzx,yER, 
ZX 十 y= 二 (zx 十 y)? 二 ZX 十 yx 十 XY 十 y 二 XY 十 YX 十 Ty 十 y， 
从 而 yz 十 xy 二 0. 两 边 加 yz, 得 yz 十 yz 十 zy 一 yz. 由 1) 知 yz 十 yz 二 0, 从 而 zy 二 yz. 
注 1) 在 布尔 环 R 中 ,任意 元 的 负 元 是 自身 , 即 , YzER ,一 工 一 工 
2) 布尔 环 是 交换 环 . 
例 1 R={0,1) 对 于 


十 0 1 。 0 1 
0 0 1 0 0 0 
1 1 0 1 0 1 


作成 一 个 布尔 环 . 

例 2 给 定 一 个 集 I, 将 了 的 全 部 子 集 作成 的 集 记 为 S$, 即 S={A1ACT. YA,BES, 规 
定 

A+B= (A—B)U (BA),AB=ANMB. 

则 S 作成 一 个 布尔 环 . 

14. 证 一 ”只 需 证 明 在 R 中 加 法 交换 律 成 立 . 

若 尺 二 40} ,命题 显然 成 立 . 

车 R 关 {0}, 则 3 了 jcER,c 隆 0. Ya,b5ER, 有 


(c 十 c) Co 十 六 -2 要 ( ac 二 op 


- 直 公 本 律 _(co 二 ca) 十 (cb 十 < 


结合 


律 ca 十 ca 十 cp 十 ce. 


(CFO Cat ab) icatb) 


A 
-在 分 下 律 (|p) 十 (ca 十 cb) 结合 律 


ca 十 cp 十 c& 十 cp. 
从 而 
_ ca 十 ca 十 cp 十 cg 一 ca 十 cp 十 ca 十 cp. 
由 一 cay 一 cgER 且 R 对 加 法 封闭 ,有 
(一 ca) 十 ca 十 ca 十 cb 十 cb 十 (一 c6)= 二 (一 ca) 十 ca 十 cb 十 ca 十 cb 十 (一 cb). 
由 加 法 适合 结合 律 及 负 元 、 零 元 定义 ,有 ca 十 cb 二 cb 十 ca, 由 左 分 配 律 ,cla 十 b) 二 cb 十 a)， 由 
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负 元 定义 ,ca 十 56) 十 [一 c(5 十 a)]==0, 即 c《c 十 5) 十 c[ 一 (5 十 a)]= 二 0, 再 由 左 分 配 律 ， 
ctCa 二 十 [一 (6 十 a)]}=0. 因 c 关 0,R 无 零 因子 , 故 (a 十 外 十 [一 (6 十 4a)j] 二 0. 从 而 a 十 6 二 
2 十 a. 所 以 RR 是 一 个 环 . 
证 二 若 尺 = 一 (0} ,命题 显然 成 立 ， 
车 RR 关 {0}, 则 jcER,c 隆 0. Ya,bER, 有 
cLCa+5) 一 (2 十 a) 二 cf(Ca 十 所 十 [一 (8 十 a)]) 
一 c(a 十 外 十 c[ 一 (十 a)] = c(Ca 十 电 十 [一 c(G 十 a)] 
一 c(Q& 十 D) 十 (一 c)( 十 a) 一 cd 十 双 十 (一 c)0 十 (一 c)a 
一 c 十 中 十 (一 中 ) 十 (一 ca) 一 ca 十 0 十 (一 ca) 一 0. 
因 尺 无 零 因 子 ,c 天 0, 故 (a 十 已 一 (8 十 a) 一 0, 从 而 a 十 0 一 8 十 a. 所 以 RR 是 一 个 环 . 
注 与 第 九 章 ,二 ,5, 注 同样 ,下 面 的 证 法 是 错误 的 : Ya,5ER， 
aa 十 D 一 (十 a) 一 4 十 一 0 一 4 一 0， 


从 而 a 十 5 二 65 十 a. 
第 十 章 
_ ~、_/1 0 a 5b 
1. 解 1) 易 证 F 是 一 个 含 非 零 元 的 交换 环 , 有 单位 元 (。 路 v (2 ,jsF， 
a b 0 0 [2 b 2 2 A -其 - 4 6 -一 


2 一 2 一 0, 则 a? 一 25. 因 ab 不 同时 为 零 , 故 天 0,0 天 0, 从 而 秒 一 2, 即 全 一 士 VZ, 左 边 是 


一 1 


有 理 数 , 但 有 边 是 无 理 数 ,矛盾 . 因此 (4 “是 可 赣 矩 阵 . 所 以 3 (4 ") - 


5 。  )sF, 使 得 ( ?) (2 一 (。 1). 即 下 的 每 一 个 非 零 元 都 有 逆 


元 . 综 上 可 知 下 是 域 . 
2) 不 是 域 .因为 A 


” (< 0) je, 但 14| 二 0,A 不 可 道 , 即 A 在 下 中 


3) 下 是 域 . 记 下 一 @C5). 

4) 下 是 域 . 称 下 为 复数 域 C 上 的 有 理 函 数 域 . 

2. 证 〈 反 证 法 ) 假 设 由 是 加 群 尺 与 乘 群 R* 间 的 一 个 同 构 映 射 , 则 $C0) 王 1, 其 中 0 是 
加 群 R 的 零 元 ,1 是 乘 群 R* 的 单位 元 . 取 一 1 E€ R* , 因 中 是 满 射 , 放 3]3 a ER, 使 得 g(a) = 
一 1. 下面 证 明 1 二 一 1: 

1) ” 当 a=0 时 ,由 由 是 映射 知 1 一 一 1. 

2)” 当 a 关 0 时 ,g(a 十 a) = 由 (a) 由 (ea) = (一 1) (一 1) 王 1. 又 已 知 由 (0) 一 1, 由 由 是 单 射 ， 
a 十 4 二 0, 从 而 ,a(1 十 1) 二 al 十 al 二 a 十 a 二 0. 因 a 关 0, 除 环 R 无 零 因 子 , 故 1 十 1 二 0， 
即 1= 一 1. 
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因而 ,在 任何 情况 下 都 有 1= 一 1. 由 此 有 
$1) 中 (1) 一 由 (1 十 1) = $01)) = $00) = 1. 
即 $(1)$(1) 一 1 二 0. 从 而 
HD— D9 DD)= 0H) D9@ODOD+—D)) = $001) D491)+1) 
一 中 (1) 由 (1) 一 由 1) 十 由 Ci) 一 1 一 由 (1) 中 1) 一 1 = 0. 

因 除 环 尺 无 零 因子 , 故 $(1) 一 1=0, 即 $8(1)==1. 已 知 $(0)= 二 1, 因 是 单 射 , 故 1==0, 此 与 除 
环 尺 关 {0}) 蔬 盾 . 所 以 加 群 R 与 乘 群 间 不 存在 同 构 上 映射 . 

3. 证 VaER. 

1) 4 天 0 时 , 因 尺 是 除 环 , 故 尺 " 一 R 一 (0} 是 aq 一 1 阶乘 群 . 今 a ER' ,由 第 七 章 ,三 ,1， 
7) ,a ! 二 1, 即 ae- 一 1, 所 以 ac 一 a， 

2) a 二 0 时 ,显然 有 a 二 a. 综 上 ,YaER, 有 a’==a. 

4. 证 1 没有 右 拟 逆 元 .事实 上 ,VxER,1 十 x 一 lx 二 1 关 0, 从 而 除 环 R 中 任意 元 都 不 
是 1 的 右 拟 逆 元 . 

VaER,2 天 1,a 必 有 右 拟 逆 元 . 事实 上 ,车 a 十 b 一 ab 二 0, 即 (1 一 a)b 二 一 a, 因 1 一 a 关 0， 
而 RR 是 除 环 , 故 1 一 a 有 逆 元 (1 一 a) 1€ R, 使 得 (1 一 4a) 1(1 一 a)6 一 一 (1 一 a)-!a, 凤 5= 
—(l—a) ia. 有 8 


a 二 {一 (1 一 a) a}—a{— (la)'ia} 
二 a—(l—a) "iat+a(l—a) a 
=a—(l—a)(l—a)'a 
一 4 一 4 一 0. 
所 以 一 (1 一 a) -ia 是 a 的 右 拟 道 元 . 
5. 证 一 〈 反 证 法 ) 若 有 只 含 6 个 元 的 整 环 R. 由 第 四 章 , 二 ,6 知 ,R 的 特征 是 素数 p29， 
且 p|6, 从 而 Pp 一 2 或 3. 
当 zt 一 2 时 , 取 a,pER,a 天 0,8 天 0. 因 “与 5 的 阶 都 =2, 故 集 {a,5b} 生 成 的 加 群 RR 的 子 
加 群 ({a,8) ) 二 {0,a,65,a 十 5), 它 的 阶 是 4, 从 而 由 Lagrange 定理 ,4|6 ,此 为 不 可 能 . 
当 p 二 3 时 ,由 第 四 章 二 ,5, 在 一 个 有 限 群 里 阶 大 于 2 的 元 的 个 数 一 定 是 偶数 , 今 有 限 加 
群 RR 的 阶 为 3 的 元 的 个 数 是 5, 因 而 矛盾 . 
所 以 没有 只 含 6 个 元 的 整 环 . 
证 二 〈 反 证 法 ) 若 有 只 含 6 个 元 的 整 环 R. 由 证 二 ,ch R= 素数 p 且 p=2 或 3. 
当 p= 二 2 时, 取 al ER,al 取 0. 因 RR 是 加 群 , 故 a 生成 的 循环 子 群 (al) 是 R 的 2 阶 不 变 


子 群 . 从 而 商 群 R/Ca,) 的 阶 为 TT 一 多 一 3. 设 R/(ai)= 二 {(a1) ,qz 十 (aq1),as 十 (a1)}), 其 


中 G2 ,43 ER,a; El(ai1) ,as E(ai) (al ) 是 加 群 RR/(ai) 的 零 元 . 因 az 十 (al) 在 R/(ai) 中 的 阶 
为 3, 故 3(a* 十 (ai)) 一 (ai); 另 一 方面 , 因 a 在 民 中 的 阶 为 2, 故 3Cas 十 (a1))==3as 十 (a1) 
一 2as: 十 az 十 (al) 一 az 十 (ai)， 于 是 ,(al) 一 az 十 (ai) ,产生 矛盾 . 

当 p=3 时 , 取 Ci 和 ER,ai 天 0, 则 CQ1 的 阶 |al | 一 3. 从 而 Ci 生成 的 循环 子 群 (al) 二 {0,ai 9 


@ 张 禾 瑞 , 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 95. 定理 1;96. 定义 和 定理 2. 
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2a1} 是 加 群 R 的 3 阶 不 变 子 群 ,其 中 , 因 3ai = 二 0, 故 一 ai 二 2ai. 于 是 商 群 R/(ai) 的 阶 为 2. 设 
R/(al) 二 4(a1),as 十 (a1)}, 其 中 az € R,a; El(al),(ai) 是 加 群 R/(al) 的 零 元 . 因 as 二 (Cai ) 
在 R/(ai) 中 的 阶 为 2, 故 2Cas 十 (a1)) 二 (41); 男 一 方面 ,2(az 十 (a1))= 二 24z 十 (a1), 于 是 ， 
(al) 一 2a 十 (cj). 但 2as Elal). 事 实 上 , 因 a; 在 R 中 的 阶 二 3, 故 2as 关 0. 车 2a; = 二 ai, 则 
24z 十 Qs 二 qi 十 42, 因 |as| 二 3, 故 0 二 Qi 十 az ;从 而 4s 二 一 41 二 2ai E(Cal), 矛 盾 . 因 此 2as a1. 
车 24s 二 241;y 则 ai 十 2az 十 as 二 qi 十 2Qi 十 Qaz;y 即 Qi 十 342= 二 3 十 az; 因 |azs| 二 al|= 二 3, 故 a 
二 qz ,矛盾 . 因此 2as 关 2a1. 于 是 24as E(a) ,这 样 就 与 (ai) 一 2as 十 (a1) 发 生 矛 盾 . 
所 以 不 存在 只 含 6 个 元 的 整 环 . 
证 三 〈 反 证 法 ) 若 有 只 含 6 个 元 的 整 环 R. 由 证 一 ,ch R 一 2 或 3 且 知 ch R 一 3 是 不 可 
能 的 ,从 而 ch R=2. 
因 尺 是 冯 {0} 的 无 零 因 子 的 有 限 环 , 故 由 第 十 章 , 二 ,3,R 是 除 环 , 从 而 R* = 二 R 一 {0} 是 
5 阶 循环 乘 群 ,可 设 R* 二 (a) 二 {1,as,a? ,a ,at), 于 是 RR 二 10,1,a,a? as,a). 下面 证 明 1 二 a EE 
R. 事 实 上 : 
1) 若 1 二 a 二 0,; 则 由 ch R=2,a 二 一 1 二 1, 矛 盾 . 
2) 若 1+a=1, 由 加 法 消去 律 ,a 一 0, 了 矛盾 . 
3) 若 1+a=a, 由 加 法 消去 律 ,1 一 0, 矛盾 . 
4) 若 1 十 a 一 a ,由 ch R==2, 有 
a 一 l= (aD)(+a 二 +a) = (a—1)(2a’) = 0, 
从 而 a 二 1, 了 矛盾 . 
5) 若 1 十 a 二 a ; 则 
aa 一 1 一 (ae 一 1 人 (ae 十 aa 十 1) 一 (一 1)(@ a)=ao +a a—a 
一 4 一 2 一 aa 一 1) 一 az 十 1)Ca 一 1) = 一 aas(a 一 1) 一 aa 一 1)， 
因 尺 "是 5 阶乘 群 , 故 a 二 1, 从 而 a 一 1 二 a 一 1. 由 加 法 消去 律 ,a 一 a ,矛盾 ， 
6) 车 1 十 a 二 a', 则 
az 一 1 一 (aa 一 1)(e 二 1) 一 (一 1)a 一 0 一 0 一 1 一 Qi. 
从 而 a% 十 好 一 2。1=0. 因 ch R=2, 故 2。，1=0, 于 是 a 十 a 二 0, 即 a: 二 一 a? ,由 ch R=2， 
a 一 4 , 闻 盾 . 
综 上 ,1 十 a ER. 此 与 尺 对 十 封闭 矛盾 . 所 以 没有 只 含 6 个 元 的 整 环 . 
注 ”由 证 明 可 见 , 也 不 存在 只 含 6 个 元 的 无 零 因子 环 . | | 
6. 证 一 1) 因 下 是 一 个 有 限 域 , 故 由 第 四 章 , 二 ,6,F 的 特征 是 有 限 整 数 . 可 设 ch FF 
一 素数 , 则 下 的 非 零 元 对 于 加 法 来 说 的 阶 是 p. 因 加 群 的 阶 为 5, 故 p|5, 从 而 p 只 能 是 
1 或 5, 但 p 是 素数 ,所 以 ch F=p=5. 
2)”( 反 证 法 ) 若 F' 不 是 4 阶 循环 群 ,由 第 七 章 ,二 ,11,F* 与 Klein 四 元 群 同 构 ,从 而 
F:* 中 除 单 位 元 1 以 外 每 个 元 的 阶 都 是 2, 所 以 (1 十 1)?==1. 但 由 分 配 律 ,有 
(1 十 1) 一 1 十 1 十 1 十 1 = 二 1 十 1 十 1 十 1 二 4，1. 
于 是 4。1==1, 由 加 法 适合 消去 律 ,3。1==0, 此 与 ch F=5 矛盾 .因此 下" 是 一 个 4 阶 循环 群 . 
证 二 1) 见证 一 . 
2) 因 ch F=5, 故 下 的 单位 元 1( 关 0) 对 于 加 法 来 说 的 阶 是 5, 从 而 0*，1,1，1,2。1， 
3.1,4°.1 互 不 相同 ( 见 第 四 章 , 一 ,7). 又 下 会 5 个 元 ,于 是 F=40，1,1*1,2。，1,3，1， 
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1) ,其 乘 群 FE ={1,2，1,3，1,4，1). 因 2， 1 关 1,(2。，1)*=4，1 关 1],(2，1)’* 二 8，1 
一 3。1 尖 1,(2。1) 一 16。1=15。1 二 1 一 0 十 1=1, 故 2。 1 对 乘法 来 说 阶 是 4, 即 4 阶 群 
F* 中 有 4 阶 元 2，1, 所 以 F* 是 4 阶 循环 群 . 

证 三 1) 见证 一 . 

2) jxEF" ,而 zx 关 1 且 x 关 一 1. 于 是 x 的 阶 1z| 二 和 4. 事实 上 ;|z||1F' | 二 4, 因此 |zx| 
是 1 或 2 或 4. 因 xz 关 1, 故 |x| 关 1 车 |z|=2, 则 x 二 1, 从 而 x 一 z= 二 1 一 xz; 即 一 x(1 一 Zz) 二 
1 一 xz, 而 1 一 x 关 0, 由 域 下 乘法 适合 消去 律 ,有 一 + 二 1, 即 x 二 一 1, 此 与 xz 的 取 法 矛盾 ,于 是 
izl 关 2. 所 以 |x|==4. 因 4 阶 群 F* 含有 4 阶 元 x, 故 F" 是 4 阶 循环 群 . 


第 十 一 章 


1. 解 1) 不 正确 . 因 A 可 能 不 是 R 的 子 环 .但 当 S; 是 R 的 含 A 的 所 有 子 环 时 ， 
US;DDR. 又 USCR, 从 而 US:=REN. 

2) 不 正确 . 例 ,C 是 复数 域 ,整数 环 Z 是 C 的 子 环 ,但 Z 不 是 域 . 

3) 不 正确 . 当 n 关 士 1 时 ,n Z 无 单位 元 . 

4) 正确 . 事实 上 ,$9:[0] 一 [0j,[1j -> [1j,[2] 一 [2j,L3] 一 [3j， [一 [9 [5] 一 
[1],[6] 一 [2],[7] -> [3] 是 Zs 到 Z 的 一 个 同 态 满 射 . 

5) 不 正确 . 因为 (1,2) (EZ X 了 ZZ) 在 和 下 无 逆 象 . 但 g 是 Z 到 Z Xx 了 Z 的 单 射 的 同 态 映射 . 

6) 正确 . 因为 域 下 ={10,1} 的 代数 运算 必 为 : 


十 10 1 0 1 
0 10 1 010 0 
1 | 1 0 1I10 1 
7) 正确 . 因为 恰 含 三 个 元 的 整 环 R= (0,1,a) 的 代数 运算 必 为 : 
十 0 1 a 0 
0 0 1 a 
1 1 a 0 
a a 0 1 


8) 正确. 由 定义 易 证 . 

9) 正确 .事实 上 ,YaER, 不 全 为 零 的 元 4, 一 1 E€ R, 使 得 a 十 (一 1)a=0. 从 而 尺 中 
任意 元 a 不 是 R 上 未 定 元 . 

10) 正确 . 由 定义 可 证 明 . 这 里 要 注意 , 当 尺 不 是 整 环 时 , F(z) 天 0,g(Cz) 天 0, 未 必 有 

deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x). 
例 ,在 ZLzj] 中 ， 
([2jzx? 十 [3]z 十 [2])([2]z 十 [3]) = [2jzx' +[L2jx’ +L3jz+[2] 

乘积 的 次 数 4 隆 2 十 3. 

11) 正确 . 事实 上 ,( 二 > ) 因 f(x) 是 R[xzj 的 可 逆 元 , 故 3g(zx)E€ RLzj, 使 得 
f(x)g(z) 二 1, 于 是 deg(f(zx)g(x)) 二 deg 1, 由 本 题 10) 知 ,deg f(x) 十 deg g (zx) 二 0. 又 
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deg f(x) 守 0,deg g(x) 守 0, 从 而 deg F(Gz) 王 0 且 deg gCz) 一 0. 所 以 f(xX)ER HH g(r)ER. 
因此 f(x) 是 RR 的 可 道 元 . 

(二) 因 f(xz)(E RCR[zj]) 是 R 的 可 道 元 , 故 3 g(x)E RCRLzxj], 使 得 FCz)gCz) 一 
g(xX)f(z)==1, 从 而 f(x) 是 R(X) 的 可 首 元 . 

车 RR 是 整数 环 Z , 则 ZLzj 的 可 北 元 有 且 只 有 士 1. 车 R 是 域 , 则 RLzj 的 可 递 元 有 且 只 
有 RR 中 的 所 有 的 非 零 元 . 

这 里 还 要 注意 , 当 R 不 是 整 环 时 ,命题 不 成 立 . 例 ,在 ZLzxj 中 ， 

CL[2jz? + [C1]) C2]zx’ 二 [1]) = [1], 

从 而 [2jx? 十 [1j 是 人 


2. 证 1) 因 p++ 1, 故 本 二 1E€5, 从 而 BD 取 SCR. vo, ES, 其 中 ,561,42 ,6 EZ， 
p11 bi,p1 5b,, 有 


a Qs _ abz— azb al dz _ aiQz 
bi bs bibs M bi bs 和 bi1b, ~ 
因 上 面 两 式 右 边 的 分 子 与 分 母 都 是 整数 , 且 p+ bi&&， 故 守 :一 字 ,到 天 pS 从 而 S 是 RR 的 子 环 . 


2) 证 略 . 
3) 因 0m=0ES, 故 忆 关 SCR. VY xim,zsmE5S, 由 于 在 有 理 数 环 中 分 配 律 、 交 换 律 成 
立 , 有 
TIMm— xm= (Ti— XImES, (zt)(Czz71) = (rxzm)mES. 
所 以 S 是 R 的 一 个 子 环 . 
4) 一 12) 证 略 . 
3. 证 1) 显然 Q(wCC,:o( 关 0O)E Q(w). Yatbw,c+dw€E Q(w), 有 
(a 十 pu) 一 (c 十 du) 一 (a 一 十 (6 一 dowE Rw). 
因 纪 二 一 w 一 1, 故 
(a bw) Cc dw) = ac+t (b+ ad)w+ bdw’ 
= a (tad)wi+bd(—w—1)= (a—bd) ttad — bd)wEQ (ww). 
Ya 十 pwE Q(w),at+bwA0, 
1 a—b— bw a—b—bv 
at+bw (Cai+b)la—b—b) al—abt+h’ 
其 中 a? 一 ab 十 扩 关 0. 不然, 若 a 一 ab 十 下 二 0, 又 


2 2 _py2 
必 一 好 十 太一 全 村 十 和 本纪 ， 


2 2 2 
从 而 9+ 一 0, 即 4 十 妨 十 (a 一 ?一 0; 因此 4a 二 5 二 0, 与 a 十 bw 闫 0 矛盾 . 于 是 
a—b—bw 


da bth Q(w) ,使 得 
(a bw)a = a(la 二 bw)=1., 
b—b 
所 以 a 十 bw 有 逆 元 4 一 pp € Qlw). 


综 上 ,Q(o) 是 C 的 子 域 . 
2) ”显然 ,SCF. 域 下 有 单位 元 1. 设 o(1)=x. 因 o 不 是 下 的 零 同 态 , 故 3]aEF, 使 得 
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aa) 天 0, 又 c(a) 王 ca(al) 一 c(a)o(1) 一 coCa)z. 因 域 丰 中 消去 律 成 立 , 故 x==1, 从 而 o(1)=1， 
即 1(=0)ES. Va,pES， 
ola—b) = o(a)—o(b)=a—b, 
从 而 a 一 bE€S. Ya,bES,b 关 0,0(B)o(b7 1) 二 ao(46-1) 二 ol(1)==1, 因 此 ol6!)==[abb)] ,于 是 
ol(ab 1) = ola)o(b) = ola) [Lo(b)]! 一 ap， 
从 而 ab-iE S. 所 以 S 是 下 的 子 域 . 
4. 证 1) 因 0c=0ES, 故 好 关 SCR.VriayraES， 
ra—ra = (ri—r)a€ES, (ra)(ra) = (riars)a€S. 
所 以 S 是 R 的 子 环 . 

2) 一 3) 略 . 

5. 证 因为 0€S,i 二 1,2, 所 以 0E€S 门 $; 关 名 显然 S1 门 SCR. Ya,b5ESi 门 S;, 有 
asbESi,as;b6ES;, 因 Si,S, 是 尺 的 子 环 , 故 a 一 6,abE€5S;,i 二 1,2, 从 而 a 一 b,abESi 门 S;. 
于 是 Si 门 S; 是 R 的 子 环 . 

其 余 情 况 请 读者 自 证 . 

注 1) 环 ( 整 环 . 除 环 、 域 ) 的 任意 多 个 子 环 ( 整 环 、 除 环 、 域 ) 的 交 仍 是 R 的 子 环 ( 整 
环 、 除 环 、 域 ). 

2) ”整数 环 Z 的 两 个 子 环 3Z 与 5Z 的 交 3Z 门 5Z==15Z 是 Z 的 子 环 .事实 上 ,V15nE€ 
15 卫 ,有 15n 二 3X5n 二 5X3n,; 从 而 15nE3ZNMmM5Z, 即 15ZC32ZN 站 M5Z. 反 之 ,YmE€32Z 门 
5Z ,有 m= 二 3q 一 5gs ,gq1,9:EZ , 即 3|m,5|m. 因 (3,5)==1, 故 3X5=15|m, 即 m 一 15g E152 ， 
从 而 3Zmn5ZC15Z. 所 以 3ZPn5Z 一 15Z. 

6. 解 ”Z 的 子 环 是 加 群 Z, 的 子 加 群 . 且 Zs 是 循环 加 群 ?. 由 第 七 章 , 二 ,3, Zs 的 子 加 
群 是 循环 加 群 ,从 而 Zs 的 全 部 子 加 群 是 以 下 4 个 : 

S, = ([0]) = {[o]),s = ([1]) = Zs= ([3]) = ([5]) = ([7), 
S: = ([2]) = {[0][2][4][6]) = ([6]),S = ([4]) = {[0j,L4)}. 
易 验 证 子 加 群 S1 ,S: ,S; ,Ss 即 为 Zs 的 所 有 子 环 . 


j 列 


7. 证 设 条 阵 Es 一 | ” ， ” ”| “EM,(R), 其 中 i 行 j 列 交叉 处 的 元 是 1， 


其 他 元 都 是 0， 则 vy (ai )E M.,(R) 的 中 心 QZ ,有 
(qi )Es 一 Es; (Qs ). 
即 


玫 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978, 57. 例 2. 
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于 是 
Qi Qa Qi 一 Qi,i an 一 0， 
Ujl Qj2 Qj, jl Ci 一 一 Qjn 一 0， 
令 
Ui 4j 二 4， 
a 
a 
1,] 一] ,2,.** ,Nn. 因此 (ay ) 一 > » YxER, 有 
a 
a a 
a 
a a 
即 
J 列 语 
i 行 ax Ta i 行 
a 
a 
从 而 ar = 二 za, 所 以 (ap)E . acER,VzER,az 一 za 
a 
a 
vl “. ,a ER,Y zxER,ar=za. Y (by)E M,(R), 有 
a 
a a 
a a 
(b; ) 一 (ab; ) 一 (bia) > (b; ) 
a a 
a 
a 
所 以 。 EZ. 于 是 
a 
a 
a ， 
2 一 , aER,YVrER,ar = ra 
a 
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8. 证 1),2) 略 . 

3) Ya€2Z(Ss).YyES1. 因 SiCS;, 故 yESi, 从 而 ay 一 ya, 于 是 aE€2Z(S1). 所 以 
Z(S,)CZ(S1). 

4) 设 a 是 R 的 任 一 符 等 元 , 则 a?==a( 见 第 九 章 , 四 ,12). VY x ER， 

(aza — ar)’:= araaxa — arazxa — axraax + azxazx 
一 axaxa — axaxa — axax 十 QZzaZz = 0. 

因 已 知 R 没 有 非 零 罕 零 元 , 故 axa 二 ax. 同 理 ,azxa 二 xa, 从 而 ax 二 xa. 所 以 a 在 R 的 中 
心里 . 


Ql 
注 1) 设 A= ® EM,(Q@) ,矩阵 A 中 主 对 角 线 外 的 元 素 都 是 0, 其 
Un 
中 Qi 天 ai ,7 和 7 时 . 则 元 A 在 M,(Q@) 内 的 中 心 化 子 
C1 
ZC4) = cEQ ,矩阵 中 主 对 角 线 外 的 元 素 都 是 0. 
Cn 
ul ul 
(cs) ®? 一 (es) 
Un Qn 
即 (cyay ) 一 (aicy ) ;从 而 左右 两 个 矩阵 的 (i,7) 元 相等 ， 即 c;a; 一 CiCi， (ai 一 Qi )C5 一 0， 已 知 
Cll Ci 
C22 C2 
i 关 j 时 ,ai; 关 aj ,从 而 cr 一 0 于 是 (cr ) 一 ，， .反之 ,Vv 加 ;有 
Cm Cn 
al Cl CQlcCi C1C1 a Ul 
Qs C2 G2 C2 C2 U2 C2 Q2 
Cr Cn GnCn CnQn Cn Cn 
C1 
于 是 | EZ(A). 所 以 
Cn 
Cl 
C2 
Z(A) 一 > Ci € QQ 
Cn 
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os 人 


DecEzZ | CMCZ). 则 集 S 在 M;(Z) 内 的 中 心 化 子 


Z(S) = 人 ,) le ez 上 


即 
dia dib dia dsb 
0 dc \0 dzcf 


从 而 dp 一 de, 即 (d 一 心 )0 一 0. 因 5 是 任意 整数 , 故 必 一 心 一 4 所 以 ( ,)- 


di 
| }-( ) 反之 ,显然 ( ) S 中 任 一 元 可 换 . 所 以 
dz d a 


Z(S) = 人 jlaez | 
9. 证 ”利用 模 5 的 剩余 类 环 Z; 的 加 法 与 乘法 的 运算 表 ( 第 九 章 , 四 ,3) ,容易 验证 映射 
$b:L0] —> zx,[1]—> y,[2] > z,[3] > u,L4]—>v 
是 也 ;与 A 对 于 一 对 加 法 以 及 一 对 乘法 来 说 的 同 构 映 射 . 因 Zs 是 环 , 故 A 也 是 环 ?. 

10. 证 ”规定 四:a 一 1 一 ao. 显然 由 是 (R, 十 ,，) 与 CR, 四 ,人 @) 间 的 一 个 一 一 映射 . Ya,bE 

(R, 十 ,，)， 
由 (a) DEOD= (1 一 a) 十 (1 一 人 一 1=1 一 (ae 十 人 ) 一 中 (oa 十 六 ， 
$a) G $= (1 一 a) 十 人 一念 一 人 一 4)(1 一 0 
一 1 一 十 1 一 8 一 (一 < 一 5 十 qp) 
=1—ab = 4(ab). 
所 以 (R; 十 ;, *) 衬 (R, 甸 ,加 ). 

11. 证 〈 反 证 法 ) 假 定 由 是 环 Ri 与 环 R, 间 的 一 个 同 构 上 映射 . 则 由 (1) 一 12, 从 而 由 (2) 
一 (+1) = 和 (CD) 十 由 1) 一 1 十 1 一 2. 设 由 V2 ) 一 z, 则 由 (2) 一 由 (V2。V2 ) 一 中 (V2) 中 (V2 ) 一 
22. 由 中 是 映射 ,x? 一 2, 从 而 z= 二 土 V3 EE Ri, 产生 矛盾 . 所 以 环 Ri 与 环 Ri 间 没 有 同 构 映射 . 

12. 证 显然 ,中 :a 一 a? 是 R 到 R 的 一 个 映射 . Ya,bER, 若 a? 二 6? , 则 a? 一 br 二 0, 由 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 98 ,定理 1. 
@® 同上 .98. 定 理 2. 
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第 十 章 , 三 ,4,1) 知 a? 一 68* 二 (a 一 5b)*= 二 0. 因 R 无 零 因子 , 故 a 一 6 二 0, 吧 a 二 6. 所 以 中 是 单 
射 . Va,bER, 由 尺 是 交换 环 , 有 
由 (ac 十 5) 一 (ae 十 0 = a?+b? = pa) hb). 
$ab) = (ab)* 一 arb? 一 中 Ca) 中 (6). 
于 是 由 是 R 的 单 射 的 自 同 态 . 

注 ”该 p 未 必 是 RR 的 自 同 构 . 例 ,中 :f(x) -~ (Gz)) 是 Zo[z] 的 单 射 的 自 同 态 ,但 <(E 
ZLzxj) 在 中 下 无 逆 象 .车 下 是 特征 为 素数 p 的 有 限 域 , 则 中 :a 一 a? 是 下 的 自 同 构 . 事 实 上 ， 
中 是 下 的 单 射 的 自 同 态 . 因 下 是 有 限 域 , 故 由 第 二 章 ,三 ,4 钥 笼 定理 知 由 是 满 射 . 从 而 由 是 下 
的 自 同 构 . 

13. 证 显然 F?CF. 因 域 下 有 单位 元 1 关 0, 故 1? 二 1( 关 0)E F?. Ya? ,br* €F?, 由 第 十 
章 ,三 ,4,1)， 

ar—b? = (a—b)*EF?. 
Va?,b? ERF2 8 天 0, 有 
ar Cb?) 一 at(b)2 = (ab-!)? EF?. 
所 以 F* 是 下 的 子 域 . 
14. 证 1) 由 是 映射 . V fEE,3 |(as), EM,(Z), 使 得 ZB:f 一 (as). 
2) 中 是 满 射 . VY (5;), EM,(Z). 取 


n n n 
:S1529°"° ,Sn) 一 > Sie ii 一 > > Si > biej. 
i=1 ic j=i 


则 8 是 G 的 一 个 自 同 态 . 事实 上 ,显然 g 是 映射 ,又 Y (S19529°%° 854)» tists st EG, 


mn n n 
Bg:(S19529°% 395) 一 > sies 全 2 5 2 bres. 
i1 i=1 j=1 


J 


nn n n 
(有 一 Diiei > Dti Dd) bire. 
i=1 i=1 j=1 
于 是 


gi:(S519529° 984) 二 (ti sto" stn) 一 《51 十 五 ys 十 te "5s 十) 二 > Gs; + ti)e 
i=1 
一 > Ds + 4) >be; 一 Ds Dbne; 十 Dt Dy bre;. 
i=1 j=1 i=1 j=l i=1l j=!l 
从 而 g 是 G 的 一 个 自 同 态 , 即 gEE, 且 


EC(Cei) 一 gO0e 十 bd 十 0e 十 le; 十 0er1 十 … 十 0e,) 一 bpej， 


j=1 
i==1,2,…,n. 所 以 $d:g 一 (bs ),. 
3) 中 是 单 射 . Vf,gEE,P:f— (ai )n ss (bs ) ne 车 (a5), 二 (5; ),, 即 fle)=g(e), 


i=],2,°,n. Vs ,S29 5n)EG, 有 (si ,sz Sn) 一 > siei。 从 而 
i=1 


fs19529°" 5,)) 一 f(D sei) 二 Dy Csei) 一 Dy sf ei). 
i=1 i=1 


i=l 
同 理 ， 
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&(CCsi 9 S2 SS)) 一 Dsig (ei). 
i=1 


今 fle;) 二 g(e;), 于 是 Css 5n)) = gs ,5 sw)) 所 以 f=g. 
4) vf, gEE,P:f — (as),, g 一 《py )。 即 


flei) 一 Saie,, gle;) 一 D6se. 
j=1 了 一 1 


于 是 
(f+i+g) (ei) 一 flei) + glei) 一 > yanei 十 六 bej 一 > (ai 十 pi)ej， 
jl j=1 j=1 
从 而 
中 : fi+g— (ai 十 5)， 一 (ay )。 十 (bs )，。 
又 


(fg)(e) = f(g(e)) = f(D be) = Dbif le) 
j=1 j=1 


n n n 
一 > bs > aver 一 > ， awbier 一 > ycael， 
j=1 k=l 1 k=1 


其 中 Ch 一 六 up ,因此 ,cs 一 Dlasbn sisk = 1,2,.,n. 从 而 
bfg — (cx)» = (as )。 . (Cbs), 
综 上 可 知 ,下 过 M,(CZ). 
15. 解 ” 设 由 是 乙 到 也 的 任 一 同 态 映 射 , 则 由 第 十 一 章 , 三 ,3,1), 中 (L0]) 一 0. 又 
由 ([1]) + $ID = $1j+ [1]) = 由 ([2]) = 由 Lo]) = 0， 
从 而 2 由 ([1])=0, 即 由 ([1]) 一 0. 因 此 Z: 到 了 的 同 态 映 射 只 有 一 个 零 同 态 :$ 一 0( 见 第 十 一 
章 , 四 ,3,2)). 


16. 证 中 与 bs 显然 是 使 VaER ,a (6 “ ) 的 C 与 M 间 的 同 构 映 射 

b 
若是 任 一 个 使 Va ER ,a 一 (0 “) 的 C 与 M 则 的 同 构 映射 , 设 GD 一 (“，。) , 则 
b 2 
je 


一 D 一 [人 


a 
本 
=( 


一 1 "| a—b 2ab | 
0 i/ | 一 2mg a—b) 


从 而 a: 一 二 一 1 且 a6 二 0. 解 之 ,得 a 二 0,6== 土 1. 当 a=0,6 二 1 时 ,和 (i)= ( ,) ,此 时 
Ya 二 DEC， 
tt- ow tone = (0 rb) Y= (5 


= 中 (Ca 十 本 ). 
0 一 1 
即 $ 二 中 i; 当 a=0,5 二 一 1 时 ,$0)=( 。 )' 此 时 VattiEC,， 
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blatb)= $0) + Hb) $i) = (0 "+ (0 "0 »)=( ,) 


= 中 (Ca ++ bi). 
所 以 命题 得 证 . 
17. 解 1) fx 十 [lz 一 [zx 一 [1]z 十 [1 一刀 十 妇 一 寻 一 工 十 1. 
2) 
Xl 十 Xz 十 x 二 1 


1 Zz 十 zs 十 Zi 一 0 
Tl 一 和 二 1 

X11 Xs 二 1 

十 Xi 十 zs 二 1 
[2Jz 一 [2j 


从 而 2Z1 一 1. 代 和 人 zi 一 Zas 一 1, 得 Z3s 一 0. 代入 Zz 十 Xs 十 Xx 二 0, 得 Z2 一 一 4。 因此 方程 组 的 
解 是 : 


Xi 一 za 一 一 Tiyza 一 0 724 一 Ta. 
所 以 方程 组 的 所 有 解 是 
1 一] Zi 一 | Zi 一 工 
Za 一 0 zz 一 [2 Za 一 工 
Zas 一 0 Za 一 0 Zas 二 0 
Ze 一 0， Zi 一 1， x, = [2]. 


18. 证 ”显然 是 M,(R) 到 M(R) 的 一 个 映射 . Y (as),(b;)E M.(R)， 
gas) 十 65)]= Gas +0603) = Cay 06) = (Pas + bs)) 
= (bay) 二 P63)) = Cas +6) = (as) + (8s) 
= ylas) + Ybs ). 


gL Cas) bs;)j= 4 Doubs) 一 ( 


= (#(Be)) = (Re) = (a) 5) 


= plas) » Vb; ). 
所 以 $y 是 M,(R) 到 M,(R) 的 一 个 同 态 映射 . 
19. 证 1) 是 下 到 下 的 一 个 单 射 .事实 上 ,Vzx,yEF, 若 由 (xz) 二 中 (y), 则 
由 (一 用 一 由 Ce 十 于 芒 一 中 加 十 于 力 一 和 加 十 于 GD) 一 中 四 一 由 一 0. 

车 x 一 y 关 0; 则 由 已 知 $(z 一 y)。 中 [Cz 一 y)-!]==1, 但 其 中 (zx 一 y) 二 0, 产 生 蔬 盾 . 从 而 
Zz 一 y 一 0, 即 zx 一 y. 因此 由 是 单 射 . 

所 以 中 是 FF 与 F 间 的 一 个 一 一 映射 . 

2) 先 证 明 由 (zx:) 王 (由 (z)). 因 

Z(Z 一 1)ECz 一 1) 一 zi 一 zz 一 1)(z 一 1 了 一 zz 一 1)z 


一 工 一 ZZZ- 十 AxXZm 一 工 一 Z 十 1 一 1 
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故 [(Cz 一 1 一 一 ZI 一 zCz 一 1) 一 守 一 Z, 即 
妇 一 [(Gz 一 1 一 2 十. 
从 而 
中 (z2) 一 中 ([LCz 一 1 一 ZI 十 z) 
= 9 rm1) mr] )+9$(z) 
= [$(C(z—D7—z1)] 十 bz) (由 已 知 $b(z7) = ($C(z)) ) 


= [ec- DD] 一 [Lecz] 上 十 中 (z) 
= [ec 一 ec 一 [ec ) + bz) 


= [sc -1| [$c] 十 由 (z) 
一 [gcz) | 一 由 (zz) 十 中 (z) (理由 与 | (x 一 1)” 一 xz 一 好 一 同 ) 
一 [dcz)] 
3) Vx,yEF, 有 
$b (zy)) = pr +2ry t+ 7) = br) 十 2 由 (zy) 十 中 (六 ). 


b(t+w) 一 [和 (z 十 人 = [$7 + by] 
= ($7)) +2 $67) by + [$y] = $7) 十 2 由 (z) $y) + $y). 
从 而 2 四 (xy) =2 $7)9 C69), 2[ 由 (zy) 一 由 (z) 由 (>)] 一 0. 于 是 由 (zy) 一 由 (z) 中 (3y) 一 0. 
否则 ,着 四 (zy) 一 中 (xz) 中 Cy) 关 0, 则 由 已 知 ,2[ 中 (xy) 一 (zx) 四 (y)] 闫 0, 产生 矛盾 . 因 


此 中 (zy) 一 中 (Z) 中 (y). 
综 上 可 知 ,中 是 域 民 的 一 个 自 同 构 ， 


第 十 二 章 


1. 解 1) S 是 只 [Lz,y] 的 理想 . 由 定义 可 证 ， 

2) S 不 是 REz, 妇 的 理想 . 因 取 zERLz,y],yES, 但 zyES. 

3) S 是 RR[z,yj 的 理想 . 由 定义 可 证 . 

4) S 不 是 只 [z, 妇 的 理想 . 因 取 zER[Lz,y],zES, 但 zz 一 姑 ES. 

2. 证 1) 因 是 R 的 理想 , 故 0==0: E% ,从 而 0ES, 即 S 关 @. 显然 SCR. Ya,bE€ES. 
3 正 整 数 n,m, 使 得 a ,加 EM. 因 RR 是 交换 环 , 故 由 第 九 章 ,二 ,3， 

(a DD = gD Cl a DCip a 二 十 (一 Dt grr. 

当 i 过 mm 时 ,mn 十 1) 一 i 宇 m(n 十 1) 一 m 二 mn 之 n, 从 而 mn 十 1) 一 i 一 n 是 正 整 数 . 又 因 
a" EA ,A 是 R 的 理想 , 故 


(一 Cva™™ Tip = (一 DiCiopa™ th i ea”s. bp’ EN » 
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当 i 宇 m 时 ,i 一 m 是非 负 整 数 . 又 因 如 E& ,9 是 民 的 理想 , 故 

(一 TCR a -ib 一 (一 TICaorbanet b” » br" EN . 
由 9 是 加 群 , (a 一 5)”"+?EMU. 于 是 a 一 bES. YrER,aE5, 正 整数 nn; 使 得 a" EM. 因 RR 是 
交换 环 , 针 是 R 的 理想 , 故 (ra)" 二 ma" EM ,从 而 reES. 同 理 ,arES. 所 以 S$ 是 尺 的 理想 . 

2) VYx EA, 下 整数 1, 使 得 zx! 一 x EAX, 从 而 x ES, 所 以 有 [CS. 

3) 与 2) 同 理 可 证 . 

4) 〈 之 ) 因 RR 有 单位 元 1, 故 由 S=R,1E€S, 即 3 正 整 数 n, 使 得 1"=1 EM. 又 是 民 
的 理想 ,从 而 由 第 十 二 章 ,一 ,4,10) 知 并 二 R. 

(< 二) 显然 SCRI; 反 之 ,VrER, 由 尽 一 和,r 一 氏 , 由 本 题 2), 和 CS, 从 而 YES, 吧 RC 
S. 所 以 S=R. 

注 若 R=Z,% 一 (4),S 一 {zEZ|3 正 整数 ”使 得 x" E(4)), 则 S=(2). 事实 上 ， 
VzES, 都 有 正 整 数 ,使 得 x" EC4). 从 而 4|z", 即 2|zx". 因 2 是 素数 , 故 2|z, 于 是 zeE 
(2) ,因此 SC(2); 反 之 ,V2gE(2),(29q): 一 49 E(4) ,于 是 2gES, 因 此 (2)CS, 所 以 (2) 
=S. 

3. 证 ”由 定义 易 证 5S 是 R 的 左 理想 . 因 尺 有 单位 元 1, 故 

ai 二 04 十 十 0a;i 1 十 la; 十 0aiti 十 "… 十 0a, ES. 


若 S, 是 含 ai ,az ysan 的 R 的 任 一 左 理想 .Y > zia, ES, 因 S, 是 左 理想 , 故 za,€S1, 因 


S$; 是 加 群 , 故 Dza, ES;, 从 而 SCS. 所 以 S 是 售 ai,a2,…,a; 的 R 的 最 小 左 理想 . 
注 ”该 命题 给 出 由 有 单位 元 的 环 中 的 个 元 构造 出 R 的 最 小 左 理想 的 方法 . 
4. 证 略 . 
注 1) 由 第 十 二 章 , 三 ,1,3) 知 , 当 尺 是 交换 环 时 ,S 是 R 的 理想 ;但 当 民 不 是 交换 环 


0 
时 ,S 未 必 是 民 的 理想 . 例 , 取 定 ( 1 je 环 M: CQ ) , 则 


s- 人 yemcaoil alC 20 
-| 人 “jex:tQ) ( ,= (。 o)| 
=((: Yjem.‘Q) =o=0)={(? =>sa | 


是 Mi:(Q@) 的 一 个 右 理 想 ,但 不 是 M; (QQ@) 的 理想 ( 见 第 十 二 童 ,二 ,6, 注 1)). 

2) 取 定 a€ 环 R, 则 T= {zxER|za 一 0) 是 RR 的 左 理想 . 

5. 证 由 0ER 且 0R={0}CS,0 EA, 即 关 9. 显然 CR. Vx,y EU, 有 zz,y ER， 
XRCS,yRCS. 因此 x 一 yER. 又 

(rz— R= {(z— rlr ER) 一 {x —y |r ER). 
Vzxr 一 yrE(zx 一 y)R, 因 xRCS,yRCS, 故 xr,yrE5, 又 S 是 加 群 ,从 而 xr 一 yr ES, 于 是 
《x 一 y)RCS, 所 以 x 一 y EU. YaER,xE1, 有 XER,XRCS. 又 因 S 是 民 的 左 理想 , 故 (ax)R 
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二 a(XR)CaSCS, 所 以 ax EL. 同 理 za EH. 因此 是 R 的 理想 . 

6. 证 1) 由 第 九 章 ,四 ,12,6)， 

a 是 环 R 的 寡 零 元 会 3 正 整 数 ”使 得 a" 二 0, 且 交换 环 尺 中 所 有 笑 零 元 的 集中 作成 一 
个 环 . YrER, Va€EX, 习 正 整 数 n, 使 得 a" 二 0, 再 由 R 是 交换 环 , 有 (ra)"= 二 ra 二 m0 二 0， 
从 而 ra EL. 同 理 ar EA . 所 以 是 R 的 理想 . 

2) ”车 [zj 是 R/ 久 中 的 一 个 大 零 元 , 则 3 正 整数 ,使 得 Lx 了 J 了 ==[0j, 即 [x"]==L04, 从 而 
zx" EM. 于 是 3 正 整数 &, 使 得 (x")*=zx* 一 0, 因 此 工 EX 所 以 Lx] 二 x 十 所 二 多 二 [0j. 从 而 R/ 
寻 中 只 有 和 零 元 [0] 是 禹 零 元 . 

7. 证 1) 因 S0 一 {0} , 故 0EX, 即 久 尖 .显然 UCR. Vz,y EU,Sx 一 Sy 一 {0}, 即 Ys€ 
SSsz 一 sy 一 0, 从 而 s(x 一 y) 二 sz 一 sy 二 0 一 0 二 0, 于 是 SCz 一 y) 一 (0} ,因此 zx 一 y EM. VrE€ 
R,zx EA, 由 Sz 一 {0} 及 S 是 R 的 右 理想 知 : 

S(zr)=(Sz)r={0}r={0}, S(rzx)=(Sr)xCSz= {0)}. 
即 SCrz) 王 (0)}. 从 而 zr,rzx EX. 所 以 AH 是 RR 的 理想 . 

2) 与 1) 类似 可 证 . 

注 1) 将 该 命题 中 的 S 特别 取 成 环 尺 时 ,g 一 {<ER|Rz 一 (0)} 是 尺 的 理想 且 是 尺 
的 右 零 化 子 . 

2) 由 第 十 一 章 , 三 ,8 的 证 明知 : 设 尺 是 环 , 取 定 aER, 户 :z 一 az 是 加 群 尺 的 一 个 自 
同 态 . 作 集 五 = { 记 |<ER}, 则 巨 是 一 个 自 同 态 环 , 且 由 :a 一 f。 是 环 R 到 环 E 的 一 个 同 态 
满 射 . 于 是 

ker $={bER|f,=0)={bER| VrER,br=0} = {5bER |bR={0)) 
是 R 的 左 零 化 子 . 当 R 有 单位 元 1 时 , Yb5Eker 中 ,有 5b，1=0, 从 而 6 二 0, 因 此 ker 由 一 (0)}. 
由 第 十 二 章 , 二 ,8,R 衬 FE. 

3) ”由 第 十 二 章 , 三 ,1,9) 知 ,S 一 {(0,y) |yEZ |} 是 环 R={ (x,y) |z,yEZ) 的 一 个 理 

想 , 则 S 在 R 中 的 左 零 化 子 是 

U= {zy ER| CryYS = {0,0)}} = {(z,0) |z€Z ). 
事实 上 ,VY (zx,WE,(z,y)S 二 { (0,0)) ,从 而 取 (0,DE S, 有 (zx,y) 60,1)==(0,y) 一 (0,0), 即 y 
=0, 于 是 (zx,y) 二 (zx,0). 因此 CC{ (zx,0) |zEZ); 反 之 ,VY (x,0O)E{(x,0)|zEZ), 有 (zx,0)S 
二 { (0,0)) ,从 而 (z,O)Est, 因 此 { (z,0) |zEZ)} CU 所 以 ={ (zx,0) |zEZ). 

8. 证 若 R=(0}, 则 尺 是 笑 零 元 环 . 

若 R 天 {0}. 任 意 取 aER,Ra= {re|-rER)} 是 R 的 左 理想 ( 见 第 十 二 章 , 二 ,6, 注 4)). 由 
题 设 Ra 二 R 或 Ra 二 {0}. 

1) 如果 3a( 承 OE R, 使 得 Ra={0) ,那么 二 {zx|Rr 一 {0}) 关 {0}. 由 上 题 注 1) ,外 是 
R 的 理想 . 再 由 题 设 , 儿 二 R. 从 而 VrER, 有 >-E2, 即 Rr 一 (0}, 因 此 ”。r 一 二 一 0, 于 是 > 是 
知 零 元 . 所 以 R 是 敌 零 元 环 . 

2) ”如果 Ya( 关 0)E R, 使 得 Ra 关 {0} ,那么 Ra 一 R. 即 Ya( 关 0),b5ER, 方 程 ye 一 5 在 
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R 中 有 解 .由 第 十 章 , 三 ,3 知 R 是 除 环 . 

注 1) 将 该 命题 中 的 左 理想 改 为 右 理想 ,命题 仍 成 立 . 

2) ”可 将 原 命 题 改 为 : 设 RR 是 环 , 且 R: 关 {0), 则 RR 的 左 理想 只 有 R 和 {0) 今 尺 是 除 环 . 
事实 上 ,( 之 ) 由 原 命题 的 证 明 可 知 R 只 能 是 除 环 . (二) ”由 第 十 二 章 , 一 ,4,3) 可 知 
结论 . 

3) ”还 可 将 原 命题 改 为 : 设 R 是 有 单位 元 1( 半 0) 的 环 , 则 

R 的 左 理想 只 有 R 和 {0}) 局 R 是 除 环 . 
事实 上 ,( 过 ) 因 R 的 单位 元 1 关 0, 故 R 中 有 非 零 元 . Va( 天 0O)ER,Rae 一 (relrER} 是 尺 
的 左 理想 . 因 R 有 单位 元 1, 故 a 二 la E€Ra, 从 而 Ra 关 {0). 由 题 设 Ra 二 RR. 与 原 命 题 证 明 中 
的 2) 同样 可 知 R 是 除 环 . (< 寺 ) 同 注 2). 

4) 车 RR 是 有 单位 元 1( 关 0) 的 环 ,R 的 左 理想 只 有 RR 和 {0} ,由 注 3) 知 R 是 除 环 . 由 第 
十 一 章 , 二 ,2 知 ,R 的 中 心 是 域 . 

9. 证 1) YrER, 因 eEZ, 故 

r(l1—e)=r—re=r—er = (le)r, 
从 而 1 一 e EZ. 
2) 因 e=e, 故 
(1 一 e)2 一 1 一 e 一 e 十 坚 王 1 一 e 一 e 十 e 一 1 一 e， 
从 而 1 一 e 也 是 帘 等 元 . 

3) ”由 第 十 二 章 , 二 ,6, 注 4) ,eR 是 R 的 右 理想 .又 YrER,YeaEeR, 其 中 ER, 因 
eE€2, 故 | 

rl(ea) = (re)a = (er)a = el(ra) € eR. 
从 而 eR 是 R 的 左 理想 . 所 以 eR 是 R 的 理想 . 

由 本 题 1) 知 1 一 eE€2Z, 从 而 (1 一 e)R 也 是 R 的 理想 . 

10. 证 ”由 第 十 章 , 三 ,3, 只 需 证 明 :; Ya( 关 0),65ER, 方 程 az=b 在 R 中 有 和 解 .已 知 R 
有 非 零 元 . Ya( 关 0)E R, 因 R 是 交换 环 , 故 Ra,Ra? ,Ras ,… 痢 是 RR 的 理想 ( 见 第 十 二 章 , 二 ， 
6, 注 4)). 由 题 设 , 理 想 的 个 数 有 限 ,从 而 必 有 Ra” 二 Ra",m 二 n. 于 是 VbER,3cER, 使 得 
bar 二 car. 因 RR 无 零 因子 ,消去 律 成 立 , 且 om 天 0, 故 8 一 ca ". 因 民 可 交换 , 故 a(a”" 0c)= 
b. 所 以 ,Ya( 关 0) ,5 ER, 方 程 ax 一 b 在 R 中 有 解 a”"!c. 

11. 解 |([3]z: 一 [1]z 十 [1]) 十 %][([2]z 一 [1]) 十 中 一 ([1] 空 十 [3]z 一 [1]) 十 虹 
=[([3]z: 十 [3]z 十 [2])([2]z 十 [3]) 十 [3]] 十 % 一 [3] 十 %. 

12. 证 [zx 二 1],[zx 一 1]E Ffzxj/(x 一 1]). 因 zx 一 11 zx 十 1,x? 一 1 zx 一 1, 又 F[Lzj 是 
有 单位 元 的 交换 环 , 故 xz 十 1EE(x? 一 1) ,zx 一 1 E(x 一 1), 从 而 [zx 十 1j 关 [0j,[Lx 一 1] 关 [0]. 
但 [zx 十 1][x 一 1]=[ (z+D (zx—D|=[zx’—1J=[0]. 所 以 [zx 十 1 与 [x 一 1j 是 FL[xj/(x’ 一 
1) 的 零 因子 . 

13. 证 1) 中 ;f(x) 一 f(i) 是 Z[zj 到 Z[i] 的 一 个 同 态 满 射 .事实 上 , Vf(x)E€ 
Z[z], 3lg(X)EZ[zj,a,bE2 ,使 得 f(x) 二 g(x)(z? 十 1) 十 a 十 bx, 即 3la++bi€EZ[i, 使 
得 由 (f(z))= 二 (i)=g(i)( 这 十 1) 十 a 十 i 二 a 十 bi. 因此 中 是 映射 . Ya 十 bi EZ Li], 3a+pzE 
Z [zx], 使 得 pCa 十 bx) 二 a 十 Bi. 因此 由 是 满 射 . VY F(z),g(CzIEZLz], 由 (7FCz) 十 ECZ)) 一 iD 十 
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g(D 一 由 CCFCz)) 十 由 CgCz)). 由 CFCz)gCz)) 一 FiDg(GD 一 由 (FFGz)) 由 Cg(Cz)). 所 以 中 是 
ZLzj 到 Z[ij 的 一 个 同 态 满 射 . 

ker 由 一 (x? 十 1). 事实 上 ,VCz)Eker 中 jg(x),a 十 bx EFL[xj, 使 得 f(x) 一 
g《X) (十 1) 十 a 十 bz. 由 (f(x)) 一 0, 有 GD 一 g(CD (人 衬 十 1) 十 a 十 下 一 4a 十 页 一 0, 从 而 < 一 0 一 0， 
于 是 f(x) 二 g(x) (zx: 十 1)E(x?: 十 1). 因此 ker 中 CCzz 十 1)3 反之 ,VCz)E(Cz 十 1), 因 
ZLzj 是 有 单位 元 的 交换 环 , 故 3 g(x)EZ[zxj, 使 得 f(z) 一 g(x) (x 十 1), 从 而 和 (f(z))= 
f=g()( 语 十 1)==0, 于 是 f(z)E ker $9. 因此 (zx? 十 1)Cker 中 .所 以 ker 中 二 (x 十 1). 

由 同 态 基本 定理 , Z[Lxj]/(x’ 十 1) 衬 ZLi]. 

注 中 如 果 想 避 开 ZL[zj 中 带 余 除 法 定理 ,可 如 下 证 明 :$:f(z) 一 f(i) 是 ZLxj 到 
Z [让 的 映射 :VY f(x)==ao 十 arx 十 十 anz” EZ[zj;f(O)==ao 十 qi 十 … 十 awi?, 因 座 二 1， 
i i 一 一 1,i*T 3 二 一 i, 其 中 是 任意 整数 , 故 f(i) 一 a 十 bi,a,b5EZ. 所 以 V f(x)E 
Z[z], 3|1f0)=a 十 bi EZ [i], 使 得 (f(x) 二 fi). 至 于 ker $CCx 十 1) 可 如 下 证 明 ; VY f(x)E 
ker $9,g9(fC(z))==f(i) 二 0, 从 而 i 是 整 系数 多 项 式 f(x) 的 根 . 由 《高 等 代数 )? 知 ,i 的 共 示 复 
数 一 ; 也 是 f(x) 的 根 ,因此 x 一 i| f(z),x 十 i FCz)、 因 z 一 i 与 zx 十 i 互 素 , 且 (z 一 D(z 十 让 一 


zz 十 1, 歼 玫 十 1| f(z), 于 是 3g(x)EZ[zj, 使 得 f(x) 二 gC 十 DD). 所 以 f(x)E(x 十 1), 即 
ker 由 CC (zz 十 1). 

”还 可 如 下 直接 证 明 Z[zxj/(z? 十 1) 守 ZZ[i: Vf(x)EZ[zj], lgCz),a 十 pzE 
Z[zj, 使 得 f(z) 一 gCzx) Cz 十 1) 十 a 十 bx; 央 f(x) 一 (a 十 bX) 一 g(xX)(z 十 1)ECx 十 1)， 从 
而 [f(z)]=[a 十 bxj. 所 以 ZLzx]/Cx? 十 1)={[a 十 bx]|a,b5EZ). 于 是 

:La 十 tr] 一 < 十 下 
是 Z[zj/(x’ 十 1) 与 Z[ij 间 的 同 构 映 射 . 事实 上 ， 

Gi) VY[a+bzjJEZLz], 3a+biE€2ZLij, 使 得 yl[a 十 bxj)==a 十 bi. 车 La 十 bz] 二 Lc 十 
dzj; 则 (a 十 bx) 一 Cc 十 dz) 二 (a 一 0) 十 (5 一 d)x Elz’? 十 1). 但 (zx 十 1) 中 除 零 多 项 式 外 ,都 是 
二 次 或 二 次 以 上 的 多 项 式 , 因 此 (一 c) 十 (0 一 dz 一 0. 因 z 是 Z 上 未 定 元 , 故 a= 二 c,b6==d. 
从 而 a 十 6x 二 c 十 dx. 所 以 VY [a 二 bx]JEZ[zj, 3la 十 iEZ[i, 使 得 (La 十 bx])==a 十 bi. 

(ii) Vat+biEZ[i],3[a 二 bxjEZLzj/(z? 十 1) ,使 得 yg[La 十 bx])==a 十 i. 

(iii) ”VY[at+bzxj,[c 二 dx]EZLzj/(x? 十 1) ,车 a 十 bx 二 c 十 dx, 又 ZX 是 Z 上 未 定 元 , 则 
a 二 c,b 一 d, 从 而 [a 十 bx 二 [Lc 十 dzj. 

(iv) VEatbzj,Lc+adzjEZLzr1/(z’+1), 

gl[a+ brJ+[et+drD)= ylato+ G+dDzr)) = (aioO+G+ai 
二 (a 二 bi 二 (c+adi) 
= pl[at+bzr)) + Let dz)). 
yp( [a 十 gz][c 十 dz]) 一 y( [ac + Cad 十 be)z 十 bdzx?]) 
= yp([LCac — bd) + (ad + be)zrt+ od (r+ 1)]) 


= p([(ac — bd) + Cad +&)z]) = (ac 一 好) 十 (ad + be)i 


Q@ 北京 大 学 数学 系 几 何 与 代数 教研 室 , 高 等 代数 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 
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= (ae 十 bi(c 十 di) = 以 [Le 十 6z])W[c 十 cz]). 
所 以 Z[z]/(z 十 D) 竹 Z[. 
2) 与 1) 类 似 可 证 $ 是 RR[xj 到 CC 的 一 个 同 态 满 射 . ker 由 一 (性 十 1). R[Lz]/ 十 1) 兰 C. 
注 “R[z] 模 理想 (z: 十 1) 的 剩余 类 环 RLz]/(z: 十 1) 是 与 复数 域 C 同 样 结构 的 域 . 
3) 易 证 是 尺 到 了 的 一 个 同 态 满 射 . ker $={ (a,DE R|$((a,D)) 一 a 一 0} 二 { (0,5)| 
bEZ).R/ker $=Z. 
4)” 易 证 中 是 同 态 满 射 . ker $= {2n|nEZ})=2 2. Z /ker $=R. 
5) ” 易 证 gp 是 同 态 满 射 . ker $= 二 {a€Z |614a}. Z /ker $= RR. 
6) ”VaEZ,, [aJE Z,, 使 得 四 (a) 二 [aj. 若 z=5, 则 m|a 一 5, 又 已 知 r|m, 从 而 
r|a 一 于 是 [ao] 一 [ 妆 . 所 以 VzEZ。,3[ojEZ,., 使 得 hz) 一 [a]. 即 四 是 映射 . 显然 四 是 满 射 . 
Va&5EZ。, 由 (z 十 人 一 由 (oa 十 及 一 [a 十 站 王 [ao] 十 [ 乓 .所 以 由 是 Z。 到 忆 . 的 一 个 同 态 满 射 . 
ker 中 一 {a€2Z,|$(a) = [a] = [0]) = (a€2Z ,|r |a) 
= {a€Z,|a END) = {atm |a€l)) = (7 /0m). 
Z,/ker 和 Z,, 即 了 /CD/(Cr)/(CooD 兰 了 /Cr ( 见 第 十 二 章 , 一 ,5,4), 注 四 , 例 2). 


?6 


(G 0) Jr or ©) ((% 0) leez). Rer oR 


0 0 
8) 吻 证 $ 是 同 态 满 射 .ker 一 (。 。) 


“一 一"| 


as,bEZ J-R/ker $= R. 


2a 26 
9) 易 证 $ 是 同 态 满 射 .ker 一 | ( 2 
注 因 Z 中 的 元 有 且 只 有 [0] 与 [1] , 故 玉 中 的 元 有 且 只 有 2 一 16 个 ,所 以 Ma CZD)V/ 
ker 由 恰 含 16 个 元 . 
10) “ 易 证 由 是 同 态 满 射 . ker 中 二 M6, (30 ,其 中 名 = ker %. M;(S)/M, CD) 兰 M,(S). 


11) 易 证 由 是 同 态 满 射 . ker 中 三 (Ber je eol 二 [zxj, 其 中 = ker yg. S[z]/ 


A[Lzx] = SLz]. 

14. 证 ” 设 是 Z/(p") 的 任 一 非 零 理想 , 则 3 [ajEX,[aj 关 [0j, 从 而 5EC(p"). 因 pp 是 
素数 , 故 a 与 p" 的 最 大 公 因 子 为 p'. 因 a Ep"), 故 ! 才 n, 即 0!<n. 由 最 大 公 因 子 性 质 ， 
ju,v€Z ,使 得 p' 一 ua 十 vp". 因 包 是 理想 , 故 

[p'] = [ua +t wp" = [ujLaj+ [vjLp"] = Lujleaj+[LvjL0] = Lujla] EA. 
又 Lp"!]=[p'jJ[p” 1!j, 因 x 之 故 nn 一! 一 1 之 0. 再 由 和 是 理想 ,Lp"! jEX. 

15. 证 YaER,$:a 一 [a] 是 尺 到 R/ 的 自然 同 态 . 因 R/8 是 者 零 元 环 , 故 3 了 正 整数 
,使 得 [a 了 二 [a"] 一 [0], 从 而 or EX. 又 六 也 是 等 零 元 环 ,于 是 3 正 整数 m, 使 得 (o")" 一 0， 
即 正 整数 nm ,使 得 a™ = 二 0. 所 以 R 是 各 零 元 环 . 


asbycrd EZ J- MeC2)/ker gb= K. 
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16. 证 ”由 第 十 二 章 , 二 ,4, 注 2) 知 ,外 十 吧 二 {4 十 bla EU,5 EW} 是 RR 的 理想 . 由 第 十 二 
章 , 一 ,5,4), 例 4, 因 中 是 环 R 的 理想 ,站 是 R 的 子 环 , 故 外 站 4 是 员 的 理想 , 且 
(A + 8)/ A /A N VW). 

因 W~R/(A 门 8) , 吕 是 窒 零 元 环 , 故 由 第 十 一 章 ,三 ,1,17) 知 /A(L 门 8) 是 帘 零 元 环 ,于 是 
《& 十 路) /1 是 寡 零 元 环 . 今 %, (A 十 品 )/a 都 是 宪 零 元 环 , 由 上 面 15 题 ,外 十 中 也 是 知 零 元 环 . 
17. 证 $-'(S) 是 Z 的 子 环 ?, 由 第 十 二 章 , 三 ,2, 注 2), 忆 的 子 环 都 是 理想 ,从 而 

gb-1(S) 是 Z 的 理想 .所 以 pb(gb-'(S)) 二 S 是 R 的 理想 2 . 


第 十 三 章 


1. 解 ” 由 第 十 三 章 , 三 ,2 知 : 设 p 是 正 整 数 , 则 
pp 是 素数 局 (p) 是 Z 的 最 大 理想 . 
而 包含 (30) 的 Z 的 理想 总 共 是 :(1),(2),(3),(5),(6),《10),(15),(30). 所 以 Z 的 包含 (30) 
的 全 部 最 大 理想 为 (2), (3),(5). 


2. 证 〈 反 证 法 ) 设 二 不 是 Q 上 未 定 元 , 则 了 不 全 为 零 的 元 下 ,全 ,经 (天 0)E Q, 使 得 


旦 十 从 = 十 全 十 天 一 0， 
其 中 ai,b; ER,b; 隆 0,i 二 0,1,2,…,n. 用 po 2 天 0) 乘 上 式 左右 两 边 ,得 
aobib2 "b,c aibobz ba bz + "十 abobl'"b 1T" = 0., 
因 RR 无 零 因 子 , 故 abob …p :天 0, 从 而 工 不 是 尺 上 未 定 元 ,此 与 已 知 矛盾 .所 以 工 是 Q 上 
未 定 元 . 
注 设 QQ 是 整 环 R 的 商 域 , 则 Q 上 未 定 元 z 也 是 R 上 未 定 元 . 
3. 证 一 设 Q 是 R 的 一 个 商 域 . 因 a,65ER, 故 a,bEQ. 
1) 车 5 关 0; 则 351E Q, 因 a” 二 6”, 故 
(ap = a”"(b)” = a"(b")!=a"(a") "=1. 
同 理 (cb-1)" 一 1. 因 m,n 互 素 , 故 3x,vEZ ,使 得 mu 十 nv 二 1, 从 而 
ap = Gab tw = (0b)") (Cab 1)") = 1. 
所 以 a 一 0. 
2) 若 5b 二 0, 由 a”"=b”,R 无 零 因 子 , 有 4a 一 0, 所 以 一 0. 
证 二 因 m,n 互 素 , 故 3 u,vE2 ,使 得 mu 十 nv 二 1, 从 而 
a = amtm 一 (ar) (an = (b”)* (0b) = 6b™™ =b. 


第 十 四 章 


1. 证 (~>) 因 e 十 a 是 了 的 单位 , 故 35ET, 使 得 (e 十 a)6b 一 eb 十 ab 一 1, 即 a6 二 1 一. 
因 a 是 了 的 客 零 元 , 故 习 正 整 数 n, 使 得 a” 一 0 因 工 是 交换 环 , 故 


@ @ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 116. 定理 3. 
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0 一 "0 = (ab)” = (1 — 0)" 
= 1— Ci(eb) + Cb) Co (1)"C (eb)" 
一 1 一 s(CCI8 t+ Ce 二 (一 1)"e"!ib"), 
从 而 3 c= 二 Ci6 十 Cieb? 一 … 十 (一 1)"e"™!1b" ET, 使 得 ec 二 1. 所 以 e 是 了 的 单位 . 
(二) 因 a 是 赛 零 元 , 故 3 正 整数 ”使 得 a" 二 0. 因 e 是 了 的 单位 , 故 3e 一 e ET 使 
得 ee 二 1. 于 是 ,由 了 是 交换 环 , 有 
(e+ a)(el— eat+ea Gm 二 (1)" ?erlia" ?二 (1)"iera”!) 
一 ee 一 和 fa ela 十 (一 1)" ?erlia™m? 十 (一 1)"m!ieera™! 二 
a 二 十 (一 1)”?e" am 十 (一 1)”'!eta" 一 1， 
其 中 6 一 @f a 十 a 一 … 十 (一 1)"” ?ef la 十 (一 1)”!iefa”!1E€ 所 以 e 十 a 是 了 的 单位 . 
注 1) I 是 有 单位 元 的 交换 环 时 ,命题 仍 成 立 . 
2) 参看 第 九 章 ,四 ,12,5). 
2. 证 显然 相伴 是 工 的 元 间 的 一 个 关系 . 
1) VYa€1, 因 a==1a,1 是 单位 , 故 a 是 a 的 相伴 元 . 
2) Ya,6b5ET, 车 a 是 5b 的 相伴 元 , 即 a15,5la, 从 而 5 是 a 的 相伴 元 . 
3) Va,b,cET, 车 a 是 6b 的 相伴 元 ,5 是 c 的 相伴 元 , 则 单元 e,eET, 使 得 4a=eb,5== 
ec ,从 而 a 二 ee'c, 其 中 ee’ 是 了 的 单位 ,于 是 a 是 c 的 相伴 元 . 
所 以 相伴 是 I 的 元 间 的 一 个 等 价 关 系 . 它 就 决定 了 了 的 一 个 分 类 . 取 定 a ET, 含 a 的 相 
伴 类 是 


[aj= {xEI|z,a 相伴 ) = {xzET|zx = ea,e 是 了 的 单位 ) 
= {sa |e 是 了 的 单位 ). 
注 1) 当 & 是 了 的 单位 时 ， 
[eo] = {eeo|e 是 了 的 单位 )= {1 的 所 有 的 单位 } = UU. 
所 以 I 的 所 有 的 单位 作成 一 个 相伴 类 ,是 一 个 乘 群 . 而 其 余 的 相伴 类 [aj]=Ua. 

2) 取 定 a( 关 0O)ET,$:sa 一 。 是 [a] 与 [eoj 间 的 一 个 一 一 映射 ,其 中 。 是 了 的 单位 . 事 
实 上 ,Vsa[a], 了 单位 s= (sey!)eo。 E[eo] ,使 得 (ea) 一 e. 且 若 ea 一 e'a, 则 因 a 关 0, 故 由 消去 
律 s=e , 即 由 (ea) 一 由 (ea ) ,所 以 中 是 映射 . VY see E[eo], jeeoa ELa] ,使 得 由 (eeoa) 一 seo ,所 以 
由 是 满 射 . Vea,e'a ELa], 若 ea) 一 由 ea) , 则 s=s ,从 而 sa 一 sa. 所 以 由 是 单 射 . 所 以 中 是 
[aj] 与 [eo] 间 的 一 个 一 一 映射 . 

3) ”在 整数 环 Z 中 ,由 相伴 决定 的 相伴 类 是 [0j 二 {40},[1j]=={1, 一 1),…,[2]= 
(2 一 2 ，…,[L 一 (2 一 0) 

4) “在 实数 域 R 上 的 多 项 式 环 民 [z] 中 ,相伴 类 [FCz)]= (rf(z) |rER ,r 取 0}, 即 同一 
相伴 类 中 的 多 项 式 系 数 成 比例 . 

3. 解 例 ， 

I= {a1z" 十 Qazx® 十 "二 Qnr Ja E 域 下 ,a; 是 非 负 有 理 数 ,n 是 正 整 数 } 
与 普通 多 项 式 同样 地 定义 1 中 的 元 的 相等 . 相 加 与 相 乘 . 可 以 证 明了 作成 一 个 整 环 . 域 下 的 
单位 元 1 就 是 了 的 单位 元 . 还 可 以 证 明 
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f(x) 是 工 的 单位 会 FCz)E 下 ，FGCz) 天 0. 

取 zET, 于 是 z 隆 0,zx 关 1 的 单位 , 则 z 在 I 里 没有 分 解 . 

事实 上 ,假定 xz 在 I 里 有 分 解 : 

T= fi(zx)fo x) f(r), 
其 中 f(x) 是 了 的 素 元 ,i 二 1,2,…,r. 因 多 项 式 z 的 常数 项 =0, 故 在 f:(z) 中 必 有 常数 项 为 
0 的 多 项 式 ,不 妨 设 f(x) 的 常数 项 为 0, 从 而 
f(x) = rg (7x), 
其 中 a 是 f1(zx) 中 指数 最 小 的 一 项 的 指数 . 因 
Te = xii. 

而 三 不 是 单位 , 故 注 是 x* 的 真 因子 ,因此 f(x) 有 真 因子 x ,从 而 f(x) 不 是 素 元 ,发 生 
矛盾 .所 以 工 不 能 写成 工 的 素 元 的 乘积 , 即 x 在 1 里 没有 分 解 . 

又 例 ， 


T = {a12" 十 az2” 十 … 十 an2" |a;EZ ,nn 是 正 整 数 ， 
a 是 形 如 作 的 分 数 ,这 里 mm 是 非 负 整数 } 
对 于 数 的 加 法 和 乘法 来 说 作成 一 个 整 环 . 数 1 是 了 的 单位 元 . 取 2E€1,2 关 0,2 关 I 的 单位 , 则 


2 在 I 里 没有 分 解 . 事实 上 ， 
2 = 2124 = 242424 = 241214212 一 … 

因 (25) 一 芭 7, 故 于 不 是 工 的 单位 由 一 0,1,2,… 从 而 2 有 真 因子 2 ,2 有 真 因子 2 ,2+ 有 
真 因子 呈 ,… ,2 有 真 因子 2 ，… 这 样 无 限 下 去 . 于 是 2 不 能 写成 T 的 素 元 的 乘积 , 即 2 
在 I 里 没有 分 解 . 

4. 证 1) 仿 第 十 四 章 , 二 ,3 和 第 十 四 章 , 三 ,5 可 证 @,@. 

@ 因 7=(3+VZ )(3 一 V2 ),3 士 V2 是 素 元 , 故 7 有 真 因子 3 十 V2, 所 以 7 不 是 素 元 . 

@ 设 x( 尖 士 1) 是 ZLV2 ] 的 一 个 单位 (这 样 的 天 士 1 的 单位 是 存在 的 ,如 1 十 V2). 则 

ayaQ2 0Q3 yee sO se 

都 是 ZLV2 的 单位 . 若 迪 一, 则 oo” 一 1. 但 数 天 士 1, 从 而 ”一 说 一 0, 即 2 一 .因此 , 当 


n 关 m 时 ,a" 关 a”, 所 以 ,在 Z [V2 ] 中 有 无 限 多 个 不 同 的 单位 . 
2) ”请 读者 自 证 ,@. 


@ 因 6=2.3=(4 十 Vi0 )(4 一 Vi0 ), 其 中 2,3,4 十 V10,4 一 V10 都 是 率 元 ,4 十 
V10,4 一 V10 都 不 是 2 的 相伴 元 ,也 不 是 3 的 相伴 元 , 故 6 的 分 解 不 唯一 . 

注 1) 1-V2,(1 二 V2 )?= 二 3 十 2V2,(1 十 V2 )3 一 ?十 5V2,，… 都 是 Z[V2 ] 的 单位 . 

2) 实际 上 , Z [V2 ] 是 唯一 分 解 环 ( 见 第 十 五 章 ,四 ,1), 而 Z [V10 ] 不 是 唯一 分 解 环 
( 因 6 的 分 解 不 唯一 ). 即使 被 开 方 数 + 是 素数 , Z [Vr ] 也 未 必 是 唯一 分 解 环 , 如 ZLV5 J] 不 是 
唯一 分 解 环 . 

5. 证 易 证 Ss 是 环 .1 一 十 (€ S,) 是 S, 的 单位 元 . 因 S, 是 数 环 , 故 S, 是 无 零 因子 的 
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交换 环 . 即 S 是 整 环 .下面 证 明 : 设 和 €S,, 则 
入 是 S$; 的 单位 全 p+a. 
事实 上 ,( 二 >) 因 了 是 S, 的 单位 , 故 3 地 ES ,使 得 训 * 广 一 1, 即 ac 一 bd. 因 p 人 + 
p+ dp 是 素数 , 故 思 + bd ,从 而 p+ ac, 于 是 pa 上 且 p 人 c.(<=) 车 p 4a, 则 六 Sy 


又 全 ,之 一 1, 从 而 对 有 道 元 乞 E S,, 于 是 全 是 Ss 的 单位 . 


设 % 是 S, 的 一 个 理想 . 若 % = {0) , 则 显然 外 是 S, 的 主 理想 . 若 % 天 (0)， 
1) ”中 有 Ss 的 单位 s 时 ,== (e) 二 S$, 是 主 理想 . 
2)” 扫 中 无 S, 的 单位 时 , 作 集 


A= ("| Ea = are,pf 。 


则 A 是 不 空 正 整 数 集 , 从 而 A 有 最 小 正 整 数 no. 我 们 断言 :所 二 (p"). 事实 上 ,VY EL, 思 | 


QQ 一 访 "a1 ,p+ Ul ,m 之 mo, 于 是 卫 -2 本 。 p*E(p”), 即 和 CCp”); 反 之 ， VY 芯 。 


prE(pm ) ,其 中 世 ES。 由 mm 的 取 法 知 ,了 全 E3[, 使 得 ao 一 加 cp c. 又 基 加 一 芝 和 ， 


(也 
pr 一色 全 ,其 中 b cs，p+ v, 从 而 p+ co ,于 是 包 ES,. 又 全 E3[ ,由 %[ 是 Sy 的 理想 ,有 世 。 
pmEXA, 即 (p”)CA. 所 以 和 [二 (p”) 是 Ss 的 主 理想 . 

综 上 ,Ss 是 主 理想 环 . 
注 1) 因 S, 是 主 理想 环 , 故 9 是 唯一 分 解 环 . 


2) S= 仔 < Q|a,bEZ,7+ 外 是 唯一 分 解 环 设 和 E S，, 则 全 是 Ss; 的 单位 全 7 二 


a. 即 S, 的 所 有 单位 作成 的 乘 群 U 一 | 和 ES;|7Y a]. 


3) 参看 第 十 三 章 , 四 ,4,3). . 
6. 证 1) 因 a,8 互 素 , 故 由 第 十 四 章 , 二 ,7, 注 1), 3s'zE ,使 得 sa 十 好 =1, 即 sac 十 


tbc=c. 因 a|sc, 故 a 
2) 因 alc, 故 3uE1, 使 得 c==awu. 因 5 
了 1, 使 得 4 一 bv, 因 此 c 一 ax 一 ago, 所 以 ab|c. 
3) ” 因 了 是 主 理想 环 , 故 p,a 有 最 大 公 因子 , 设 其 中 一 个 为 d. 因 4 |p,p 是 素 元 , 故 < 


sac+tbc=c. 


c, 故 5|ax. 又 ap 互 素 , 由 1),blu, 从 而 3vE€ 


是 单位 或 4 二 ep,e 是 单位 . 若 a 是 单位 , 则 pa 互 素 ; 若 d=ep,e 是 单位 ,由 d a,， 有 E 户 |Q， 
于 是 pla. 
4) 因 思 |a; 故 3hET, 使 得 a 二 pih. 又 ps |a, 从 而 pz |pih. 因 pi, ps 不 相伴 , 思 1， pe 


是 素 元 , 故 ps2 + Pi. 因 I 是 唯一 分 解 环 , 故 p: 六 于 是 了 &ET, 使 得 h== pzk, 即 a= ph= 
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Pipak, 所 以 pips |a. 

另 一 证 法 : 因 加 是 素 元 , 故 由 3) ,pi | ps 或 pi ,ps 互 素 .车 pi | pa, 又 ps 是 素 元 ,广汉 单 
位 ,从 而 pi ,ps 相伴 ,此 与 题 设 矛盾 . 所 以 pi ,ps 互 素 . 由 2) ,pps |a. 

7. 证 1) VYVxE[bj=6b 十 (a), jyE€1T, 使 得 x 二 6 十 ay,; 即 5 二 x 一 ay. 因 a,b 互 素 , 故 
3 s,t ET, 使 得 1 二 as 十 bt 二 as 十 (x 一 ay)t 二 a(s 一 yl) 十 xt, 其 中 ;一 yt,tET. 由 第 十 四 章 ， 
二 ,7, 注 1),a,t 互 素 . 

2) 因 1,a 互 素 , 故 [1]E G, 即 G 关 Y. Y [],[cJE G,b,a 互 素 ,cya 互 农 ,从 而 3h,， 
u,vET, 使 得 1 二 ah 十 bk,1 二 au 十 cv, 于 是 

1 = (ah 二 RR)(au t+ cv) = al(hau + bku + hcv) + bc Ckv). 

因此 bc,a 互 素 . 即 [5J[cj 二 [8cJE G. 至 于 [6j[c]==Lbcj 的 唯一 性 ,可 由 1/(a) 是 一 个 环 , 它 对 
于 乘法 封闭 得 知 .所 以 G 对 于 乘法 封闭 . 

因 GCI/(a) ,而 环 IJ/(Ca) 中 乘法 结合 律 成 立 , 故 G 中 乘法 结合 律 也 成 立 . 又 G 有 单位 元 
[1]. 

Y[bJEG, 因 a,b 互 素 , 故 3s,1E1, 使 得 1==as 十 bt, 从 而 a,t 互 素 , 妈 LtJE G. 且 [1]= 
[as 十 5 二 [aj[sj 十 [6j[Ltj. 因 [ej 二 [0j, 故 [56j[]==[1j. 即 [6j 在 G 中 有 逆 元 [tj. 所 以 G 作 
成 一 个 群 . 

注 1) 参看 第 十 章 , 二 ,7,8. 

2) 例 ， 

G1 一 {1[5JEZ/(7)|bEZ ,2,7 互 素 } 一 {[1],[2],[3],[4],[5],[6]} 是 一 个 群 , 含 
中 (7) = 二 6 个 元 ,其 中 中 (n) 是 尤 拉 由 函数 . 

G, = ([6] EZ /(12)|5EZ ,5,12 互 素 ) = {[1],[5],[7],[11]) 

是 一 个 群 , 含 (12) 一 4 个 元 ， 

8. 证 因 了 是 主 理想 环 , 故 工 的 理想 都 是 主 理想 . 设 ( 纪 是 工 的 理想 且 (8) 3a, 则 8 必 为 
a 的 因子 .车 a 是 单位 , 则 只 有 单位 是 a 的 因子 , 即 只 有 一 个 理想 (e) 一 IT3a, 若 ae 天 单位 ， 
因 了 是 主 理想 环 ,又 a 夭 0, 故 除 相伴 元 外 只 有 有 限 个 素 元 是 “ 的 因子 ,从 而 a 的 因子 除 相 伴 
元 外 也 只 有 有 限 个 . 所 以 只 有 有 限 个 理想 包含 a. 


第 十 五 章 


1. 证 1) Va=a 二 bYV23( 关 0)EZ[V2], 显 然 四 :a=a 十 bPV2 -> |aa| 一 1a? 一 2 | 是 集 
Z[V2] 一 10} 到 非 负 整数 集 的 一 个 映射 ,其 中 4 二 a 一 bV>. 


2) ”给 定 a=a 十 bYV23 ( 关 0)EZ[V2],，YB=c 十 dV2 EZ [V2]. 因 a 关 0, 故 a,b 不 全 为 
0,; 从 而 a! 一 28 关 0, 于 是 在 实数 域 民 中 ， 


8B_c+dw _ (a—bv3)(ctdv2) ax 一 2 网 ad /5_. 
“一 本 2 一 28 a ab + ar op V2 ht+h V2ER, 
其 中 和 一 和 5 一色 ,h 一 全 5 Q. 因 此 有 整数 qi,qs ;使 
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| 太一 和 | 地， 1 一 qz | 志方 
〈 见 第 十 五 章 , 二 ,3 的 证 明 ). 令 g 二 qi 十 qz V2, 则 gE€Z[V2], 于 是 
B=ha=qgai (ha—ga)=gqa+(h—gqg)a=ga+r, 

其 中 r= 一 g)a, 因 ha=BEZIV2],gaE€Z[V2j, 故 rEZL[V2]. 从 而 r==0 或 r 关 0. 

我 们 有 下 面 事 实 :Vs=51 十 sz V2, t= 十 tz V2 EQ[W2 ,$5)=1ss|=|s—25|,9(2) 
二 |tt|= 二 | 一 22&|, 其 中 5=s1 一 sz V2 ,1 二 ti 一 ts V2. 因此 

bs)= | = 1stst|=|Gs SG 1)|=|ss||#|=$() 490). 
从 而 , 当 7 关 0 时 ， 
$7) = bh— ga) = Hh—g) $C) = bh — gi) + hs ~ gq) V2 ) Pla) 


= | 一 9 一 2 —g)’| $C < 人) 一 (去 ) EX 一 过 $Co < $0). 


所 以 Z[V2 ] 是 一 个 欧 氏 环 . 
注 1) 仿 该 题 证 法 ,可 证 明 整 环 忆 LV3 i 二 (a 十 bV2i 
里 取 


a,5EZ |) 也 是 一 个 欧 氏 环 . 这 


$a=at+bVDi( 关 0) 一 工 工 一 性 十 282 ,其 中 a 二 a 一 bYV2i. 

2) 整 环 Z[V3 = {a 十 6V3i|a,5EZ ) 不 是 唯一 分 解 环 ?, 从 而 不 是 欧 氏 环 . 但 与 之 
形式 上 很 相像 的 整 环 Z[V2 口 却 是 欧 氏 环 . 因此 我 们 不 能 只 从 形式 上 看 问题 . 如 果 我 们 仿照 
证 明 Z[V3 是 欧 氏 环 的 方法 ,规定 , Ya=a 十 bYV3 i( 了 OEZ[W3 1, 由 :a=a 十 bYV3 i 一 oa 一 
好 十 322 ,其 中 a==a 一 bYV3 i. 类似 地 ,我 们 有 

$(7) = $( Ch— gq)a) = bh—g) Pla) = bh — gq) + hs — gq) V3i) bla) 


= [Ch mg) +3h — gg) | bo < [( 却 ) 十 (去 ) ]ecm = $(a). 


即 由 (<$(a) ,因而 得 不 出 (7) 过 由 (a). 也 就 是 说 ,利用 证 明 Z [V2 让] 是 欧 氏 环 的 方法 不 能 
证 明 Z [V3 训 是 欧 氏 环 . 

3) ”类 似 可 证 [= {a 十 以 |a,5EZ ,4 满足 方程 x* 十 * 十 1 一 0} 是 一 个 欧 氏 环 . 这 里 
4 即 为 除 1 以 外 的 三 次 单位 根 . 只 需 规定 由 :ae 一 a 十 雁 ( 天 0) 一 至 十 要 一 a6. 

2. 证 首先 证 明 是 复数 域 C 的 子 环 . 

显然 1 是 C 的 不 空子 集 . Va=a 十 bV3i,B=c 十 d V3 i€ 了， 

a—B= (atbV3D)— (ct+dadv3i)= (Ca 一 c) 十 (一 GDV3i 
当 a,b,c,d 都 是 整数 时 ,显然 a 一 BET. 


当 a,6 与 c,d 两 组 数 中 ,一 组 都 是 整数 而 另 一 组 都 是 奇数 的 去 时 ,显然 a 一 c,b 一 d 都 是 
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奇数 的 于 ,从 而 一 PE 


当 a,b,c,d 都 是 奇数 的 去 时 , 因 奇 数 减 奇 数 是 偶数 , 故 < 一 ,8 一 4 都 是 整数 ,从 而 


a —BELI. 
所 以 无 论 在 任何 情况 下 ,都 有 a 一 8ET. 
aB= (at+bV3 iD)(Cc 二 dvV3 iD 一 (ac 一 30d) 十 (bc 十 ad)V3 ji 
当 a,5,c,4 都 是 整数 时 ,显然 a8ET. 


当 a,5 与 c,d 两 组 数 中 ,一 组 都 是 整数 而 另 一 组 都 是 奇数 的 方 时 ,不 妨 设 < 一 华 ， 
4 一 2 ,其 中 心 ! 都 是 整数 . 则 
ac—3bd=— 0 


2bk 二 2al 十 a 十 6b 
一 7 


(ac 一 36d) 一 (bc 十 ad) 二 ak 一 3bl 一 bk 一 al 一 2b 是 整数 . 因此 ac 一 32a ,pc 十 ad 或 都 是 整数 或 
都 是 奇数 的 去, 从 而 o8EI. 


zc 十 ad 一 


当 a,b ,cvd 都 是 奇数 的 二 时 ， 设 a 一 2 六， 5 一 Hc 一 2 人 J 于 1,d 一 2 , 其 中 m,n, 
k,l 都 是 整数 . 则 


ac— 3bd 二 


2mk 二 mk 一 6ni 一 3i 一 3n 一 1 
2 。 


bctad= tt tt 


(ac—360d) 一 (bc 十 ad)= 二 wrk 一 3n1 一 nk 一 ml 一 21 一 24 一 1 是 整数 . 因此 ac 一 354 ,bc 十 ad 或 都 
是 整数 或 都 是 奇数 的 元. 从 而 cpE 

所 以 ,Ya,BET, 有 aBEI. 

综 上 ,I 是 C 的 子 环 . 又 I 有 单位 元 1 十 0 V3i. 因 C 无 零 因 子 且 可 换 , 故 了 也 无 零 因 子 且 
可 换 . 所 以 I 是 整 环 . 

1) Ya=a 二 6bV3 i( 关 0)E 了 T, 设 ;a 二 a 十 DV3 i 一 az 一 a2 十 38 ,其 中 5 一 a 一 5V3 i. 

当 a,b 部 是 整数 时 ,+35 是 非 负 整数 . 

当 a,b 都 是 奇数 的 方 时 , 设 4 二 2 和 ,5 一 号 于, 其 中 m,n 都 是 整数 , 则 

az 十 302 一 十 m 十 3z? 十 3n 十 1 

是 非 负 整数 ， 

所 以 由 是 集 I 一 (0} 到 非 负 整 数 集 的 一 个 映射 . 

2) ”给 定 a==a 十 bYV3 i( 隆 0)E TIT, YB=c 十 dV3i1ET. 因 a 关 0, 故 3a 1EC ,使 得 Ah 二 Bo! 
=h] 十 hz V3i€C ,其 中 hi ,hz EQ. 

394 


思考 问题 解答 


V5 一 9 十 9 V3 i,t=t tt V3 i EQ[V3 ,9()=ss=s 3 ,9() =#=# 二 38, 其 中 5s 

一 1] 一 2 3 i,f=ti 二 ts V3 i. 因此 
Pst) = st st = sts f= 85) 0) = (5) 9 0). 
可 取出 @ ,@ ,它们 或 都 是 整数 ,或 都 是 奇数 的 去 ,使 
hgl<i ， lh 一 gle 

事实 上 ,根据 有 理 数 性 质 ,可 设 A 一 有 十 让， 名 一 和 "十 省, 其 中 有 a' ,je 是 整数 ,二 ,省 是 夫 
或 正 真 分 数 . 

Q@ 着 旦 << 序 ,时 << 译 ; 则 取 一 加 ,qe 一 ha 可 使 


| 六 一 9 1 一 | hi 


hg | 一 | 记 


1 
六 | 科 记 . 
@ 车 人 过 , 空 > 寺 ， 有 0<1 一 疾 一 村, 则 取 oa 可 使 
u 4 Us 2 us ~ 2 


| 六 一 9 [去 工 9 | hz — qz |=| 和 一 ja 


[< 
1 Us 


2hi 十 1 
万 一 一 地 , 则 取 g dl 一 3 sd 二 
Us 


2h,” 1 
I 


和 一 圭 |< 主 , 1% 一 1< 二 < 玄 
@ 着 里 > 证， < 二 l, 有 | 去 一 生 | < 证 , 则 取 gi 二 2h;” 2 十 ] 


,可 使 


LM LS 


|hi—gq [< 1h 一 g | 一 


所 以 令 gq 十 qz V3 i, 有 gq ET. 因 此 
B=h=g+ hg) = + Hh Da= gtr, 
其 中 r= 一 gq)a. 因 ha=BEIT,gaE€1, 故 rE1. 于 是 r= 二 0 或 


b= Bh— ga) = Bh—g) ba) = $( hi ~— gq) + hs — ge) V3i) $a) 


= [Ch — gi)! 43h — g)] $a) < [(#) +3( 二 ) jb = be) < po). 
所 以 I 是 一 个 欧 氏 环 . 


3. 证 YbEIT* ,有 中 (0) 一 由 (81) 一 中 (0 中 (1). 因 0Eb(T), 故 由 (6) 关 0, 可 消去 ,得 
由 (1) 一 1. 

(二 ) 若 a 是 IT 的 单位 , 则 3a-ET, 使 得 aa- 一 1, 从 而 由 (aa ) 一 中 (1)， 即 
中 (a) 由 Ca-1) 一 1. 因 由 (a) ,g(a 1) 都 是 正 整数 , 故 由 Ca) 一 1 

(< 二) 车 $Ca)==1, 则 < 天 0. 因 了 是 欧 氏 环 , 故 对 于 a( 夫 0),1ETI 来 说 , jg,r ET, 使 得 
1 一 ga 十 r, 其 中 =0 或 Or)< 由 (ea). 若 由 rm< 由 (Ca) 一 1, 但 由 Cr) 是 非 负 整数 , 则 中 >) 一 0, 此 
与 0Eh(FT ) 矛 盾 . 因 而 只 能 =0, 即 1 二 qa, 从 而 a 是 单位 . 


4. 解 一 1) 将 五 中 的 元 [ao] 用 a 表示 . 依 第 十 五 章 , 一 ,2 中 命题 的 证 明 , 在 ZLzx] 中 
作 带 余 除 法 
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X -了 


妇 十 3z 十 2 [+x+xtl 


X3 二 3X2 二 2X 
-2x2 - X 十 1 
-2x2-6x-4 

Sx+5 


余 式 5z 十 5 二 0, 即 f(x) 二 g(x)(z 一 2) 十 0, 从 而 gCzx) | f(x). 

2) 在 互 [z] 中 ,如 同 1) 作 带 余 除 法 ,得 f(x) 二 g(xz) (zx 一 2) 十 (5z 十 5), 余 式 5z 十 5 天 
0, 从 而 g(x)+ f(z). 

解 二 1) 因 Z; 是 域 , 故 Z;[x] 是 主 理想 环 . g(x)==(z 十 1) (zx 十 [2]), 又 f([ 一 1])= 
[一 1 十 [1j 十 [一 1j 十 [1j==[0j,f( 一 2])==[ 一 8j 十 [4 十 [一 2 十 [1j=[0j],; 从 而 [一 1j， 
[一 2] 是 f(x) 的 根 , 于 是 z 十 1| fCz) ,zx 十 [2]| f(x)?. 因 z 十 1,x 十 [2] 互 案 , 故 由 第 十 四 章 ， 
四 ,6,2),(z 十 1)Cz 十 [2]) | f(x). Bp gCz) | fox). 

2) 在 Zr[zj 中 ,f([ 一 2j)=[ 一 8j 十 [4j 十 [一 2j 十 [1j=[ 一 5j 关 [0j], 即 [一 2 不 是 
flz) 的 根 , 因 此 zx 十 [2 f(x)@. 而 g(x) 二 (x 十 1) (x 十 [2j), 于 是 g(x)41 f(zx). 否则 , 若 
gCz) | FCz) ,又 z 十 [2]|g(Cz), 从 而 十 [2]| f(z), 发生 矛 盾 .所 以 g(x) f(x). 

5. 证 〈 反 证 法 ) 若 户 (z), 户 (z)，… 中 有 无 限 个 互 不 相伴 的 多 项 式 . 设 g(x)== f(x)， 
gs(z),… 是 其 中 互 不 相伴 的 本 原 多 项 式 序列 , 则 g+t(Cz)|g(Cz),i=1,2,…. 又 设 
deg g1(Xx) 一 n, 这 里 nn 是非 负 整 数 .下面 证 明 deg g;(Cz)>deg gx+Cz) ii 一 1,2,…. 因 
gi(X), 故 deg gi(7X) 之 deg git1(X), 且 hiti Cr)E I[zj, 使 得 g;(z)==hiyi (zx)giri (x). 
假如 deg g:(z) 一 deg gii1(7x), 由 deg gi(x)= 二 deg jz) 十 deg git+1(X), 有 deg hiri (xz) 
二 0, 从 而 hivi1(X) 二 aimE1, 即 g; (xX) 二 aingin (Xx). 因 gi(x),git+i1(X) 都 本 原 , 故 ai+1 是 单 
位 .于 是 SiCZ) ,gitl (z) 相 伴 ,矛盾 . 所 以 deg gi(Xx)> deg giri1 (zx),i=1,2,. 我 们 得 到 一 个 
无 限 的 非 负 整数 序列 : 


SHICZ) 


n= deg gi(7x) > deg g: (xz) > … 之 0. 
但 二 是 有 限 非 负 整 数 ,此 为 矛盾 . 所 以 序列 (zx), AP(z),… 中 只 含有 有 限 个 互 不 相伴 的 多 
项 式 . 
6. 解 1) 因 Q[Lzxj 是 主 理想 环 ,x 十 2 在 Q@ 上 不 可 约 , 故 由 第 十 四 章 , 二 ,8, 注 3)， 
Q[zj/(zx’ 十 2) 是 域 . 因 [x]j 关 [0j, 故 [xj 在 Q@[zxj/(x’ 十 2) 中 有 道 元 . 
因 xz,z 十 2 互 素 , 故 由 第 十 四 章 , 二 ,7， 3x(z),uCczEQLz], 使 得 XU(Z) 十 (好 十 2)w(CZz) 一 1. 


易 见 取 x(z) 一 一 地,o(z) 一 喜 , 可 使 z( 一 地) 十 (了 2 十 2) (到 ) 一 1 即 [z]| 一 乞 | 二 [zz 十 2] 。 
[去 ] 下 了 . 因 [x* 二 2] 一 [0], 故 [x][ 一季] 一 51]. 所 以 [一 至 ]== 一 竺 十 (x* 十 2) 是 [zx] 的 
道 元 . 

2)  Zs[z] 是 主 理想 环 . 因 过 十 1 在 Zs 中 无 根 , 故 之 十 1 在 Zs 上 不 可 约 ,于 是 
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及 [zj/(z 十 1 是 域 . 因 LL2]z 十 [2]] 是 到 [zj 人 十 1) 中 的 非 零 元 , 故 它 有 逆 元 . 

因 [2]z 十 [2],z 十 1 互 素 , 故 3[2]zx 十 1, 一 1 EZ[zxj, 使 得 ([2]z 十 [2D C02]z 十 1) 十 C(x 十 
2)( 一 DD=1. 即 [ [2jz-F[2]][ 52jz 二 1] 十 Ez 十 1 了 一 二 ==[14. 因 [xz 十 雹 =[0], 故 | [2]z 十 [2]j 。 
[ [2jz+1] 二 [14. 所 以 [ [2jz 十 1]=[2] 十 1 十 ( 必 十 1) 是 [ [2jzx 十 [2]] 的 省 元 . 

7. 证 (过 ) 若 a 十 aiz 十 … 十 aoz 不 是 不 可 约 , 又 它 取 0, 关 单位 , 则 它 可 约 , 有 真 
因子 刀 十 … 十 xX"; 使 a4 十 aw_ 1X 十 下 十 qo 一 (十 十 Bx”) (CG 十 … 十 cox*), 于 是 wz 十 
QT 二 十 Qo 二 (bar” 十 中 十 bo) 《Cex 十 十 co), 其 中 bx” 十 … 十 bo。 是 asx" 十 
aiz1 十 … 十 ao 的 真 因子 ,此 与 已 知 条 件 矛 盾 . 所 以 a; 十 as_iXx 十 … 十 aox" 不 可 约 . 

(二 ) 仿 必要 性 的 证 明 可 证 . 

8. 证 车 f(z) 关 g(z);, 设 hr) 二 f(x) 一 g(x), 则 有 (xz) 关 0. 由 第 十 一 章 , 四 ,1,10)， 
deg h(x)<max(deg f(x), deg g(x))<n. 由 已 知 ,h(ai)= f(ai)— g(ai)=0,i=1,2,.",n, 
从 而 h(x) 至 少 有 nn 个 不 同 的 根 ,产生 了 矛盾 0, 所 以 f(z) 二 g(x). 

9. 证 因 在 QLz] 中 gq(z)|f(z) , 故 3h(z)E QLz], 使 得 A(z) 二 g(z)h(z), 且 h(x) 的 


最 高 系数 为 1. 设 g(z)= 了 go(z)sh(z) 二 hs(z), 其 中 a (0) ,ec(F0) ,bd El, go (x), 


ho (zx) 在 IFx] 中 本 原 . 于 是 f (1) =2ago 7) ,halz). 由 第 十 五 章 ,一 ,5, go (zx)ho (xz) 本 原 . 因 


f(z) 的 最 高 系数 为 1, 故 f(x) 在 Lx] 中 本 原 . 由 第 十 五 章 , 一 ,6,.f(x) 一 ego (XZ)ho (Zz),e 是 
I 的 单位 . 设 go (x) ,ho (ZX) 的 最 高 系数 分 别 为 Co ,bo , 则 1 一 saopbo ;从 而 Go 是 I 的 单位 ， 即 Qo 


的 道 元 E I 又 由 g(z) 二 golz), 有 1=，. ao ;因此 au 的 道 元 之 ET, 所 以 g(z) = Lg (z)E 


a 
ILzj. 
10. 证 一 因 a(EQ) 是 f(x) 的 根 , 故 xz 一 a|f (zx). 又 Z 是 唯一 分 解 环 ,Q@ 是 之 的 商 域 ， 
由 上 面 9 题 知 xz 一 a EZ [zxj], 所 以 a 是 整数 . 
a 


证 二 设 o= 全 EQ,opEZ,ab 互 素 , 则 z 一 全 | 7(z), 即 bz 一 zjof(Cz ,从 而 3g(CoDE 


Z [zj], 使 得 65f(zx) 二 (bx 一 a)g(zx). 因 f(x) 的 最 高 系数 为 1, 故 f(x) 在 ZLzxj 中 本 原 , 且 比 
较 等 式 两 端 多 项 式 的 最 高 系数 , 知 g(x) 的 最 高 系数 为 1 ,于 是 g(x) 在 ZLzxj 中 本 原 . 因 a,6 
互 素 , 故 bx 一 a 也 在 Z[xj 中 本 原 . 由 第 十 五 章 ,一 ,5, (bz 一 a)g(x) 在 ZL[zj 中 本 原 .所 以 65 


是 ZZ 的 单位 , 即 5 二 十 1, 因 此 二子 是 整数 . 


注 ”利用 该 命题 可 判断 某 些 最 高 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 的 可 约 性 . 

例 证 明 x: 一 28 在 Q 上 不 可 约 .事实 上 , 设 a 是 任 一 整数 , 当 |a| 之 6 时 , a’ 一 28 之 0; 当 
al 过 6 时 ,a? 一 28 一 0. 即 任 一 整数 a 都 不 是 zx! 一 28 的 根 . 由 该 命题 ,车 zx? 一 28 在 Q@ 中 有 根 
a; 则 a 必 为 整数 ,因而 x? 一 28 在 Q@ 中 没有 根 , 所 以 zx 一 28 在 Q 上 不 可 约 ， 

11. 证 (之 ) 因 f(x) 是 R[z]j] 的 单位 , 故 3g(zx) 二 多 十 bz 十 … 十 bmx”ER[Lzj, 使 得 
Frz)g(Cz) 一 1. 从 而 有 
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aopo = 1. C0) 
aobi 十 aibo 一 0. (1) 
aobs 十 at 十 azpo 一 0. (2) 
十 Qn_zbz 十 ar lp 十 anbo 一 0. (n) 
anzbm 十 ar lp 十 ap 一 0. (m 二 nn 一 2) 
Qan-ibm 十 anbmi = 0. (7a 十 2 一 1) 
anbm 一 0. Cm 二 n) 


由 (0) ,ao ;bo 都 是 单位 . Cm 十 n 一 1) 乘 以 a, ,得 a,_1awbwm 十 a20m_1 二 0, 由 Cm 十 n),a2b,-1 二 0. 
(十 7 一 2) 乘 以 对 ,得 aa2p 十 aa 十 ca20 一 0, 由 ab 。 :一 0 和 ab 一 0,asp 
二 0. 依 此 向 上 推 ,最 后 至 (nm) ,总 可 得 esf 一 0. 因 2 是 单位 , 故 3661 ER. 用 三 : 右 乘 之 ， 
得 ar*' 二 0. 所 以 a, 是 RR 的 寡 零 元 . 

因 a*1+!= 二 0,R[x] 是 交换 环 , 故 (ganz")"t! 一 art1 (zx")”! 二 0, 从 而 awx" 也 是 RLzj] 的 壬 
零 元 .已 知 fF(z) 一 (ao 十 az 十 … 十 aiz 1) 十 asz" 是 R[xzj 的 单位 . 由 第 十 四 章 ,四 ,1, 注 
1), 广 (z) 一 ao 十 az 十 … 十 aiz 也 是 尽 [Z] 的 单位 .对 于 广 (z) ,仿照 对 f(z) 的 做 法 , 依 
次 做 下 去 ， 同 理 可 知 Qn-l Qn-29°"" 41 都 是 及 的 生 零 元 . 

(< 二) 因 ao 是 RR 的 单位 , 故 ao 是 尽 [z] 的 单位 . 因 a 是 R 的 知 零 元 , 故 ciz 是 RLzj] 的 
寡 零 元 . 又 RLz] 是 有 单位 元 的 交换 环 , 从 而 由 第 十 四 章 , 四 ,1, 注 1),ao 十 az 是 REz] 的 单 
位 . 因 a; 是 尺 的 寡 零 元 , 故 azz?: 是 RLzj] 的 器 零 元 ,再 由 第 十 四 章 , 四 ,1, 注 1),ao 十 aix 十 
azzx? 是 R[xzj 的 单位 . 依 此 类 推 , 知 FCz) 一 ao 十 aaz 二 azz2 十 … 十 axz" 是 REzxj 的 单位 . 

例 ” 乙 是 有 单位 元 的 交换 环 , Z, 有 零 因子 .[1] 十 L3]zE 到 [zj], 其 中 [1 是 到 的 单位 ， 
[3] 是 互 的 寡 零 元 . 由 该 命题 ,[L1] 十 [3]z 是 画 [z] 的 单位 . 其 道 元 为 [1] 十 [6Jz. 

12. 证 由 第 十 一 章 , 二 ,6, 注 1) ,四 元 数 除 环 RR~= {a 二 bi 十 cj 十 dkla,b,c,d ER ), 其 
中 必 = 放 = 有 二 一 1,ij 二 一 ji==k,jk 一 一 kj 二 i,ki 二 一 i 二 j. Ya=a 十 bi+cj 十 dk ER,， 

qa 二 (4 十 右 十 中 十 dk)? 二 a 一 一 c? 一 d? 十 2abi 十 2aci 十 2adk. 
因此 ,只 要 取 ecE 瓦 ,适合 4 二 0; 攻 十 0 十 开 ==1, 则 w=1, 即 a 是 忆 十 1 的 根 .而 适合 4 二 0,F 十 
C2 十 d? 二 1 的 a=a 十 后 十 cj 十 dk 在 民 中 有 无 限 多 个 ,所 以 十 1 在 尺 中 有 无 限 多 个 根 .例如 
土 i, 士 j, 土 都 是 x 十 1 的 根 . 

注 ”该 命题 说 明 , 若 环 RR 不 是 整 环 , 则 R 上 nn 次 多 项 式 在 R 里 未 必 至 多 有 个 根 . 甚至 
还 可 能 有 无 限 多 个 根 . 1 

再 举 一 个 例子 : 设 R 是 一 个 无 限 加 群 . 定义 , Ya,5ER,ab 二 0, 则 R 是 一 个 环 . 显然 RR 
有 零 因子 ,不 是 整 环 . 设 f(x) 二 a1x 十 asz 十 … 十 anx”ER[z1,; 则 YaER, 有 f(a) 二 0. 因此 
R 中 任 一 元 都 是 f(z) 的 根 . 所 以 f(x) 在 RR 里 有 无 限 多 个 根 . 

13. 证 车 f(x) 在 1 中 有 真 因子 , 则 命题 已 成 立 . 设 f(z) 在 I 中 无 真 因 子 .车 f(x) 在 Lzj 
中 不 是 不 可 约 . 因 p+ as) 故居 0, 即 f(x) 关 0 且 f(x) 隆 单位 .从 而 f(x) 在 I[xj 中 可 约 .于 是 
f(x) 有 真 因子 g(x)E I[x], 使 得 f(x) 二 gCzx)hC《z), 其 中 h(x)(E ILxj) 也 是 f(z) 的 真 因 子 . 设 
g(T) = 二 十 十 … 十 bx' ;hh(X) 二 co 十 cz 十 … 十 cx', 因 f(z) 在 了 中 无 真 因子 , 故 如 隆 0,c, 取 0， 

398 


思考 问题 解答 


0<r<m0<s<m 因 pjao 二 bco ,是 唯一 分 解 环 ,p 是 素 元 , 故 |5。 或 p|co. 不 妨 设 站 , 则 ， 
十 co. 否则 ,车 |co, 从 而 扬 |wco 二 ao, 巴 盾 . 再 者 ,g(xz) 的 系数 不 能 全 被 p 整除 . 否则 p 
g(z)h(z)==f(z), 即 p|as, 蔬 盾 . 因此 , 3b 是 g(x) 的 头 一 个 不 被 p 整除 的 系数 , 即 p++5, 但 
p60,p|B1,… spb. 因 p|6o, 故 k>0. 又 a4 二 Bico 十 bria 十 … 十 Gx. 因 kSr<n, 故 h<n, 于 


是 p|as, 且 |5oce，… ,P|64-1c1 ,从 而 pibrco. 已 知 p1bi,pco, 此 与 p 是 唯一 分 解 环 1 的 
素 元 矛盾 .所 以 ,在 f(z) 于 了 中 无 真 因子 的 情况 下 ，f(x) 在 于 xj 中 不 可 约 . 

注 1) 车 f(x) 满足 本 题 的 条 件 , 则 f(x) 可 能 在 I 中 有 真 因子 . 例 ,Z 是 唯一 分 解 环 ,6 十 
37EZ[zxj, 3 素 元 2EZ ,使 得 21 3,2|6,2 6, 而 6 十 3z 在 了 中 有 真 因子 3. 

2) 设 I 是 唯一 分 解 环 , f(z)E I[zj, 若 f(x) 可 约 , 则 f(z 十 1) 也 可 约 . 事实 上 , 因 
f(z) 可 约 , 故 f(x) 有 真 因 子 g(x)E€ I[Lzx], 使 得 f(z) 二 g(xz)h(zx), 其 中 h(x)E ILzxj. 从 而 
f(z 十 1) 二 g(x 十 Dh(zx 十 1). 于 是 gbx 十 1) 是 f(z 十 1) 的 真 因子 .显然 f(z 十 1) 关 0,f(x 十 1) 关 
单位 .所 以 f(z 十 1) 可 约 . 

其 道 否 命题 是 : 设 I 是 唯一 分 解 环 , f(x)E I[zj, 车 f(x 十 1) 不 可 约 , 则 f(x) 也 不 可 约 . 


14. 证 因 f(x) 二 于 型 , 故 


zx—1 
(CCz 十 1 一 1 x? 二 Cr 二 Cr? 十 十 CC 
f(z+ 1)= Z 十 1 一 1 Zz 


二 x! 十 Cir 十 Cz 十 十 C1. 

因 pf1l,plC,plCs ,plC? =p,p Ce!=p, 又 f(z 十 D) 在 Z 中 无 真 因子 , 故 由 艾 森 
斯 坦 因 不 可 约 性 判别 准则 ,f(z 十 了) 在 ZL[Lzj 中 不 可 约 , 从 而 f(x) 在 ZLzj] 中 也 不 可 约 ， 

15. 证 

中 ， DT 十 bz 十 和 … 十 加 一 [bz 十 [8 Jx™! 十 … 十 [eu]. 

显然 是 Z[zj 到 2Z,[zxj 的 同 态 满 射 ( 见 第 十 二 章 , 四 ,13,11)). 假设 f(x) 在 Z 上 不 是 不 可 约 ， 
因 fCz) 关 0, 关 单位 , 故 f(x) 在 Z 上 可 约 . 又 因 f(x) 的 最 高 系数 为 1, 故 f(x) 是 ZZ 上 本 原 多 
项 式 .于 是 f(x) 二 g(x)h(x) ,其 中 0<deg g(x)<deg f(x),0<deg h(x)<deg FCz). 因 中 
是 同 态 , 故 


中 ; f(r) = gx)h(r)— f(x) 一 g(r)hCz). 
因 g(x),h(zx) 的 首 项 系数 为 1, 故 (zx),h(z) 的 首 项 系数 为 [1], 从 而 0 之 deg g (7x) 一 
deg 了 (xX),0<deg h(x)< 二 deg 了 (x), 于 是 g(x) ,有 h(x) 都 不 是 Z,[zj 的 单位 . 由 第 十 四 章 , 一 ， 
6, 了 f(z) 在 Z, 上 可 约 ?, 此 与 已 知 了 矛盾. 所 以 f(z) 在 Z 上 不 可 约 . 
注 将 f(z) 的 首 项 系数 为 1 这 一 条 件 去 掉 后 ,命题 不 成 立 . 
例 设 p 是 素数 ,f(z) 二 px? 十 (p 十 1)zx 十 1 二 (px 十 D(z 十 DEZL[zj, 则 f(z) 在 Z 上 
可 约 .但 了 (zx)=[pjx’ 十 [p 十 1jzx 十 [1]=[1Jx 十 [1JE 有 如 Lxj, 了 却 在 Z, 上 不 可 约 . 


第 十 六 章 


@” 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 127, 定理 3. 
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而 ACF. 

2) 因 Yz 二 WRT)? ,x 二 WD,m" 二 (x)0EQ OT), 故 Q@(VzYx ,Tr,m%)CQW7. 反 
之 显然 成 立 . 故 等 式 成 立 . 

3) (二 > ) 若 某 a; 关 0,0 志 i 和 nn 一 1, 则 下 上 和 多项式 f(x) 二 ao 十 aix 十 … 十 an-1X”! 关 
0, 而 f(a) 二 0. 此 与 a 的 次 数 为 n 矛盾 . (二 ) 显然 成 立 . 

4) 因 FLz]j,ELz] 都 是 主 理想 环 @,F[z] 是 下 [z] 的 子 环 , 故 由 第 十 四 章 , 二 ,9 知 结论 
成 立 . 

5) ”假设 p(x) 在 EE 上 不 是 不 可 约 , 又 p(x) 关 0, 关 单位 , 则 p(z) 在 上 可 约 . 因 
degp(z) 一 3, 故 p(z) 在 玉 中 有 根 &, 从 而 2" 二 (E:F)=(E:F(@))(F(@): 让 一 (E:F(a))3， 
于 是 3|2" ,矛盾 . 


6) “ 因 j 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 之 一 2, 故 (QCY2):Q) 一 素数 7. 由 第 十 六 章 , 三 ,1,17) 
知 K=QCW2) 或 天 一 @. 

2. 证 假设 p(x) 在 巨 中 有 根 a, 则 因 p(z) 是 下 上 最 高 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 
故 p(x) 是 a 在 F 上 极 小 多 项 式 , 从 而 (F(a): 下 ) 二 deg bz)>1. 因 五 是 FF 的 有 限 扩 域 , 故 由 
第 十 六 章 , 一 ,9,2) 及 第 十 六 章 , 一 ,9,(E:F)==(E :F(a))(F(a): F), 于 是 deg p(z)|(E:F). 此 
与 deg p(x) 与 (EF :下 ) 互 索 矛 盾 . 所 以 p(x) 在 EE 中 无 根 . 

3. 证 因 玉 是 F 的 有 限 扩 域 , 故 由 第 十 六 章 , 二 ,9, 可 设 E=Flai ,Qi,…,a,),n 是 一 个 
正 整 数 . 对 作 数 学 归纳 法 . 

1) 当 n 二 1 时 ,有 EE=F(al). 

2) ”假定 4 一 1 时 ,命题 成 立 , 今 看 nC 之 DD 时 ,已 知 记 二 F(a ,om ，… ,a). F(a ) 和 FF(w) 是 包 
含 下 的 两 个 记 的 子 域 ,从 而 Fla ) 必 Flw) 或 Flas) 防 F(a), 于 是 EEF==Fla ,aa，…ao) 或 下 一 
F(as ,as ，,… ,0,). 由 归纳 假定 已 是 下 的 单 扩 域 . 

依 归纳 原理 ,命题 成 立 . 


3 ， 
4. 证 E=F(o)=F( < - 


2 ) (中 二 1(e). 下 面 证 明 a 是 了 上 代数 元 .显然 B=z 了 7 EICE， 
aEE. 在 玉 中 ,BCa 二 1) 二 ww , 即 一 Pa 一 B==0. 从 而 a 是 1 上 非 零 多 项 式 x’' 一 Bx 一 8 的 根 , 因 
此 a 是 IT 上 代数 元 ,所 以 E=1(a) 是 了 的 单 代数 扩 域 . 


5. 证 因 E=F(e) 汪 1 好 F,e 是 F 上 超越 元 , 帮 38 一 他 ET,B 世 ,其 中 8(o)z0， 


f(z),g(X)E F[xj. 从 而 a 是 1 上 多 项 式 f(z) 一 Bg(z) 的 根 . 因 g(x) 关 0( 否 则 gCa) 一 0 下 
盾 ), 故 存在 g(z) 的 i 次 项 系数 4b 关 0. 令 a; 是 f(z) 的 i 次 项 系数 , 则 a 一遍 ; 是 f(x) 一 Bg (x) 


的 i 次 项 系数 . 于 是 a 一 即 , 关 0. 事实 上 ,假设 a; 一 刀 ; 二 0, 则 B= EF, 此 与 BEF 芽 盾 .所 


以 a; 一 BB: 关 0, 即 a 是 1 上 非 零 多 项 式 f(x) 一 Bg (xz) 的 根 ,因此 a 是 1 上 代数 元 . 
6. 证 取 K={E 中 的 F 上 的 全 体 代数 元 ). 由 第 十 六 章 ,一 ,11,2) 知 K 是 下 的 代数 扩 
域 . 且 YVaEE,aEK, 则 a 是 K 上 超越 元 . 事实 上 ,假设 a 是 KK 上 代数 元 ,由 第 十 六 章 ,二 ， 


@ 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 140, 定理 3;139. 定理 1. 
400 


.思考 问题 解答 


6,a 是 下 上 代数 元 ,又 aEE, 于 是 aEK , 蔬 盾 . 所 以 a 是 K 上 超越 元 . 

注 ”由 证 明知 EE 中 的 K 上 代数 元 都 在 K 中 . 

7. 证 假设 zx” 一 8 在 FF 上 不 是 不 可 约 , 又 x” 一 8 了 0, 关 单位 , 则 x* 一 8 在 下 上 可 约 ， 
可 设 f(x)(E FL[z]) 是 xz 一 8 的 一 个 真 因 子 . 因 ch FF=p, 故 由 第 十 章 ,三 ,4,2),zx? 一 B= 
zr 一 a 二 (Zz 一 Q)?. 今 f(x) 是 (zx 一 a)” 的 真 因子 ,从 而 FCz)=(z 一 JrEF[z],0O<r 和 nm 一 
1. 于 是 a?EF. 因 此 ar ”一 (ao “EF, 与 已 知 矛 盾 .所 以 zx” 一 8 在 F 上 不 可 约 . 

8. 证 因 下 是 F 的 代数 扩 域 ,FCRCE, 故 环 RR 的 元 都 是 下 上 代数 元 . Ya ER ,a 关 0， 
有 Fla) 是 下 的 单 代 数 扩 域 ,于 是 a-!E F(a) 一 FL[a]CR. 由 RDF,R 含 非 零 元 1,1 是 R 的 单 
位 元 . 显然 R 对 乘法 可 交换 ,从 而 及 是 互 的 子 域 .车 E 是 域 下 的 有 限 扩 域 ; 由 第 十 六 章 , 一 ， 
10, 瑟 是 三 的 代数 扩 域 ,所 以 瑟 的 任 一 子 环 尺 (二 F) 是 互 的 子 域 . 

9. 证 设 (F: 展 )==n, 因 民 上 不 可 约 多 项 式 只 有 一 次 和 二 次 的 , 故 nn 只 能 是 1,2. 当 n= 
1 时 ,由 第 十 六 章 , 一 ,12,E 一 展 ,当然 玉 尘 民 . 当 n=2 时 , 因 ch RR 关 2,(E :RR) 二 2, 故 由 第 
十 六 章 ,二 ,8 的 证 明 中 (之 ) 2), jaEE,aER ,使 得 E= 民 (a), 且 a 在 RR 上 极 小 多 项 式 
是 zx’: 一 s, 即 和 二 s ER ,a=Ys 全 民 . 因 民 包 含 所 有 正 实数 的 平方 根 , 故 * 是 负 实 数 . 于 是 a= 
Vs 二 it, 其 中 1ER. 所 以 ERR(o)= 二 RR(iD) 二 RR()=C. 当然 E 寺 C. 

10. 证 一 显然 ,EF=F(a) 必 Fle?) 沪 F, 因 玉 是 下 的 有 限 扩 域 , 故 由 第 十 六 章 , 一 ,9 知 
(E:F)= (FC): F(a)) (FCG): F). 设 (FCO): Fa))=s, (Fal): F)=t, (FC0): FP)=r,WMr 
二 st. 因 了 是 奇数 , 故 s,t 都 是 奇数 . 假设 ; 关 1, 则 s 宇 3, 即 r=st 宇 3t. a? 在 下 上 极 小 多 项 式 
PP(z) 的 次 数 为 1, 设 p(X) 二 zx' 十 arix ?十 十 qo ;从 而 pa) 二 a? 十 qj 十 十 qo 二 
0, 即 xc 是 下 上 非 零 多 项 式 g(Cz) 一 z2 十 aiz2D 十 … 十 ao 的 根 , 于 是 (F(a): FF) 二 r 过 2t, 此 
与 > 之 3 序 盾 .所 以 ;=1. 由 第 十 六 章 , 一 ,12,E=F(a) 二 F(a’). 

证 二 ”由 证 一 , (F(a):; FF) 二 (F(a): F(o?))(FC@): FF). 设 (F(a): 下) 二 2k 十 1, 其 中 有 是 


非 负 整数 , 则 由 第 十 六 章 , 一 ,5， VBEF (a), B= > aat 一 [ao 十 aza2 十 …… 十 ax (Ca2)] 十 


[ai 十 as 时 十 … 十 aaa2) 和 :ay 其 中 ai 七 下 , 即 F(a) 中 每 个 元 B 可 表 为 l,a 在 F(a ) 上 的 线 
性 组 合 , 从 而 Fa 在 Fo ) 上 的 维 数 最 多 是 2, 于 是 (FCa): Fw )) 二 1 或 (F(a): F(z ))==2. 但 
(下 (a):F(o))1CGECe):F) 一 2 十 1 因此 (CFCe):FCo)) 天 2 所 以 (Fa):F(o)) 一 1, 即 瑟 一 
下 Ca) 一 下 (az )， 

证 三 显然 (a?)CF(a); 反 之 , 设 (F(a):F)=2k 十 1, 其 中 上 有 是非 负 整 数 , 设 zt+: 十 
QaziT** 十 … 十 ao 是 wa 在 F 上 极 小 多 项 式 ， 出 a (a 十 aa-iQ 3 十 …。 十 ai ) 十 Casa 十 
aat-20 十 十 ao) 一 0, 其 中 有 吃 十 alias 十 十 ai(E Fo)) 天 0, 否 则 < 是 下 上 非 
零 多 项 式 x 十 asy_1x?* 十 … 十 a 的 根 , 于 是 (Fa) :F) 一 人 十 1<24, 了 矛盾. 因此 了 prIGE 
Fo ) ,使 得 ea 一 一 (aze2# 十 as aa 十 … 十 ao)pIEFCo) ,从 而 FoCFC). 所 以 = 
F(a)= F(a’). 

证 四 显然 RCa)CFCa); 反 之 ,假设 a EF(a), 则 a 在 F(a?) 上 极 小 多 项 式 为 x? 一?， 
邵 CFGCo)(Ca) :Fo)) 一 2. 但 Fo)(a 一 Fa), 从 而 (Foe):FGoD)) 一 2. 又 (F(a): F)= 
CFCFCF :FF) ,此 与 (Fa): 开 是 畜 数 矛盾 , 所 以 acEE(o)， 即 下 (aCFCoz). 于 
是 E=F(a)=F(a?). 
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第 十 七 章 


1 证 假设 EE 不 是 代数 闭 域 , 则 天 有 真 代 数 扩 域 K, 从 而 3aEK,a€EE. 因 a 是 EE 上 
代数 元 , 故 由 第 十 六 章 , 二 ,6,a 是 丰 上 代数 元 . 于 是 “是 下 上 多 项 式 f(Cz)(E FF) 的 一 个 根 . 
根据 已 知 ,aEE, 此 与 a€E 矛盾. 所 以 E 是 代数 闭 域 . 

2. 证 设 E 是 f(z) 在 1 上 的 分 裂 域 ,a(E E) 是 f(z) 的 根 . 因 了 1 是 F 的 有 限 扩 域 , 故 由 
第 十 六 章 , 一 ,10,T 是 F 的 代数 扩 域 . 又 a 是 1 上 代数 元 , 故 由 第 十 六 章 , 二 ,6,a 是 下 上 代数 
元 . 从 而 存在 a 在 下 上 极 小 多 项 式 g(x). 因 在 ELxj] 中 , f(z),g (zx) 有 公 因 子 x 一 a, 故 在 
ELzj 中 ,f(z),g(x) 不 互 素 . 因 了 I[xzj,ELzxj 都 是 主 理想 环 ,TLzj 是 ELz] 的 子 环 , 故 由 第 十 四 
章 , 二 ,9, 在 Izj 中 ,f(zx),g(zx) 也 不 互 素 .而 f(z) 在 1 上 不 可 约 , 且 I[zxj 是 主 理想 环 , 所 以 
由 第 十 四 章 , 四 ,6,3) ,在 Ix] 中 , f(x) |g(z). 

3. 证 一 ”对 n 作 数学 归纳 法 . 

1) n=1 时, f(x) 二 x 一 a ,aEF, 于 是 EF(a)= 二 F, 所 以 由 第 十 六 章 , 一 ,12,(E:F) 
=(F:F)=1<11. 

2) ”假定 对 于 下 上 n 一 1(n 之 2) 次 多 项 式 来 说 ,命题 成 立 . 今 看 nn 时 . 设 f(x)E F[z]， 
deg f(x) 二 n， f(z) 在 下 上 的 分 裂 域 是 EE, 则 f(x)==a, 《x 一 Q1) (x 一 Q2)…(x 一 a,), 其 中 
a EF ,a; EE. 由 第 十 六 章 , 一 ,6, 注 3) ,存在 a 在 上 极 小 多 项 式 g (zx). 因 Fa) 一 0, 故 由 
第 十 六 章 , 一 ,6,2),(1),g(Cz)| f(x). 于 是 (Fla): F)= 二 deg g(7X) 二 nn. 令 hh(z)=(z 一 as) 
(zx 一 @,);, 则 f(x)==as,(x 一 Qa1)h(z). 从 而 deg h(x)==n 一 1. 因 f(zx)E F[x]CF(Ca)[xj,zx 一 
ar EF(la)[zxj;y 帮 hhCX)E Flal)[zxj. 因 有 h(x) 在 F(a) 上 的 分 裂 域 为 Fla)(as,…,a,) 一 
F(a az， on) 一 已 ,从 而 由 归纳 假定 ,( 瑟 :ECa)) 委 (一 1)1. 所 以 

(下 :下 ) 王 (下 :FaD))CGECoaD) :TD) 委 (2 一 1)1。72 一 2721. 

证 二 对 二 作 数 学 归纳 法 . 

1) ?一 1 时 ,命题 显然 成 立 . 

2) ”假定 对 于 下 上 一 1(n 之 2) 次 多 项 式 来 说 ,命题 成 立 . 今 看 n 时 , 设 f(z) 是 F 上 nn 
次 多 项 式 ,E 是 f(zx) 在 下 上 的 分 裂 域 . 因 F[z] 是 唯一 分 解 环 , 故 f(z) 在 F 上 有 最 高 系数 为 
1 的 不 可 约 多 项 式 g(x) ,从 而 deg g(z) 委 2. 由 第 十 六 章 , 二 ,4, 存 在 下 的 单 代数 扩 域 F(a )， 
其 中 a 在 下 上 极 小 多 项 式 是 g(x). 于 是 (F(a): F)<<n. 且 f(x) 二 a,(z 一 m)h(zx), 其 中 
hz)E F(a)[zj, deg h(x) =n—1, 同 时 有 h(x) 在 Fla) 上 的 分 裂 域 是 E. 由 归纳 假定 ， 
(E:Fla)<n—1D)!. 所 ME:F)S<n!. 

4. 证 1) 由 第 十 七 章 ,一 ,6,E 是 zx' 一 + 二 x(x”'! 一 1) 在 EE 的 素 子 域 上 的 分 裂 域 ,从 
而 巨 中 gq 一 1 个 非 零 元 a ,0 ,ao :是 xz: 一 1 的 9 一 1 个 不 同 的 根 , 即 z ' 一 1 二 (x 一 m)。 
《 立 一 az )… (人 (人工 一 aq 1 ). 比较 系数 ， 得 一 1 二 (一 1)"! QQ2 "Qi1s 即 Qi1Q2 ”Qi 一 《一 7) 一 
(—1)*. 当 p=2 时 ,( 一 1)” 二 ] 二 一 1; 当 pp 是 奇 素数 时 (一 1)* 二 一 1. 所 以 Qa -1 一 一 二 

2) 因 包 一 {[o],[1],[2],…,[z 一 1]} 是 含 素 数 p 个 元 的 有 限 域 . 由 本 题 1) ,[1][2]… 
[p 一 1]=[ 一 1j, 妈 [Cp 一 1=[ 一 1j, 所 以 (p 一 1)! 三 一 1(p). 

5S. 证 设 Fz)=az" 十 aiz 1 十 … 十 aoyaEA. 由 第 十 七 章 , 一 ,6 中 命题 的 证 明 ,A 
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中 的 元 都 是 x* 一 z 的 根 , 从 而 af = 二 ai ,i 一 0,1,2,…,n. 于 是 由 第 十 章 , 三 ,4,3)， 
fla?)= a(ar)" 十 aat)n 1 十 十 ao 
一 at(ar)2 十 at li(ar 1)2 十 … 十 叶 
一 (aa" 十 aiar1 十 … 十 io) 一 (Fa))2 一 0， 
所 以 a? 是 f(z) 的 一 个 根 . 同 理 ， 
flar )= a )" ari(ar )" 1 二 二 ao 
= a?r(am)? 十 at ia dV)?+ .+at 
一 (an(a?)" ani(a?)" 十 十 ao)2 二 (f(a?))? = 0., 
所 以 a” 是 f(z) 的 一 个 根 . 同 理 ,， f(a? ) 二 (fa?))? 二 0,…, (af) 一 (f(ar ))* 二 0. 所 以 
ax ,om 都 是 f(z) 的 根 . 

f(z) 是 A 上 次 不 可 约 多 项 式 , 故 (A(a): A)==n, 又 chA(a) 一 p, 于 是 A(a) 是 含 加 
个 元 的 有 限 域 0. 由 第 十 七 章 , 一 ,6,A(o 是 zz 一 z 在 A 上 的 分 裂 域 . 今 wE A(a) ,由 第 十 七 
章 , 一 ,7 中 命题 的 证 明 ,ar 一 a 二 0, 即 a? 二 a. 

6. 证 (二 >) 因 G 是 循环 群 , 故 3gEG, 使 得 G=(8). 又 G 是 有 限 循环 群 , 从 而 可 设 
1G|=|g|=n, 则 nn 是 使 二 e 成 立 的 最 小 正 整数 . Y ge* EG,k 是 整数 ,有 (g*)" 二 e. 所 以 1G| 
二 是 使 a" 二 el( YaE€G) 成 立 的 最 小 正 整 数 . 

《< 二) 因 G 是 有 限 交 换 群 , 故 由 第 四 章 , 二 ,6, jn 是 G 的 所 有 元 的 阶 中 最 大 者 . 设 
g(E€G) 的 阶 是 n, 由 第 十 七 章 , 一 ,8 知 , VaEG,|lal|n, 从 而 a 二 e. 于 是 n= 二 1g| 是 使 G 中 每 
个 元 a 满足 条 件 a 二 e 的 最 小 正 整数 . 由 已 知 条 件 ,G 的 阶 1G| 是 使 a 二 el(VYa EEG) 成 立 的 
最 小 正 整 数 n, 所 以 (g) 二 G,G 是 由 g 生成 的 循环 群 . 

7. 解 1) B=V2 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 是 xz: 一 2, 其 根 为 B=B 一 V2， A 7=i 在 Q 


上 极 小 多 项 式 是 避 十 1, 其 根 为 7 一 为 一 ,为 一 一 i c 关 名 名 一 0,c 了 全 二名 一 二 下 二 六 一 


二 妈 .到 。 为 除 0 外 的 任意 一 个 有 理 数 都 是 可 以 的 . 今 取 c=1, 此 时 9 一 6+cy 一 VE+i 所 以 


Q@W2,D) = QWV2+D). 

2) 与 1) 同 理 有 QV3,Y2) QW3+Y2). 

3) ”由 第 十 七 章 ,三 ,3,5) 知 ,B=*2 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 x 一 2, 其 根 为 B=B 一 V3, 二 
wy 一 wi V2,B 一 ww 2,B; 一 wt V2.w 在 Q@ 上 极 小 多 项 式 是 zt 十 x 十 x 十 x 十 1, 其 根 为 7 


= 一 0 为 一 扩 泳 一 加 一 由 .取信 1j 攻 1,j 一 2,3,4,1 一 1,2,3,415. 今 取 c=1, 则 
0 一 8 十 cy 一 2 二 ww 所 以 Q@ (2,w) ==QW2+w). 

4) 与 DD 同 理 有 QW2 io 一 QOw3 io 一 @Q( 二 :十 2HY5)i)， 

5) 8=ow 在 Q 上 极 小 多 项 式 是 x 十 zx 十 1, 其 根 为 B=B 二 w,h 二 .7 二 7 一 2i 在 Q 上 


@O 张 禾 瑞 . 近世 代数 基础 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1978. 171. 定理 1. 
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极 小 多 项 式 是 之 十 4, 其 根 为 Y 一 力 一 24 六 一 一 2 取 ec 站 二 全 jj 关 1j 一 2,i 一 1,2. 今 取 c= 
1 j 


到 , 则 6 一 B 十 cy 一 oo 二 所 以 @o,2D 一 @(o+D. 


8. 解 1) 因 V2 十 i ER , 故 V2 十 i 在 RR 上 没有 一 次 极 小 多 项 式 . 又 因 
[xz— V2+Dzr— Wm)]= zx —2V2r+3ER [Lz]. 
故 x: 一 2 V2zx 十 3 是 V2 十 i 在 民 上 极 小 多 项 式 . 
2) 设 a=V2 十 iy 则 =1 十 2V2 i 一 1)? 二 (2V2 )?, 从 而 a 一 20? 十 9 一 0. 因此 a 是 


QQ 上 多 项 式 p(x) 二 x 一 2x? 十 9 的 根 . 因 i 在 @(CV2) 上 极 小 多 项 式 是 x: 十 1,V2 在 Q 上 极 小 
多 项 式 是 x 一 2, 故 


(Q w+DIQ)=(Qw)D:IQW))CQCw2):Q) 一 2.2=4. 
所 以 p(zx) 二 zx 一 2z? 十 9 是 V2 十 i 在 Q 上 极 小 多 项 式 . 

3) 1 V2+i,CV2 十 D:，(V2 十 D): 是 @CV2 二 iD 在 Q 上 的 一 个 基 . 

另 一 求法 ,由 第 十 六 章 , 一 ,9 中 命题 的 证 明知 ,@C2,iD 在 QCv2) 上 的 一 个 基 1,i 与 
QD 在 Q@Q 上 的 一 个 基 1,V2 分 别 相 乘 即 得 Q(V2,iD 在 @ 上 的 一 个 基 . 因此 ,1,V2,i,V2i 是 
QV2,i) 在 Q 上 的 一 个 基 . 

4) 因 V2+iEQCW2,D, 故 QW2+TDCQCW2,iD. 由 第 十 六 章 , 一 ,9， 

(QQW7D:Q)=(QwW2D:QCWZ+D)CQCWI+D:IQ)= 一 (QCw2,D:QCW2+TD)，4 又 
(QW2Z,D:Q)=4, 从 而 (QQW2,D:QCQW2+D) 一 1. 由 第 十 六 章 , 一 ,12,QCW2D 一 QQW2 十 D). 


- 2 
另 一 证 法 , 令 a~V3 十 i, 则 (W2 一 a)? 一 (一 ), 即 2 十 一 2VZa 一 一 1, 于 是 V2 一 3 二 E 


QO), 又 (i 一 a)? 二 (一 V2)?, 即 一 1 十 :一 2ai= 二 2, 于 是 i= 


EQ(0). 所 以 QV2,i)C 


3—a? 
—2a 
Q (a); 反 之 ,显然 成 立 . 所 以 QW2,i) = QW2 二 DD. 


、 、 1 V2—i 1 . . . 
一 ， 2 十 D 一 一 一 一 二 (V2 一 1 2 十 站, 故 Y2 一 i 二 3。 
另 一 证 法 , 因 C 人 2 十 i Br IU 3 V5 一 D EQCW2 十 iD , 故 V2 一 i 


WE—DEQWE+). 从 而 i= 记 [WZ+iD) 一 W2—iD)] EQWI+D) WE=3LYE+) + Wii)je 


QV2+). 于 是 QW5,i)CQCW2+D) ;反之 ,显然 成 立 . 所 以 QW2,) = QW2+). 
9. 证 车 d(x)=(f(zx), 了 (x))=1, 则 结论 显然 成 立 .车 adlz) 隆 1, 即 f(x), (zx) 不 
互 素 , 则 由 第 十 七 章 ,一 ,11,1) 知 ，f(z) 在 下 上 的 分 裂 域 E 中 有 重 根 . 设 
fx) = (rx— a (ra) (Teo 0)’, 
其 中 wu EE,s; 之 1,a 关 a; (i 关 站 , 因 ch FE=co, 故 
fx) = ura) (rm) za) 十 
二 sr—a)i(r—a)2(r—a)! 天 0. 
显然 
d(x) = (fr) fF 2) = Cra) za) (rm a) 天 rz)， 
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从 而 g(x) 一 (Xx 一 a1) (x 一 Q2)…(X 一 Q) 关 1. 所 以 g(x) 有 与 f(x) 相同 的 根 ,日 g(x) 的 所 有 
的 根 都 是 单 根 . 

10. 证 一 1) 因 f(z) 一 x? 一 x 一 a, 故 由 ch 二 素数 p,， f(x) 二 px? :一 1 二 一 1, 从 
而 Fz), 广 (z) 互 素 .由 第 十 七 章 , 一 ,11,1),Az) 没 有 重 根 . 

2) (二 >) 车 3cEF, 使 得 a 二 ?一 c, 则 f(c) 二 cz 一 c 一 a 二 0, 即 f(x) 在 下 中 有 根 , 从 
而 f(z) 在 下 上 可 约 , 与 已 知 了 矛盾 .所 以 YcEF,a¥c* 一 ce. 

(<) 假设 f(x) 在 FF 上 不 是 不 可 约 , 又 f(x) 隆 0, 关 单位 , 则 f(x) 在 FF 上 可 约 . 由 第 十 五 
章 , 一 ,4, 注 3), f(x) 二 g(x)h(x), 其 中 g(x),h(X)E FL[x],0< deg g(x)<p,0<deg h(x)<p. 
设 E 是 f(z) 在 下 上 的 一 个 分 裂 域 ,c(E FE) 是 f(x) 的 一 个 根 , 则 c 十 i*1(i 二 0,1,2,…,p 一 1) 是 
f(z) 的 所 有 根 .事实 上 ,由 第 十 章 , 三 ,4,2),4)， 

flectie1)= (ctiel)? oe (CTiol)—a=ci+(i1)*—c—iel—a 
= (ceca mil=0+i.l—i.l=0. 
车 c 十 i 1=c 十 ) 1, 其 中 1) 王 0,12, ,pb 一 1 全 六 则 (一 门 江 一 0. 因 0<; 一 7/ 委 六 一 1， 
ch F=p, 故 (i 一 })。1 关 0, 发 生 矛 盾 . 从 而 c 二 1 天 c 十 1 :1(i 之 门 .又 deg f(z) 二 p, 所 以 
f(z) 共 有 p 个 不 同 的 根 :csc 十 1,c 十 2 1,…,c 十 (p 一 1) *1, 即 
f(r) 一 (zz 一 c)Lz 一 (cec 十 1)jLz 一 (cc 十 2 1)]…[Lz 一 (c 十 (bp 一 1) .1)|= g(r)h(z). 
不 妨 设 
g(zZ) = [zx (ciel)]r om Cetis ol) [zm (ci 1)]， 

其 中 说 ,i ,is E40,1,2,……, 亡 一 1) ,各 关 LCk 关 1 ,0 二 s 之 p. 于 是 

gCz) 一 她 一 [Ce 二 aas) 十 (ec 十 iD 十 十 人 c 十 1]z 十 十 [ca 


k=1 


5 
二 一 [sc 十 G 久 十 记 二 十 2) 1]z 十 …… 十 [Tc 十 二 1 
k=1 
因 g(x)E FLzj, 故 sc 十 (入 十 认 十 十 i) 1 EF 又 (和 十 认 十 十 i ) 1 EF, 从 而 sc EF. 又 


因 ; 与 素数 p 互 素 , 故 ju,vE€2 ,使 得 su 十 pv 二 1. 于 是 由 ch =p, 有 

c=cel=c(sut+ pu) = ulsc)+ plvc) = ul(sc) EF 
从 而 3cEF ,使 得 f(c)==c* 一 c 一 a 一 0, 即 a 二 ce? 一 c, 此 与 已 知 条件 了 矛盾 . 所 以 f(x) 在 FF 上 
不 可 约 . 

证 二 1) 见证 一 . 

2) (过) 见证 一 . 

(二 ) 假设 f(x) 在 下 上 不 是 不 可 约 ,由 证 一 ,fz) 一 g(xz)h(z), 其 中 g(x),h(T)E FLxj， 
0<<deg g(Cz)<p,0<deg h(xz) 二 p. 设 EE 是 f(z) 在 Ff 上 的 一 个 分 裂 域 ,c(E EF) 是 f(z) 的 一 个 
根 , 则 f(c)==e? 一 c 一 a 二 0, 即 a==ct 一 c. 由 已 知 条 件 ,cEF. 因 < 是 f(z) 的 一 个 根 , 故 c 是 g(x) 
或 k(x) 的 一 个 根 , 从 而 zx 一 c|g (xz) 或 zx—c|h(z). 若 z—c|g(z). 令 g(z) 一刀 十 az 十 … 十 ao， 
则 g(z) 一 (z 一 cz 十 语 十 十 如) ao 一 一 co E 开 又 加 天 0 不然, 若 各 三 0, 则 
ao 一 0, 因 此 g(0)=0, 即 f(0)==0: 一 0 一 a 二 0, 从 而 a==0, 于 是 a= 二 0* 一 0,0 EF, 此 与 已 知 条 
件 了 矛盾 . 所 以 bo 了 关 0. 有 c= 二 一 aobi! EF, 与 cEF 蔬 盾 . 若 Zz 一 c|h(x) ,同样 得 出 矛盾 . 所 以 
f(x) 在 下 上 不 可 约 . 
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